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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono particolarmente impegnativi.

1.
2.
3.

*4.

Mostrare che (C*([a,b]), || - [|(1)) ¢ di Banach, mentre (C*([a,b]), | - [|os) non lo &.

Sia (X, d) metrico. Verificare che |d(x,y) — d(y, 2)| < d(z, z) per ogni z,y,z € X.

Siano (X,d) uno spazio metrico completo e C' C X chiuso. Mostrare che, indicando con d¢
la restrizione di d a C' x C' (detta la metrica indotta da d su C), (C,dc) € uno spazio metrico
completo.

Sia (X, d) uno spazio metrico. Dimostrare:

(a)

()

(d)
()

la relazione definita sull’insieme delle successioni di Cauchy di X da
(Tn) ~ (yn) & nggloo d(2n,Yn) =0

é di equivalenza;
indicata con [(x,)] la classe di equivalenza della successione di Cauchy (z,) C X secondo

la relazione del punto (a), e con X l'insieme delle classi di equivalenza, 'applicazione d :
X xX = Ry:

d([(zn)]; [(e)]) = lm _d(@n,yn),  [(@a)] [(g0)] € X,

n—-+4oo

¢ ben definita, cioé il limite esiste e non dipende dai rappresentanti scelti per le classi, ed ¢
una metrica su X (sugg.: per lesistenza del limite, usare ’esercizio 3);

indicata, per ogni z € X, con j(x) € X la classe di equivalenza della successione costante
Tn =x,n €N, l’apphcazmnej X — X cosi definita & isometrica (cioé d(j(z), j(y)) = d(z,v))
e j(X) & denso in X (cioé j(X) = X);

(X, d) é uno spazio metrico completo, detto il completamento di (X,d) (sugg.: sia (z,) C X
di Cauchy, e sia (x,) C X tale che d(j(xy),Zn) < 1/n...);

se (X d) € uno spazio metrico completo e k : X — X & un’isometria con k(X) denso in X,
esiste un’isometria suriettiva ¢ : X — X tale che ¢(j(z)) = k(z) per ogni = € X (unicita del

completamento) (sugg.: si definisca prima ¢ : j(X) — k(X) ponendo ¢(j()) := k(x), allora
¢ & isometrica, poi j(X) & denso in X e quindi...);
sia (X, || - ||) normato, e sul suo completamento (X,d) (considerando X come spazio metrico

con la metrica indotta dalla norma), si ponga

THyi= nglfooj(xn + Yn),

af ::nli,rf Jloxy), aeC,z,7€eX;
2] := N |zl

dove (z), (yn) C X sono tali che j(z,) — Z, j(yn) — ¥; allora le operazioni di spazio
vettoriale e la norma su X sono ben defnite, j : X — X & lineare, e (X, | - [|7) & uno spazio
di Banach la cui norma || - ||~ & indotta da d.



(Nota: i punti (a)-(d) forniscono una dimostrazione alternativa, rispetto a quella data a lezione,
dell’esistenza del completamento, mentri i punti (e), (f) danno la dimostrazione dell’unicita del
completamento e la sua versione per spazi normati, solo accennate a lezione.)

5. Siano X uno spazio normato e V' C X un sottospazio finito dimensionale. Verficare che V' é chiuso.



