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Gli esercizi contrassegnati da un asterisco (*) sono particolarmente impegnativi.

1.

*6.

Siano [a,b] C R un intervallo, e A I'insieme delle decomposizioni di [a, b]:
d={a=zp <z <...xp =0}

Si definisca su A una relazione < dicendo che §; < d3 se 07 C 02 (cioé d2 & ottenuta da 07
aggiungendo dei punti). Data inoltre f : [a,b] — R integrabile secondo Riemann, si ponga

n

05 = Z ( inf f) (Ths1 — Tk)s ¥s = z”: ( sup f) (Tp41 — Tk)-

1 [Tk Tht1] —1 ZETeta]

Dimostrare che
(a) (A, <) ¢ un insieme parzialmente ordinato diretto;
(b) limg o5 = lims X5 = ff f nel senso dei net in R (con la topologia usuale).

(Sugg.: f & integrabile se e solo se per ogni € > 0 esiste ¢ tale che 35 — 05 < €.)

. Siano (X, d) uno spazio metrico e (Z4)qcr un net. Verificare che sono equivalenti

(a) 2o — x;
(b) d(zq,2) — 0 come net in R (con la topologia usuale);
(c) per ogni € > 0 esiste o, € I tale che se a > a. allora d(z,,z) < €.

In particolare, se I = N si ritrova la nozione di convergenza di una successione in uno spazio
metrico.

Siano X, Y spazi metrici, D C X, g punto di accumulazione per D e f : D — Y. Verificare che
lim,_,4, f(z) = £ se e solo se per ogni successione (x,,) C D\ {zo} tale che x,, — z, si ha f(x,) — £.

Siano XY, Z spazi topologici, e f: X = Y, g: Y — Z funzioni. Mostrare che se f é continua in
x9 € X e g é continua in f(xg) € Y allora go f: X — Z & continua in xg.

Siano X,Y spazi topologici e f : X — Y funzione. Verificare che f ¢ continua in X se e solo se per
ogni chiuso C C Y, f~1(C) ¢ un chiuso di X.

Su X = [0,1] si definisca una topologia dichiarando che C' C [0,1] ¢ chiuso se e solo se & al piu
numerabile, o C = X. Dimostrare che f : X — R & continua, se si dota 'immagine R della
topologia usuale, se e solo se é costante.

Sia T : C* — C", con C" dotato della norma euclidea, e si indichi con o(T') lo spettro di T.
Dimostrare:

(a) se T = diag[A1,...,\,] ¢ diagonale, allora ||T'|| = max; |A;|;



(b) se T ¢ hermitiana (7% = T'), allora ||T'|| = maxeq(7) |A| (se T' ¢ hermitiana, T' = UDU* con
D diagonale e U*U = UU* = 1);

(c) per T generica, ||T|| = maxye,(r-r) |A[*/2.
8. Siano X = C'([a,b]), Y = C%(a,b]) e D : X — Y definito da Df := f’. Mostrare che:
(a) ponendo
£l = 1flloe + 1 o, £ € C([a, ),

si definisce una norma su X;

(b) se su X si mette la norma || - [[(1) e su Y la norma || - [|o, D ¢ limitato e [|D|| = 1 (sugg.:
considerare le funzioni f(t) = e* e fare a — +00);

(c) se si mette la norma || - ||oo sia su X che suY, D non ¢ limitato (sugg.: considerare le funzioni

falt) i= st



