Esame scritto di Calcolo mod. 2 — 5/9/2012

Corso di Laurea in Scienza e Tecnologia dei Media
A.A. 2011/2012

Esercizio 1la. Calcolare il massimo comun divisore tra 12 e 30.

Risposta: 6

Esercizio 1b. Determinare perimetro e area del triangolo di vertici (—3,1), (1,1), (-1, —2).

Risposta: p =44 213, a = 6.

Esercizio 1c. Calcolare
sin(2zy3
n (2y%)
1+zx

Risultato:

1 (Qxy n 2y3(1 + x) cos(2xy?) — sin(2xy3)> .

‘ 2
9 /ny + sm{imwgﬁ) (1 + l‘)

Esercizio 1d. Scrivere, se possibile, I'insieme
Q={(z,y) eR* : 2® +y* <1, 2> y*}

come insieme normale rispetto a uno dei due assi coordinati.

Risultato:
V-1 < V5 —1
2

Q{(x,y)€R2 D=

(Attenzione, non verranno tollerati errori di segno, “minori stretti” confusi con “minori o uguali”, eccetera.)



Esercizio 2. Determinare per quali valori di a € R risulta convergente 'integrale:

oo arctan(ax) — ax

x
o Vz(2+log(l+ e32%))

Risoluzione motivata: Osserviamo per cominciare che, detta f la funzione integranda, per & = 0 si ha f = 0, che & quindi
integrabile. Per a # 0 dobbiamo studiare I’andamento asintotico di f sia per x — 0 che per z — co.
Cominciamo dall’andamento per z — 0, distinguendo i casi & > 0 e a < 0. Per a > 0, ricordando che arctant =
3 .
t— % +o(t*), si ha .
a’x 3
3 « 1
)~ = erx — 0
/(@) x®/2(2+1log2)  3(2+log2) z/2-3 P
per cui la funzione data sara integrabile, in un intorno di x = 0, per 0 < a < 8. Per a < 0 si ha invece e
z — 0, e dunque log(1 + €3*”) ~ 3z, da cui

o
327 5 400 per

a’a

3
3 _ ¥ 3 3a/2
T)~ —t—— = —=x —0 erz—0
f(z) $O‘/2(3:EO‘) 9 p
e quindi f & integrabile, in un intorno di x = 0, per ogni a < 0. In definitiva, f & integrabile, in un intorno di z = 0, per
ogni o < 8.
Consideriamo ora ’'andamento asintotico per 2 — +00. Per o > 0 si ha ancora log(1 + €3*”) ~ 32% e quindi

(@) ax o« 1 "
f(z N_xa/2(3g;a) = =3 J3/3asd per x — +00,
e pertanto la funzione data sara integrabile, per x — 400, per a > 4/3. Infine per a < 0 si avra
ax «a
f(z) ~ = 217?400 per z — +o0,

S 20224 1log2) 2+ log?2
e quindi f non e integrabile per x — 400 se a < 0.

In conclusione, U'integrale dato & convergente per 4/3 < « < 8.



Esercizio 3. Studiare continuita, derivabilita parziale e differenziabilita della funzione

2
(z,y) # (0,0),

I
f(z,y) =14 a* —cosy + 1’
0, (z,y) = (0,0).

Risoluzione motivata: Continuita. Osservando che dal limite notevole lim,_, 17;# = 1/2 segue, per |y| sufficientemente
piccolo,

L,
1—cosy21y >0,

si hanno le diseguaglianze

l‘yQ

x4t —cosy+1

2 2 2 4
R T T E S
24+ (1 —cosy) ~ xt +y2/4 xt 4 y?/4

da cui segue la continuita della funzione data in (0, 0).

Derivabilita parziale. Si ha:
lim f(.’L‘,O) _f(070) =0, lim f(ovy) —f(0,0)
z—0 x y—0 Yy

e pertanto 3f;(0,0) =0 = £,(0,0).

Differenziabilita. Bisogna verificare se

f(x,y)—f(O,O)—fI(O,O)x—fy(O,O)y _ li xyg

lim = im =0
(2,y)—(0,0) Va?+y? (z,9)=(0,0) (x4 — cosy + 1)y/x2 + y?
Considerando rette passanti per l'origine y = max, si ha

m2z3 m2z3 2

lim = lim = ,
20+ (24 + 1 — cos(mz))VaZ + m2z2 -0+ 43 (xg n 1—cos2(m3c)) T+m?2 A /T + m?2

:O’

pertanto il limite considerato non esiste e la funzione data non & differenziabile nell’origine.



Esercizio 4. Siano

Considerare la curva v : R — R? data da
(1) = (a(t), B(1)).
Dire se v ha lunghezza finita e, se possibile, determinarla.

Risoluzione motivata: Si ha

I @ = 1/ @), B'®)|| = ||(sinte /2, coste™/2)|| = Vsin>t e~ + cos2 te—1* = e~ /2,

2 ¢ integrabile su tutto R, la curva 7 ha lunghezza finita, che vale

L(v) = / e /2 dt = \/2r.
R

. ’ . — 2
e poiché la funzione t — e~ *"/



Esercizio 5. Sia ¥ la superficie costituita dalla porzione di ellissoide di equazione
2
z
1’2 —+ y2 —+ Z =1

contenuta all’interno del cono di equazione
2
2= —+/22 + 12

V3

Determinare 'area di X.

Risoluzione motivata: Una parametrizzazione cartesiana di ¥ e data da
o(u,v) = (u,v,2y1 — u? —v2), (u,v) € D,

dove D C R? & determinato dalla condizione che il punto o(u,v) sia all'interno del cono, cioé che la sue coordinate

soddisfino z > 2/v/31/22 + 12, e pertanto
2
D= {(u v) €R? : 2¢/1 —u2 — 02 > 3\/u2+v2} ={(u,v) € R? : u?+0* < 3/4}.

Ricordando allora la formula per la lunghezza del vettore normale a una superficie cartesiana

14 3(u? + v?)
1— (u2+02)’
si ha che 'area di X ¢ data da

1+3u2+v ddv /2”d /WQ 1+3,0 /3/4 1+3t
T— (W@t 02) - v Wt

dove nell'ultimo passaggio si ¢ effettuato il cambiamento di variabile t = p?. L’ultimo integrale si pud razionalizzare
effettuando la sostituzione

llow A ool = V1 + zu(u,v)? + 2, (u,v)2 =

1+ 3t s2—1 8s
s 1—t 3+ 2’ (34 s2)2 N
da cui si ottiene
V13 52
AX) =38 ————ds.
® =5 [ Grapt

La primitiva della funzione nell’'ultimo integrale si puo calcolare facilmente osservando che, integrando per parti,
ds S 52
——=——— 42 [ ——=ds,
/3—|—$2 342 /(3—1—52)2
S

V13
1 1 13 1 13 T
AX) =4r |——— + —= arctan — =4n | —arctany/ —+ - — — — —— | .
2 {3+32 V3 \/5]1 <\/§ 3 4 16 6\/§>

da cui






