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Sia X C R™ un insieme misurabile (limitato). Una proprieta P che dipende dal
generico punto z € X si dice valida (PJ-)quasi ovunque in X se esiste un insieme
misurabile N C X tale che m(N) = 0 e tale che P(x) sia valida per ogni z € X \ N.

Teorema 1. Siano X C R"™ un compatto misurabile, f : X — R limitata e continua
quasi ovunque in X . Allora f é integrabile in X.

Dimostrazione. Sia N C X tale che m(N) = 0 e tale che f € C°(X \ N). Dato € > 0,
si puo trovare allora un plurintervallo Q D N tale che m(Q) < ¢, e allargando un po’,

se occorre, ), si puo anche assumere che N C (). Poiché allora X \ @) & compatto ed
f e continua su tale insieme, si potra trovare un ¢ > 0 tale che

1y € X\ Qo —yl <85 = |f(2) - fly)l <=

Dato allora o > 0, 0 < §/4/n, si consideri la partizione P di X definita da

P:{Qk(g)m(X\@) : kJEZn}U{@},

dove ricordiamo che Qx(0) = xI,[ok;,0(k; + 1)). Che P sia effettivamente una
partizione di X si verifica facilmente ricordando che Qr(c) N Qn(c) = 0 se h # k,
Usezn @r(0) = R™, e osservando che, per la limitatezza di X\ @, solo un numero finito
degli insiemi Qx(0) N (X \ Q) & non vuoto. Poiché allora diam Q(c) = o\/n < 0, si
avra

sup  f— inf f< max f— min f<e.
Qr()N(X\Q) Qr(0)N(X\Q) Qr(0)N(X\Q) Qr(0)N(X\Q)

Inoltre se M :=supy | f| < oo, si avra anche

—M <inf f <sup f < M,
Q@ Q

e cioe supg f —infy f < 2M. In base a tali diseguaglianze, si otterra allora

S(P) — s(P) = —  inf X\ C
( ) 8( ) keZZ”(Qk(US)EFX\@)f Q(U;E(X\Qc)f)m(Qk(a)m( \Q))

(supf mff) (@)
<€Z N(X\Q)) +2Mm(Q)

kezn
< e(m(X) +2M),

da cui, per 'arbitrarieta di ¢, la tesi. O

Corollario 2. Siano X C R™ misurabile e f : X — R limitata e continua in X. Allora
f e integrabile in X.



Dimostrazione. Essendo X limitato X ¢ compatto, ed & misurabile: se Q', Q" sono
plurintervalli tali che Q' C X C Q" e m(Q") — m(Q’) < ¢, la misurabilita di X segue
applicando la prop. 1 di [FMS, par. 79] agli insiemi misurabili ¢, Q"”. Si consideri

allora la funzione
5o\ f(x) re X,
' 0 reX\X.

Sez e X , chiaramente f coincide con f in un intorno di z, ed ¢ dunque continua in
x. Essendo allora X \ X = 0X di misura nulla, f & continua quasi ovunque su X, ed
e dunque ivi integrabile per il teorema 1. Dall’additivita dell’integrale segue allora che
f ¢ integrabile su X, ma su tale insieme f = f. O

E anche chiaro che, nel corollario precedente, l'ipotesi che f sia continua su X si
puo ulteriormente indebolire richiedendo solo che sia continua quasi ovunque.
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