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Compito A
1. Studiare la funzione:
lo, 2 T
R e S
0, xz =0,

determinandone in particolare gli insiemi di definizione, continuita e derivabilita,
eventuali asintoti, intervalli di crescenza e decrescenza ed eventuali massimi e minimi
e disegnarne il grafico. (Non é richiesto lo studio della derivata seconda.)

Soluzione. Per definizione, il dominio di f ¢ tutto 'asse reale R. Inoltre f ¢ sicu-
ramente continua e derivabile in R\ {0}. I anche chiaro che f ¢ dispari, quindi ci
possiamo limitare a studiarla per > 0. Si ha poi:

lim f(z)= lim e lorr(M5° 1) — o = £(0),

r—0t z—0t

per cui f € C°(R) e non ci sono asintoti verticali. L’asse z ¢ invece un asintoto
orizzontale, in quanto chiaramente:

) 1 108
lim —6_1g2 =0.
r——+oo I
Si ha poi, per x > 0,
1+10g[)§ 710g2x
-2 ¢

() =

x
e dunque
: . t+1
lim f(z) = (t =logz) = — lim —5prm
1
= (de L’Hopital) = — lim ————— =0,

B t——o00 (t -+ 2>6t2+2t



da cui segue che 3f(0) = 0 e f € C'(R). Inoltre chiaramente f’'(x) > 0 se e solo
se logx < —1 cioé se e solo se z < e™!, per cui la funzione ha un unico massimo
relativo per = e~! (e quindi, per disparita, un minimo relativo per x = —e™!) e si
ha f(e™!) = y/e. 1l grafico di f & mostrato nella figura di sotto.
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2. Calcolare il limite: ,
. log(1 4+ zarctanz) — e* +1
im .

=0 VIF2rt—1

Soluzione. Ricordando gli sviluppi di MacLaurin:

23
arctanx = x — 3 + o(z*)

2

log(l+x)=2— % + o(x?)
2

ex:1+:p+%+o(x2)

x
\/1+:1c:1—|—§—|—0(x)



si ha che il limite richiesto ¢ uguale a

~ log (1 + 2% — x—; + 0(:E5)> —z? - %4 + o(z*)
lim

z—0 z* + o(z?)
) x2—§—%<x2—%+0(1’5)) — 2% — = 4 o(a?)
= xt + o(x?)
i set+o(at) 4
2—0 4 o(z?) 3

3. Calcolare 'integrale indefinito:

/ dx
5—3cosx

1—¢2

Soluzione. Effettuando la sostituzione ¢ = tan 7, che implica cosz = {7 e dz =
24, Vintegrale richiesto si riduce a

2/ dt _/ dt
5(1+12) —3(1—12) ) 1+ 4¢2

1 1
=3 arctan(2t) + ¢ = 5 arctan <2 tan g) +ec.



