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1. Studiare, al variare di x ∈ R, la convergenza della serie:

+∞∑
n=1

1√
n2 + n− 1(x2 − x + 3)n

.

Soluzione. Si ha:

lim
n→+∞

√
n2 + n− 1 |x2 − x + 3|n√

(n + 1)2 + n |x2 − x + 3|n+1
=

1

|x2 − x + 3|
,

e dunque, in base al criterio del rapporto, la serie data converge assolutamente se
|x2 − x + 3| > 1, cioè se x2 − x + 2 > 0 o se x2 − x + 4 < 0. La prima di queste
disequazioni è verificata per ogni x ∈ R (e la seconda non è verificata per nessun
valore di x), e dunque la serie data converge per ogni x ∈ R.

2. Studiare la funzione:
f(x) = 2 + xe−

1
x ,

determinandone in particolare gli insiemi di definizione, continuità e derivabilità,
eventuali asintoti, intervalli di crescenza e decrescenza, eventuali massimi e minimi,
intervalli di concavità e convessità ed eventuali flessi e disegnarne il grafico.

Soluzione. L’insieme di definizione della funzione è D = R \ {0}, e chiaramente
f ∈ C1(D). Si ha:

lim
x→0−

f(x) = (t = −1/x) = lim
t→+∞

2− et

t
= −∞, lim

x→0+
f(x) = 2,

1



e dunque l’asse y è un asintoto verticale per x→ 0−. Inoltre:

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

2

x
+ e−

1
x = 1,

lim
x→±∞

f(x)− x = (t = 1/x) = lim
t→0±

2 +
e−t − 1

t
= 1,

e dunque la retta y = x + 1 è un asintoto obliquo per x → ±∞. Il calcolo della
derivata prima porge:

f ′(x) =
x + 1

x
e−

1
x , x 6= 0,

e pertanto f ′(x) < 0 per x ∈ (−1, 0) e f ′(x) > 0 per x ∈ (−∞, .1) ∪ (0, +∞), e
x = −1 è un punto di massimo relativo, per il quale f(−1) = 2− e. Si ha anche

lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

e−1/x

x
= 0

quindi la tangente al grafico di f in x = 0 è orizzontale. La derivata seconda è:

f ′′(x) =
e−1/x

x3
, x 6= 0,

e quindi il grafico di f rivolge la concavità verso il basso per x < 0 e verso l’alto per
x > 0. Il grafico di f è quello mostrato in figura.
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3. Discutere, al variare di s ∈ R, la convergenza dell’integrale improprio:∫ +∞

0

sin2 x dx

xs
√

1 + x4
.

Soluzione. In base al limite notevole limx→0
sinx
x

= 1 si ha:

sin2 x

xs
√

1 + x4
∼ 1

xs−2
per x→ 0+,

e dunque l’integrale considerato converge in un intorno di x = 0 se e solo se s < 3.
Inoltre si ha

sin2 x

xs
√

1 + x4
≤ 1

xs
√

1 + x4
∼ 1

xs+2
per x→ +∞,

e si ha pertanto convergenza all’infinito se s > −1. Se d’altra parte s ≤ −1 si ha∫ +∞

1

x−s sin2 x dx√
1 + x4

≥ 1√
2

∫ +∞

1

sin2 x

x

≥ 1√
2

+∞∑
k=1

1

2

∫ 3π/4+kπ

π/4+kπ

dx

x

≥ 1√
2

+∞∑
k=1

1

4k + 3
= +∞,

e quindi l’integrale considerato diverge all’infinito. Si conclude che l’integrale con-
verge se e solo se −1 < s < 3.
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