Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 02/09/2024

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 'A/B/C/D|
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

Prova orale: Totale

Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

2
x2_|_e|x al

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=(2,3,4,5)]

Esercizio 2. [7 punti] Calcolare il seguente integrale:

2 logw g
. Ga—apn™

[a=5,4,3,2]

Esercizio 3. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

224+ Im(z2+62) =5 [22 +Im(z* 4+ 3z2) = 2} :

Esercizio 4. [6 punti| Calcolare il seguente limite:

, an? +bn +c\" b, 1
lim e et 4 —
n——+o00 an? n!

[(a,b,¢) = (2,3,3),(3,2,2),(4,5,3),(5,4,3)]

Esercizio 5. [6 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/“ log2a—log2xdx
o (Va—vm)"

parametro a € R:

[a=5,4,3,2]



Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

2_
x2_|_e|x al

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=(2,3,4,5)]
Svolgimento: Dominio: R. f pari. Risulta:

f(z) >0 VzeR.
Inoltre

lim f(x) = +o0, lim @) = 400

Tr—+400 T
Risulta , ,
f(x) =2z(1 —e* ) per 0 < x < Va, f'(x) =2z(1+ " %) per x > +V/a.
Pertanto f & decrescente per 0 < z < \/a, f ¢ crescente per x > +/a.

x = 0 punto di massimo relativo, z = y/a punto di minimo relativo.

Inoltre:

fL(Wa) =0, fi(Va)=4Va.

x = y/a punto angoloso.

Ficura 1. Grafico per a = 2



Esercizio 2. [7 punti] Calcolare il seguente integrale:

2 logw g
. (3a—1x)3/2 v

[a=5,4,3,2]

Svolgimento: Integrando per parti:

log 1 ! log x 1
2" __dr=2 1 — = _)de=2—2"__ 2| —— 4z,
/ (Ba— )2 / °g$(<3a—x>1/2> T Ba ) / 2(Ba— )2

Calcoliamo 1'ultimo integrale: con la sostituzione t = (3a — z)/2

/ L d / 2 dt L / ( ! + ! )dt
—_dxr = — P — —
z(3a — x)1/? 3a — t? V3a V3a—t  3a+t

1 V3a
\/B_alog<\/3_i_i> +c

Pertanto si conclude:
/( log x p 2log x N 2 1 g(\/3a+(3a—x)1/2)+c

3a — x)3/2 e (3a—x)'/2 " \/3a ? V3a — (3a — x)1/?

da cui segue

/2a log © dx_Qlog(2a)+ 2 o (\/%+\/E>_2loga_ 2 o (\/@jL\/Q_a)
. Ga—2pp2 T T a T Ba P\Ba—va)  vea  V3a C\VBa— v2a/)




Esercizio 3. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

22+ Im(22£62) =5 [22 +Im(2? £ 32) = 2} :
Svolgimento: Risolviamo l'equazione: z? 4+ Im(2% + 6z) = 5. Posto z = x + iy, si ha:

2 4+Im(2%+62) = 5 <= 22 —y* + 2y +Im(2® —y* +2iry+62+6iy) = 5 <= 22 —y* +2iry+2ry+6y = 5
2=y +6y=>5 — 1y +6y=>5 2 =5 y=15 z=+5-V5
<~ <~ (0] < (0] .
xy =0 z=0 y=20 x=0 y=0
Pertanto le soluzioni dell’equazione sono

z:\/g, z:—\/g, z =1, z = )i



Esercizio 4. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

2 n?
: an” +bn +c T
lim e "t 4 — .
n—+00 an? n!

[(a,b,¢) = (2,3,3),(3,2,2),(4,5,3),(5,4,3)]

Svolgimento: Si ha

an® +bn+c b c b c 1/0b c \? 1
e\ =) Tlee U ) T T " 2\an Tame) T\

b N ¢ b2 N 1
=4+ ———— 49l —= ).
an  an? 2a’n? n?
Pertanto

an? +bn +c\" 5 an®*+bn+c of b c v? 1
_— =exp | n°log| ————— =exp|n| —+————+o| =
an? an? an an? 2a?n? n?

D’altra parte

Si conclude che il limite richiesto vale



Esercizio 5. [6 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/a log*a — log2xdx
o (Va—-vzT)"

parametro a € R:

[a =5,4,3,2]

Svolgimento: Risulta:

1 2
flx) ~ — oggx per z — 0.
az

Pertanto f ¢ integrabile in (0, §] per ogni a € R.
D’altra parte, posto y = a — x,

f(o) = 10g2a—10g2(a—y).
(Va—va=3)"

Per y — 0T risulta

2 2
log a
log®(a —y) = (10ga+10g <1—%>) = (loga—%+o(y)> zlogQa—Q%y—l—o(y)

Ji—7=+a 1—3:\/5(1—ﬁ+0(y)) Zﬁ—\/—ay+0(y)~

2a 2a

Pertanto
log® a — log*(a — y)

(Va— a9

f(z) ~2° a2 oga(a — ) per . — a”.
Pertanto f ¢ integrabile in [§, a) se e solo se av < 2. Segue che f ¢ integrabile in (0, a) se e solo se o < 2.

~ 297102 ogay' ™ per y — 0F.

Si deduce che



