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Esercizio 1. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.
[(CL, b) = (37 5)? (97 11)]

Svolgimento: Consideriamo il caso che f(z) = L(|Jz —a|+ |z —b|+4)e ¥/*. Nell'altro caso basta

scambiare x e —z.

Si osservi che dom f =R\ {0} e
la—z+b—a+4)e Vo= (L2 —g)e /e sex <a,z#0

1
2

f@)=3RLtaz—a+tb—z+4)e /"= (52 +2)e /e sea<z<b
z—a+z—b+4)e /"= (z— L4 2))e /e se x > b.
Percio
lim f(z) =400, lim f(x)=0, lim f(z)= 400, f(z)> 0 perognix #0.
z—0— z—07F r—+o00
Poiché

flz) = (GT%+2—$)(1—%(1+0(1)):—x+a7+b+3+0(1) per r — —oo
Sl (- 2)(1-L(1+o(1) =z -2t +1+0(1) pera— +oo,

f ha gli asintoti obliquiy:—x—i—“TH’—l—Sperx—) —00 ey:x—‘%b—l—l per z — +00.
Inoltre f e derivabile in R\ {0, a,b} e

a+b 2 a+b
S t2—z _ —zré—r+—+2
2 T e Ve = T 2 T /n sex <a,x#0
T T ’
b—a
/ 2=242
f(x) = 290—261/x>0 sca<x<b

z—atbyo _ o2 4p— 2ty

e e TR

In particolare (a, f(a)) e (b, f(b)) sono punti angolosi del grafico:

—a?+ 5242 ba 2 _
fL(a) = a22 e 1/“<O<fjr(oz):—2a2 e~ l/e
e
bay2 P+er2
0< fL(b) = 2b2 e~V <f+(b):b—§e*1/.

Inoltre lim f'(x) = 0.

z—0t
Studiando i segni dei polinomi quadratici —2% — x + GTH’ +2ex? 41—

—x1=—3—3/9+2(a+0b), x=—3+3v9+2(a+Db),

1

a+b
45> + 2 e ponendo



si trova che
=0 sex = —x, oppure I
f(x)4 <0 sex < —m oppure T < z < a
>0 se —xp <z <z (xr#0)oppure z > a (z #b).
In particolare f ¢ strettamente crescente in [—z1,0), in (0, z5] e in [a, +00) e strettamente decrescente
in (—oo, —x1] e in [x9,a]. Essendo continua in R~ e in R, f ha minimi locali in ¢ = —z; e x = a e un
massimo locale in x = 2. f non ha estremi assoluti (sup f = +o0, inf f = 0).

Riassumendo, abbiamo nella versione
A: fhaAOy=7—2 (y =2 —3) per z — —0o0 (+00); x = +3 punti di minimo; = = 2 punto di
massimo; =0 & AV per x — 07; x = 3 e x = 5 punti angolosi; f(z), f'(x) — 0 per x — 07;
B: fhaAOy=-3—z (y=x+7) per z = —o0 (+0o0); x = +3 punti di minimo; x = —2 punto di
massimo; z = 0 & AV per x — 07; x = —3 e x = —5 punti angolosi; f(z), f'(x) — 0 per z — 07;
C:fhaAOy=13—z (y=2—9) per x - —0 (+0); z = —4 e x = 9 punti di minimo; z = 3
punto di massimo; x = 0 ¢ AV per x — 07; = 9 e x = 11 punti angolosi; f(z), f'(x) — 0 per

x— 07,

D: fhaAOy=-9—2z (y=2—13) perz - —o0 (+0); = 4 e = —9 punti di minimo; r = —3
punto di massimo; x = 0 & AV per z — 0%; x = —9 e z = —11 punti angolosi; f(z), f'(z) = 0
per x — 0.

F1Gura 1. Grafico di f con a =3, b =5 (assi non in scala).




Esercizio 2. [7 punti] Mettere le seguenti tre funzioni in ordine crescente di infinitesimo per x — —a:
f(z) = b(x + a)? + e~V @+’
g(x) =log(r +a+1)+1—sin(z + a) — cos(x + a)
h(z) = (x + a)®log(|x + al).
[(a,0) = (4,1), (3, =2), (1, =3),(2,5)]
Svolgimento: Si ha che, per x — —a,
f(@) = bz +a)*(1+0(1));
9(z) = (z+a)—3(z+a)*+3(z+a)’ +1—(z+a)+i(z+a)’ -1+ 1 (z+a)’+o((z+a)?)
= 3(z +a)’(1+0(1)))
Inoltre, poiché log(|x + a]) — —o0 e (
g(z) _ _1+o(l)
h(z)  2log(|x + al)

quindi 'ordine richiesto e

x + a)log(|x + a|) — 0, si ha che
h(x) _ (x + a)log(|x + al)
f() b(1 +o(1))

— 0,

—0 per r — —a,

f(@), h(x), g(x).



Esercizio 3. [5 punti] Determinare il polinomio di Maclaurin di ordine 5 di

f(z) = sin(log(1 + ax)).
[a = £2, +3]

Svolgimento: Per y — 0 si ha che log(1+vy) =y — %y2 + %y?’ - Z—lly4 + %y5 +o(y°) e siny =y — %y?’ +
w5¥” + o(¥®), quindi

f(z) = sin(az — a2 + 1a’s”® — La's* + L1a®2® + o(a”))
= (az — $a°2” + 1a®2® — 1a'a* + La’2® + o(2”))
— 1 (az — 1a’2® + 3a’2° + o(x?)))3 + 735 (az + o(x))” + o(z°)
=ax — %a2x2 + %a?’x?’ — }La4x4 + %a5x5 + o(%)
— 1 (a®2® — 3a*a + a’2° 4 3a°2° + o(2”)) + 135 (a’2” + o(2”)) + o(a”)
= ar — 3a°7” + ta’z® + BEEIELGO 0 4 o(a).

Per I'unicita nel Teorema di Peano, il polinomio richiesto e

1.2.2 , 133 1. 5.5
ar — 5a°x +ga:z; 0T



Esercizio 4. [6 punti] Studiare, al variare di @ € R, la convergenza dell’integrale improprio

+oo b+2

sin®z + x J
—dx.
0 T /e—:c + .I6
[b =5,4,3, 2]

Svolgimento: Poiché la funzione integranda ¢ continua in R*, basta studiare la convergenza dell’integrale
per x — 07 e per x — +00. Poiché
b b+2
sin"r +x b 4

— == 14 o0(1 per x — 07,

= (R ()
si ha che, per z — 0T, 'integrale converge se e solo se b — a > —1, ovvero se e solo se o < b+ 1.
Per © — 400 invece si osservi che

sin® z + zb+2

T/ e~ % + ZIZ’6
quindi l'integrale converge per x — +00 se e solo se b — 1 — a < —1, ovvero se e solo se a > b.
In conclusione, I'integrale improprio e convergente se e solo se b < a < b+ 1.

= 2?25 (1 4 0(1)) = 2" (1 + o(1)),



Esercizio 5. [5 punti] Sia y € C'(R) la soluzione del problema di Cauchy

(ae™ + 1)y =ay(e ™ —1) inR
y(0) = —1.

Determinare y(x) e il limite di y(z) per x — +o0.
[a=7,51,3]

Svolgimento: L’equazione differenziale & del primo ordine, lineare e omogenea, quindi la sua soluzione

generale e
e —1

y(l’) _ CGA(x)v dove C €R e A(l’) = a/ md.I

Ponendo t = e™2* > 0 si ha che dx = —2% dt e

a t—1 a 1 a+1
A(m)__§/t(at+1)dt__§/<_z+at+1) dt

a—+ a+1
2

1
log (at + 1) = glog e — log (ae™* + 1)

Si determina C' dalla condizione y(0) = —1: y(0) = CeA® = —1, ovvero

= e A0 _phontein) _ g 1 1)

Percio
a+

y(@) = —(a+1)2

In particolare

at

Blog(ae™+1) — _ (4 1 1)"F e~ (1 + e 2)"F  per x € R.

1
—ar—
(&

M@:—ﬂHﬂf%€“ﬂ+dDY%l%O per z — 400.



