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(in STAMPATELLQ) 3 |A/B/C/D]
: 4

Matricola: F
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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare, se esiste, il limite

lim e 3" — cos(\/cx)
=0t [a(sen vz — Vb)) — bllog(1 + ))?

[(a,b,c) =(2,3,2), (2,3,3), (3,2,2), (3,2,3)]

Svolgimento: Studieremo qui di seguito il caso (a,b,c) = (2, 3,2).

NUMERATORE: )
e =1—2"+ 1(—2%)" + o(z*)
cos(v2z) =1 — 1(V2z)* + %(\/ix)‘l + o(z%).

Quindi

Numeratore = [% — %(\/5)4} ot +o(z') = s2* + o(a?).
DENOMINATORE:

2 1, s 1 5 : ? 9

[2(sen V3x — \/393)} = 4 <\/3 ~3 (3z)2 + 190 (3x)2 + o(x2) — \/3x) = 3% — 10 z* + o(z*),
x? ’ 9
3Mog(l+z)]* = 3 (x —3 + o(xz)) = 3% — §x4 + o(z*).
Quindi
: 39 4 3,9 4 4y _ 18 4 4
Denominatore =3z° — 0% 3z + 3% +o(z") = = + o(z").

RIASSUMENDO: il limite proposto & uguale a

o szt + o(a?) 5

=0t Lt o(xt) 54



Cognome (in STAMPATELLD): ..coovvveviieiiieiiierireeieeeiee e Nome (in STAMPATELLD):....ccovieriiieiieeiieeiieeiieeieen

Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

flx)=e7i\/b(x —a)?+z—a

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[(av b) = (17 3>7 (_173)7 (174)7 (_174)]

Svolgimento: Si ha f(z) = g(x — a) con g(z) == e —2vb2% + z, e dunque il grafico di f ¢ il grafico di ¢
traslato a destra di a. Studiamo dunque la funzione g.

Poiché ba? + z = x(bz + 1) > 0 equivale a < —1 0 z > 0, il dominio di g & D, = (—o0, —3] U (0, +00),
e quello di f & D = (—00,a — ¢] U (a,+00). Inoltre chiaramente f(z) > 0 per ogni z € D e f(z) =0 se
esolosex:a—%.

Si ha poi

lim e z\/bx2+x—0

xz—07F
e dunque il punto z = a ¢ di discontinuita eliminabile per f; inoltre per x — +o0 si ha

M—iﬁx<1__+o< ))\/Ta
S I C)

= +Vb (x —1+ 21b) +0o(1),

e dunque le rette di equazione y = :I:\/l_)(:c —a—1+ ﬁ) sono asintoti obliqui per x — +oo per f.
La derivata di g ¢, per z € (—o0, —3) U (0, +00),
, a1 20z + 1 _12(bx? + ) + 2*(2bx + 1)
gx)=e= |5Vl +tr+ ——| ==
x 2vbx? + x 222/ bx? 4+ x

1202 + (204 1)z + 2

= e =z
22V bx? + x

i e 202* + (20 + 1)z + 2 C e
e (-1) 20v/ba? + x ’
si ha che x = a — % e un punto a tangente verticale per il grafico di f, mentre essendo chiaramente
lim et 202% + (2b+ 1)z + 2
z—0+ 22/bx? + x

ponendo f(a) := 0 si otterrebbe una funzione continua e derivabile in = a con f'(a) = 0.
Le radici del polinomio 2bx? 4 (2b+ 1)z + 2 sono

—2b—1+ /40?2 — 120+ 1
4b

ed essendo

=0,

T =

(46> — 120+ 1 > 0 per b = 3,4), e poiché
—2b— 14+ 42 — 120+ 1 1

+ + VIR —12h+1<2—3 <

<7 &
4b b

3 N . . _ _ _\/f

si ha che ¢’ & negativa in (—oo, =2=1=vitE=12b41)

—2b—1—V4b2—12b+1 —2b—1+4b2—12b+1)  :

( b ’ I ) e in (0, +00)

1<9

—2b—14+v462—12b+1 _ 1
b '

. Dunque f & decrescente in (—

), mentre & positiva in
—2b—1—/2b2—12b+1
00, a+ m )

e in (




. —929h— 2 _ < . —9h—1— 2 _ —929b— 2 _ .
ein (a+ =2 1+\/442b 551 o 1) mentre & crescente in (a + ~2¢=1 \/ﬁ)b L, =2 1+\/4A;)b 541 6 iy

b
(a,4+00) e pertanto i punti

—2b—1— 40> —12b+ 1

1
r=a+ 0 , T=a— g, (e x = a per la funzione estesa),

sono punti di minimo relativo e assoluto rispettivamente, mentre il punto

n —2b— 1+ V4> —12b+ 1
4D
e di massimo relativo (ma non assoluto in quanto supp, f = +00).

Tr=a

Ficura 1. Graficodi f cona =1, b= 3.
Y




Esercizio 3. [7 punti] Dire per quali o € R il seguente integrale improprio & convergente:
/OO (x — a)?’_o‘%
—————dx
3 —n)2
" e +(z—a)

e calcolarlo per a = 0.

[(av b) = (27 3>7 (37 2>7 (_17 3)7 (_17 2)]
Svolgimento: Svolgeremo il caso (a,b) = (2,3) e chiameremo f, la funzione integranda.

CONVERGENZA:

e Convergenza all’infinito:

— se a < 0 allora lirf fo(z) = +00, quindi U'integrale diverge;
T—r+00

— se o > 0 allora

=0.

lim fagx)

T—r—+00 )
e(?)

Poiché f;oo ﬁ dr < 400, possiamo concludere che l'integrale converge all’infinito per il
e\2

criterio del confronto asintotico.

e Convergenza nell’eventuale polo 2:
Osserviamo che
x
lim 7]’@( ) 5
a2t (x — 2)37@
Quindi per il criterio del confronto asintotico si ha convergenza se e solo se converge l'integrale
f;’(x — 2)3"dzx, ovvero

3—a’>-1 = a’<4 = —V2<a<V2

=c4 € (0,400) VaeR.

Riassumendo:
I'integrale converge <= 0<a < V2.

CALCOLO DELL’'INTEGRALE PER « = 0:
Eseguendo i cambiamenti di variabile x — 2 =t e t> = s, si ha

400 ($—2)3 +o0 5 e 1 400 » 1 ' e 1
/2 de:/o e dt:§/0 se ds:§ lim [—(s+ 1)e ]0:5

c—400



Esercizio 4. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Yy =az(l+y°)
y(0) =0 '

specificando l'intervallo massimale di esistenza di y.

[a=2,3,4,5]
Svolgimento:
! a
Y =ax(l +y?) < T =ar & arctany = §x2 +C.
y(0) = 0 implica che C' = 0, quindi arctany = 222, Percid y(z) = tan(%2?). L’intervallo massimale di

i — (¢ i _1 a2 -1 0 & (. /T T
esistenza contenente z = 0 ¢ determinato da —3m < 2* < 57, ovvero lintervallo & (—/%, \/%).



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C
B 42%4iz=0 |22+224i2=0, 22 —22+iz=0].

[a=5,4,3,2]
Svolgimento: 2* + 22% + iz = 2(2* + 22 +14) = 0 ovvero 2 =0 0 22 + 2z + i = 0:

2242:24i=0 & z=—1+w dove w & una soluzione di w? =1 — i.
Per esempio: w = v/2(cos(7/8) — sin(7/8))).



