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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:
’ log(1 + az?) — (1 + ax)¥™® + 1
1m .
z—0 V1+2x —cosz —x
l[a=2-2,3 =3
Svolgimento. Utilizzando gli sviluppi
t 5 t2 5
\/1+t:1+§—§+1—6+0(t), cost:1—§+o(t), per t — 0,
per il denominatore si trova
r? x? 3
\/1+2x—cosx—x:1+x—§+?—1+?—x+o(:p3):§+o(x3), per x — 0.
Inoltre, dagli sviluppi
t? 2 : 2 t t? 2
log(l—i—t):t—g—i—o(t), sint =t + o(t%), e:1—|—t+§—|—o(t), per t — 0,

si ottiene

log(1 + az®) = ax® + o(z®), per z — 0,

(1 + ax)sinx _ esinzlog(l-}—ax) — eac(ax— “2212)+o(x3)
2,.2 2 2,.2
= 14 a(ax — Zx)—ir%(ax—a; )% + o(z?)

2
= 1+az®— %x?’ +o(2®) per x — 0.

Quindi per il numeratore si trova
2

log(1 + az?) — (1 + az)™* +1 = %x?’ +o(z*) per x — 0.

Di conseguenza

i log(1 +ax?) — (1 +ax)™* +1 _ . <23 4 o(a?) 2 4 pera==+2
z—0 V1+2x —cosx —x z—0 §+o(x3) 9 pera==+3



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

| e2r 4 2
O —
& e +a

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=5,4,3,2]

Soluzione. Indichiamo con f la funzione da studiare. In tutti i casi a > 2 e dunque, in particolare,
I’argomento del logaritmo e sempre positivo. Di conseguenza il dominio della funzione ¢ domf = R. Si

ha f(0) = log <1+a2>. Inoltre

1+a
2x 2
e +a
r)=0& ———=1
f( ) et +a
¢ 2 2
e +a
r) >0 —— > 1.
f@) >0
Ponendo t = e* siamo ricondotti a cercare le soluzioni positive dell’equazione
t?+a>=t+a.

Il discriminante di questa equazione di secondo grado ¢ dato da A = 1—4(a® — a) Ricordando che a > 2
si trova che a? —a = a(a—1) > 2 e quindi che A < —7 < 0. Di conseguenza I’equazione non ha soluzioni
et?+a?>t+aperogniteR Quindi f(z) > 0 per ogni z € R.
Si ha

lim f(z)=loga.

r—r—00
Quindi la retta di equazione y = log a € una asintoto orizzontale di f per x — —oo.
Si ha inoltre

2z 2 2z 2 2z 2
f(z) = log (u) = log <ﬂ e"”) =z + log (ﬂ> =xz+o0(1).

T +a e2r 4 ae® €2 4 ae®
Quindi la retta di equazione y = x € un asintoto obliquo di f per x — 4o00.

Passiamo ora allo studio della derivabilita, degli intervalli di monotonia e degli eventuali estremi locali.
E evidente che la funzione e derivabile in ogni punto del suo dominio. Di conseguenza non ci sono punti
di non derivabilita. La corrispondente funzione derivata

ff"R—R

e data da

() e“+a de*+a®  e"(e*® + 2ae” — a?)

€Tr) = _— — .
e +a?dr e* +a (€2 + a?)(e* + a)
Quindi
fl(r)=0& e* +2ae" —a®> =0

e

f'(z) >0 e e* +2ae” —a®> > 0.

Ponendo ¢t = e* siamo ricondotti a cercare le soluzioni positive dell’equazione

t* +2at —a* = 0.
Le due soluzioni dell’equazione sono a(—1 £ v/2) quindi 1'unica soluzione positiva ¢ a(v/2 — 1). Di
conseguenza

f'(z) =0< z =log <a(\/§ — 1))



f'(z) >0 x> log <a(\/§ — 1))
Quindi
f & strettamente decrescente in (—oo, log <a(\/§ - 1)))

f & strettamente crescente in (log <a(\/§ — 1)) ,+oo> :

log (a(v/2 — 1)) & un punto di minimo globale.
Riportiamo qui sotto il grafico di f per a = 4.




Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:

+00 ez
/ - dzx.
0o x*T2(z + a)?

Calcolarlo per oo = 0.

[a=2,3,4,5]

Soluzione. Si noti che in tutti i casi a > 0 e di conseguenza la funzione integranda ¢ definita e continua
in (0, +00). Se a # 0 si ha

_lo|

1
e = t2a+ 5

O I R R
mir(r]l—&- IQOH_%(CL’ + a)Q t—g-noo eﬂa‘(% —+ a)Q

(a es. per la gerarchia degli infiniti). Quindi la funzione integranda si estende a una funzione continua
in [0, +00). Se a = 0 la funzione integranda ¢

1 1
~ T per x — 07

zi(z+a)?  alxe

e quindi, per il criterio del confronto asintotico, ¢ integrabile in un intorno destro di 0 (perché % < 1).
Quindi, in ogni caso, e sufficiente controllare “I'integrabilita a +o0o 7. Trattandosi di una funzione non
negativa ¢ possibile utilizzare il criterio del confronto asintotico. Si ha
_ el
e = 1

I ~ = per x — +00.
$2a+5($ _|_a)2 l,2a+§

Quindi l'integrale improprio ¢ convergente se e solo se 2a + g > 1 ossia se e solo se a > —%.

Calcoliamo ora l'integrale per aw = 0. Utilizzando la sostituzione ¢ = \/g si trova

+oo 1 2 [t 1
0o xz2(r+a)? az Jo (t2+1)

/ ! dt—/ L dt / r dt = tant / r dt
@+12" " ) 2+l (21 A @+12"

Utilizzando la relazione

Si ha

t° _,td 1
2+ 1)2  2dtt2+1

e integrando per parti si trova

(AP S NS S (N NS S SS PAS
——dt = —= - = ————— + —arcta
(21 1)2 2211 2] 11 2 y1 2o

da cui segue che

+C

/ ! dt L t t—l—l !
— = — arctan —
@+ 12" T 2 T



In conclusione

oo 1 2 [° 1
0 1’5(1‘ + a)2 b=+oo g3 Jo (t + 1)

. 1 b
= bEToo a—% arctan b + 2l

ﬁg per a = 2

B ok pera=3
per a =4

s
16
s

v per a =5




Esercizio 4. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

(23 —alz|)(z* + ala]) = 0.

l[a=2-2,3 —3]
Soluzione. Si ha
(2° —alz])(z* + ala]) =0 < (2* —alz| = 0) V (z* +ala] = 0).
Distinguiamo i casi con a > 0 da quelli con a < 0.
1.(a > 0) Utilizzando la rappresentazione esponenziale z = |z|e’¥ 'equazione
2 —alz] =0
diventa
|22e% = a2
che ¢ soddisfatta se e solo se z =0 o se
2P =a
62’390 — 62'0
L’equazione e3¢ = ¢® ha come soluzioni ¢'*5", k = 0,1, 2 e quindi le soluzioni di
2 —alz| =0
sono
a . .V3a
v Y Y5
Sempre utilizzando la rappresentazione esponenziale 1’equazione
2t +alal =0
che, per a > 0 coincide con I'equazione
A 4a’=0
diventa
2*e"? +a®> =0

che ¢ soddisfatta se e solo se

. . - kj . . . . .
ossia se e solo se |z| = /a e e =e'ie"2 | k=0,1,2,3 e quindi le soluzioni di

2t +alal =0

I R L
2 2 2 2

Riassumendo, per a > 0, le soluzioni dell’equazione

(2° —alz|)(z* + ala]) = 0.

va  V3a  Ja . fa a . fa
A S B R L
0.va, == +im= /5 £4/5 /5 Ei/3

2.(a < 0) Utilizzando la rappresentazione esponenziale z = |z|e’? 'equazione

SOono

SO010

2 —alz| =0

diventa A
2[%e% = als|



che ¢ soddisfatta se e solo se z =0 o se
2 _
|2|* = |a
ei3<p — 6’iTF
L’equazione e3¢ = ¢™ ha come soluzioni e'3e*™3 , k= 0. 1.2 e quindi le soluzioni di
) ) bl

2 —alz| =0

0, v/, Yol /30l

Sempre utilizzando la rappresentazione esponenziale 1’equazione

2 +ala| =0

sSono

che, per a < 0 coincide con 'equazione
2 —a?=0
diventa
1z|*e™ —a® =0

o)t = a2
ol — il

ossia se e solo se |z| = y/|a] e e =¢e'2 | k =0,1,2,3 e quindi le soluzioni di

che ¢ soddisfatta se e solo se

2 +ala| =0

++/|a|, +iy/|al.

Riassumendo, per a < 0, le soluzioni dell’equazione

(2* —alz|)(z* + ala]) = 0.

SOono

sS0ono

0, \/Fiivz|a|,i\/m, +iy/]a].



Esercizio 5 [5 punti] Determinare, se esistono, tutte le soluzioni dell’equazione differenziale

" % _ e—% +1
a
tali che lim, . y(z) esista finito.

[a=5,4,3,2]
Soluzione. Si tratta di un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti del secondo ordine non
omogenea. Si noti che in tutti i casi si ha a > 0. L’equazione caratteristica ¢
1
M- = =0
a2
che ha come radici j:é. Di conseguenza l'integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ dato da

y(z) = Cree + Che™a, C1,C, €R.

Visto che 0 non ¢ soluzione dell’equazione caratteristica possiamo trovare una soluzione particolare
dell’equazione

)
V- @ !
della forma y;(z) = A e visto che
(@) A
wle) - = =g

si deve porre A = —a? e quindi y;(r) = —a®.

Visto che —é e soluzione dell’equazione caratteristica possiamo trovare una soluzione particolare dell’e-
quazione

" Y =z
— ? =€ a
della forma y,(z) = Bxe = e visto che
" y2(x) B . B . B . B .
T)— "=+ =—2—e o+ —x€ o« — —xe a =—2—e a
v2(@) a? a a? a? a
si deve porre B = —% e quindi ya(7) = —%xe_f. Di conseguenza, per la linearita dell’equazione,
a _=z
ho(@) = 1(@) + 1 (e) = —a® = ZreE
¢ una soluzione particolare dell’equazione
y// . % _ 67% + 1
a

il cui integrale generale ¢ dato quindi da
x x aj xz
y(z) = Crea + Chea —a® — §x6_5, C,Cy e R.
Da qui si vede che se y(z) ¢ una soluzione allora

+oo seC; >0

lim y(z) =4 —00 seC; <0
r—+00

—a® se C, =0.

Segue che le soluzioni con limite finito per z — 400 sono tutte e sole quelle della forma

y(z) = Ce a —a® — ga:e’%, CeR.



