
Figure 1. Illustrazione del metodo della sezione di Poin
ar�e. L'orbita

us
ente dal punto P

0

in una 
erta direzione interse
a su

essivamente

la super�
ie, nella stessa direzione, nei punti P

1

, P

2

e 
os�� via.

Sezione di Poin
ar�e:

Metodo per trasformare un 
usso 
ontinuo di un'equazione di�erenziale

autonoma in R

n

in una mappa � : � 7! �, dove � � R

n

�e una super�
ie

di dimensione n� 1.

� Si 
onsideri una super�
ie � trasversale al 
usso in ogni suo punto e

si �ssi un verso di attraversamento di �. Sia P

0

un punto di �, allora

P

1

= �(P

0

) �e il punto in 
ui l'orbita 
he parte da P

0

reinterse
a � 
on

verso 
on
orde a quello �ssato. Analogamente, si de�nis
e �(P

1

) e �

su ogni punto di �.
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Modello di H�enon e Heiles

H(p; q) =

!

1

2

�

p

2

1

+ q

2

1

�

+

!

2

2

�

p

2

2

+ q

2

2

�

+ q

2

1

q

2

�

1

3

q

3

2

:

� Per pi

oli valori dell'energia kqk � 1, il sistema si 
omporta 
ome la

sua approssimazione quadrati
a (una 
oppia di os
illatori di frequenze

!

1

> 0 e !

2

> 0) 
on una perturbazione 
ostituita dai termini 
ubi
i.

� S
egliamo la super�
ie tridimensionale � individuata dall'equazione

q

1

= 0. Dalle equazioni di Hamilton segue immediatamente 
he se

l'energia E �e positiva, allora � �e trasversa al 
usso.

� Studiamo il 
usso del modello di H�enon e Heiles a valori �ssati

dell'energia (quindi su una super�
ie 3D) 
on le sezioni di Poin
ar�e

relative alla super�
ie �. L'intersezione gia
e quindi sulla super�
ie 2D

individuata dall'equazione:

H(p

1

; p

2

; 0; q

2

) =

!

1

2

p

2

1

+

!

2

2

�

p

2

2

+ q

2

2

�

�

1

3

q

3

2

= E ;

quindi un punto (p

2

; q

2

) delle sezioni di Poin
ar�e individua un'orbita

(poi
h�e q

1

= 0 e p

1

�e dato dall'equazione pre
edente, 
on segno assunto

positivo).

� Dallo studio del potenziale asso
iato al modello di H�enon e Heiles,

ovvero V (q

1

; q

2

) =

!

1

2

q

2

1

+

!

2

2

q

2

2

+ q

2

1

q

2

�

1

3

q

3

2

segue 
he la sezione di

Poin
ar�e del 
usso �e limitata alla regione

!

2

2

(p

2

2

+ q

2

2

)�

1

3

q

3

2

� E ;

pur
h�e E sia minore di un'energia di fuga E

f

= min

�

!

3

1

24

+

!

2

1

!

2

8

;

!

3

2

6

	

.
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Figure 2. S
hema del metodo RK2. Le 
urve rappresentano il moto

vero per un tempo � . L'in
remento x

n+1

� x

n

�e 
al
olato utilizzando

il valore del 
ampo f nel punto indi
ato 
on n+ 1=2 dentro a un 
 .

Integratori numeri
i

Si 
onsideri l'eq. di�erenziale

_x = f(x; t) ;

il metodo pi�u sempli
e (di Eulero) per approssimare numeri
amente un

moto 
on 
ondizione iniziale x(0) = x

0


onsiste nel 
al
olo della su

essione

fx

n

g

0�n�N

tale 
he x

n+1

= x

n

+ �f(x

n

; n� ). L'errore sul singolo passo �e

O(�

2

) e quindi, a un �ssato tempo T = N(� )� , kx(T )� x

N(�)

k = O(� ).

Metodi di Runge{Kutta

I metodi di Runge{Kutta sono un raÆnamento ad ordini superiori di quello

di Eulero. Per esempio, il metodo RK2 ri
hiede la valutazione del 
ampo

vettoriale f a met�a dell'intervallo di integrazione; le formule iterative di 
al-


olo dei punti della su

essione di approssimanti del moto sono le seguenti:

dx

n+

1

2

= 1=2 �f(x

n

; n� ) ; x

n+1

= x

n

+ �f(x

n

+ dx

n+

1

2

; (n+ 1=2)� ) :

Dallo sviluppo in serie della soluzione x(t) in prossimit�a del punto n� si

dedu
e immediatamente 
he l'errore e�ettuato sul singolo passo �e O(�

3

) e

quindi, a un �ssato istante T , kx(T )� x

N(�)

k = O(�

2

).

� Analogamente, il metodo RK4 (molto usato) �e basato su delle formule

iterative 
he ri
hiedono ad ogni passo 4 valutazioni del 
ampo f ed �e

tale 
he l'errore �nale sia O(�

4

).

� Pregio: Il 
omportamento degli integratori di tipo Runge{Kutta �e

buono an
he in 
ondizioni di bassa regolarit�a del 
ampo f .
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� Difetto: Sono integratori piuttosti lenti rispetto a quelli a passo vari-

abile.

� Difetto: I metodi di tipo Runge{Kutta non sono simpletti
i.

Integratori numeri
i simpletti
i

Consideriamo ora un sistema Hamiltoniano autonomo, 
io�e dotato di un

sistema di 
oordinate (p; q) (de�nite su un opportuno insieme detto spazio

delle fasi) e di una Hamiltoniana H = H(p; q) tale 
he le eq. del moto sono

_q

j

= �H=�p

j

_p

j

= ��H=�q

j

8 j = 1; : : : ; n :

Ogni integratore numeri
o de�nis
e (in modo pi�u o meno espli
ito) una

mappa 	

�

dallo spazio delle fasi in se stesso. Un integratore si di
e simplet-

ti
o se (P ;Q) = 	

�

(p; q) �e una trasformazione 
anoni
a univalente. Ri
or-

diamo 
he uno dei 
riteri di 
anoni
it�a �e 
he la trasformazione preservi la

somma delle aree proiettate sui piani (p

j

; q

j

) 8 j = 1; : : : ; n , 
io�e:

n

X

j=1

dP

j

^ dQ

j

=

n

X

j=1

dp

j

^ dq

j

:

� Pregio: gli integratori simpletti
i rispettano tutte le propriet�a essen-

ziali di un sistema Hamiltoniano; 
hi �e interessato a un breve appro-

fondimento 
he ne spiega le ragioni veda il punto seguente.

� Le 
onseguenze di un teorema sugli integratori simpletti
i

Supponiamo 
he l'integratore simpletti
o de�nis
a una mappa 	

�

tale 
he

j	

�

��

�

H

j . O(�

m+1

), dove �

�

H

�e il 
usso indotto da H ; allora esistono una

Hamiltoniana K = H +K

�

, dove jK

�

j . O(�

m+1

), e una 
ostante �

�

> 0

tali 
he

j	

�

� �

�

K

j . O

�

� exp(��

�

=� )

�

:

Ci�o signi�
a 
he an
he per tempi esponenzialmente grandi rispetto a 1=� ,

la di�erenza tra l'integrazione simpletti
a e il 
usso indotto da K �e O(�

m

).

Quali sono le di�erenze tra l'integrazione simpletti
a e il 
usso indotto dalla

Hamiltoniana H del sistema in 
onsiderazione? Se e�ettuiamo il 
onfronto

per tempi . O(�

m

exp(�

�

=� )), le dis
repanze sono sostanzialmente quelle

dovute alla pi

ola perturbazione K

�

. Ci�o impli
a, ad esempio, 
he quando

il moto si svolge su una super�
ie 
ompatta dell'energia H(p; q) = E, ogni


ostante del moto per H , durante l'integrazione numeri
a, subir�a delle os-


illazioni dello stesso ordine di grandezza di K

�

(si veda �gura 5).
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Figure 3. S
hema del metodo leap{frog. Le 
urve rappresentano il

moto vero per un tempo � . I segmenti tratteggiati e 
ontinui indi
ano,

rispettivamente, il 
usso indotto da A e B .

Metodo leap{frog (o del punto 
entrale)

Supponiamo 
he la Hamiltoniana del sistema in studio possa essere s
issa

in due parti 
he siano entrambe integrabili, ad esempio sia H del tipo:

H(p; q) = A(p) +B(q) :

Il metodo leap{frog determina una su

essione �nita f(p

n

; q

n

)g

0�n�N


he

approssima il moto us
ente da (p

0

; q

0

). La formula iterativa �e la seguente:

(p

n+1

; q

n+1

) = �

�=2

B

Æ �

�

A

Æ �

�=2

B

(p

n

; q

n

) ;

dove �

�

A

e �

�=2

B

sono rispettivamente i 
ussi indotti da A dopo un tempo �

e da B al tempo �=2 .

� Il metodo leap{frog �e evidentemente simpletti
o, poi
h�e il 
usso Hamil-

toniano a un tempo �ssato �e una trasformazione 
anoni
a univalente e

la 
omposizione di trasformazioni 
anoni
he �e a sua volta 
anoni
a.

� L'errore e�ettuato dal metodo leap{frog ad ogni singolo passo �e O(�

3

)

e quindi, a un tempo T indipendente da � , �e O(�

2

) (si veda �g. 4).

Dim. (
enno) Si ri
ordi l'espressione del 
usso 
he fa uso della serie di Lie:

8 Hamiltoniana autonoma H se � �e suÆ
ientemente pi

olo allora sussiste

l'uguaglianza exp(�L

H

)f :=

P

1

j=0

1=j! �

j

L

j

H

f = �

�

H

f , dove L

H

f indi
a

la parentesi di Poisson di f 
on H , 8 funzione f de�nita sullo spazio delle

fasi. S
rivendo i primi termini delle espansioni in serie, si veri�
a 
he

exp(�L

A+B

)f = exp(1=2 �L

B

) exp(�L

A

) exp(1=2 �L

B

)f +O(�

3

) :

Poi
h�e 
ias
una delle 
oordinate pu�o sostituire f , la tesi �e provata.
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Figure 4. Studio del massimo errore relativo sull'energia indotto

dalle integrazioni numeri
he in funzione del passo di integrazione � .

La 
ondizione iniziale 
orrisponde a un'orbita 
aoti
a per il modello

di H�enon e Heiles risonante (!

1

= !

2

= 1) 
on valore di E = 1=8 ; per


ias
una delle prime 20 sezioni di Poin
ar�e �e stato e�ettuato il 
on-

fronto tra l'energia data dall'integrazione numeri
a e quella iniziale.

I dati 
orrispondenti ai metodi RK2 e leap{frog sono rispettivamente

indi
ati 
on i simboli 4 e �. Alla �ne del gra�
o, l'errore �e 
res
ente

al de
res
ere di � , 
i�o �e dovuto all'a

umulo degli errori di round-o�.

� Dopo aver espli
itato l'iterazione, l'espressione 
he fornis
e l'N{esimo

punto della su

essione di approssimanti del moto si s
rive 
ome segue:

(p

N

; q

N

) = �

�=2

B

Æ �

�

A

Æ (�

�

B

Æ �

�

A

)

N�1

Æ �

�=2

B

(p

0

; q

0

) ;

dove abbiamo usato l'uguaglianza �

�=2

B

Æ �

�=2

B

= �

�

B

(B �e autonomo!).

Dovrebbe essere ora 
hiara l'origine del nome leap{frog (ovvero il gio
o

della \s
aval
hina"), ad ogni j{esimo passo (e

ettuato il ri
ongiungi-

mento �nale) la quantit�a di tempo totale per 
ui si �e 
al
olato 
usso

di B �e prima (j � 1=2)� e poi (j + 1=2)� e quindi �e alternativamente

maggiore o minore del tempo per 
ui si �e iterato il 
usso di A. Si ri
ordi


he, in generale, �

�

A

Æ �

�

B

= �

�

B

Æ �

�

A

= �

�

A+B

solo se fA ; Bg = 0 .

� La �g. 4 evidenzia 
he entrambi i metodi RK2 e leap{frog sono di ordine

2 (ovvero, a un tempo T indipendente da � , l'errore �e O(�

2

)): si osservi

in parti
olare il 
omportamento \a regime" per 10

�5

� � � 10

�3

.
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Figure 5. Studio del massimo errore relativo sull'energia indotto

dalle integrazioni numeri
he in funzione del numero di sezioni di

Poin
ar�e (ovvero, del tempo totale di integrazione). Il modello, le


ondizioni iniziali e la simbologia sono i medesimi rispetto a quelli gi�a


onsiderati in �g. 4. Sia per il metodo RK2 
he per il leap{frog, il

passo di integrazione s
elto �e � = 10

�4

.

� La �g. 5 mette in evidenza il diverso 
omportamento su tempi lunghi

di un integratore simpletti
o rispetto a uno 
he non lo �e.

Il metodo leap{frog preserva l'energia a meno di un errore 
he �e os-


illante nel tempo (ma quest'ultima informazione non �e riportata in

�gura) e 
he raggiunge abbastanza rapidamente un valore massimo; in

seguito, l'errore massimo non varia an
he per tempi lunghissimi (nu-

meri
amente, 
i�o �e vero �n
h�e non 
omin
ia a manifestarsi l'a

umulo

degli errori di round-o�). Questo 
omportamento talmente buono �e in

a

ordo 
on le 
onsiderazioni teori
he riportate in pre
edenza.

La pre
isione 
on 
ui il metodo RK2 preserva l'energia si deteriora

inesorabilmente 
on lo s
orrere del tempo. Tutti i metodi di integrazione

non simpletti
i, an
he a ordini superiori, manifestano un analogo tipo

di peggioramento delle prestazioni.

� Le migliori 
aratteristi
he degli integratori simpletti
i rispetto agli altri

sono numeri
amente evidenti, an
he quando si studia la 
onservazione

di super�
i invarianti 
he non 
orrispondono all'esistenza di 
ostanti del

moto globali del sistema. I tori KAM (
he verranno dis
ussi in dettaglio

nel prosieguo del 
orso) 
ostituis
ono un esempio di tali super�
i.
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Figure 6. Sezione di Poin
ar�e per il 
aso non risonante (!

1

= 1 e

!

2

= (

p

5 � 1)=2) del modello di H�enon e Heiles 
orrispondente al

valore dell'energia E = 0:030 .

Sezioni di Poin
ar�e del modello di H�enon e Heiles:

visione d'assieme

� Nel 
aso non risonante la zona 
entrale �e 
ostituita da delle 
urve in-

varianti ra

hiuse una dentro l'altra. Inoltre, si possono osservare delle

orbite periodi
he (in �g. 6 ne sono ben visibili al
une, rispettivamente

di periodo 3, 7 e 4), 
on il loro 
orredo di 
urve separatri
i. Per val-

ori dell'energia non troppo vi
ini all'energia di fuga, permangono delle


urve invarianti nelle zone libere tra una 
urva separatri
e relativa a

un'orbita periodi
a e l'altra.
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Figure 7. Sezione di Poin
ar�e per il 
aso non risonante (!

1

= 1 e

!

2

= (

p

5 � 1)=2) del modello di H�enon e Heiles 
orrispondente al

valore dell'energia E = 0:039344 , 
he �e leggermente inferiore a quello

di fuga.

� Al 
res
ere dell'energia, la regione 
entrale 
on 
urve 
hiuse invarianti


on
entri
he permane, ma o

upa un'area 
he in per
entuale �e de
res-


ente. Si possono an
ora osservare delle regioni 
ostituite da moti or-

dinati attorno a delle orbite periodi
he (in �g. 7 sono an
ora visibili le

regioni \dominate" dalle orbite di periodo 3, 7 e 4, gi�a presenti in �g. 6).

Al 
res
ere dell'energia, aumenta l'area della super�
ie 
he viene riem-

pita in modo abbastanza uniforme an
he da una sola orbita 
he parte

da un qualsiasi punto iniziale all'interno della super�
ie stessa.
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Figure 8. Sezione di Poin
ar�e per il 
aso risonante (!

1

= !

2

= 1)

del modello di H�enon e Heiles 
orrispondente al valore dell'energia

E = 0:0833333 ' 1=12.

� Nel 
aso risonante, an
he ad energie molto basse, il gra�
o non �e mai


ostituito solo da 
urve invarianti ra

hiuse l'una dentro l'altra.

� Si ri
ordi 
he il modello di H�enon e Heiles �e un sistema reversibile,

poi
h�e esso �e autonomo e pari nei momenti; 
io�e, se (p(t); q(t)) �e una

soluzione, allora lo �e an
he la sua ri
essa temporale (~p(t); ~q(t)) data da:

~p(t) = �p(�t) e ~q(t) = q(�t).
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Figure 9. Sezione di Poin
ar�e per il modello di H�enon e Heiles nella

stessa situazione di �g. 8. Le 
ondizioni iniziali delle 8 orbite sono ev-

idenziate da uno 0 
ir
ondato da un simbolo
. Le 
ondizioni iniziali

sono le stesse di �g. 8, ma ora la sezione di Poin
ar�e �e stata tra

iata

solo per valori positivi del momento p

1

, mentre in �g. 8 sono state


onsiderate an
he le sezioni a momento negativo.

� Il 
onfronto delle �g. 8 e 9 evidenzia 
he 
ias
una delle orbite invarianti

topologi
amante 
oniugate a un 
er
hio ha una sua 
urva 
orrispon-

dente per inversione temporale, 
he �e in una regione 
ompletamente

diversa del gra�
o. Inoltre, si osservi 
he la 
urva separatri
e si sovrap-

pone a se stessa e delimita le regioni in 
ui abbiamo diversi insiemi di


urve invarianti ra

hiuse l'una dentro l'altra.
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Figure 10. Sezione di Poin
ar�e per il 
aso risonante (!

1

= !

2

= 1)

del modello di H�enon e Heiles 
orrispondente al valore dell'energia

E = 1=8.

� An
he nel 
aso risonante, ovviamente, al 
res
ere dell'energia aumenta

la super�
ie o

upata dalle separatri
i di orbite periodi
he, 
he sono

riempite in modo uniforme e 
asuale da una sola orbita. Ri
ordando

una famosa des
rizione dovuta ad H�enon, si osserva 
he persistono delle

isole di moti ordinati in un mare di orbite 
aoti
he.
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Figure 11. Sezione di Poin
ar�e per il modello di H�enon e Heiles nella

stessa situazione di �g. 10. Le 
ondizioni iniziali delle 6 orbite sono

evidenziate da uno 0 
ir
ondato da un simbolo
. Inoltre, �e spe
i�
ato

il numero progressivo (sempre all'interno di un 
) di tra

iamento

della sezione di Poin
ar�e relativa all'orbita periodi
a di periodo 5.

Sono tra

iati 1500 sezioni dell'orbita 
aoti
a.

Sezioni di Poin
ar�e del modello di H�enon e Heiles:

al
uni dettagli

� Le 
urve 
hiuse attorno a un'orbita periodi
a (
he sono dette di li-

brazione) vengono des
ritte dai punti di sezione di una sola orbita.

Questi punti saltano da una 
urva 
hiusa all'altra, seguendo la stessa

legge temporale dell'orbita periodi
a.
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Figure 12. Sezione di Poin
ar�e per il modello di H�enon e Heiles nella

stessa situazione e 
on le stesse 
ondizioni iniziali di �g. 11. In questo

gra�
o sono tra

iati 10000 sezioni dell'orbita 
aoti
a.

� Le orbite 
aoti
he possono stazionare per lungo tempo nei pressi di una

parti
olare orbita periodi
a. In seguito, \dopo aver trovato il passag-

gio" verso un'altra regione del gra�
o possono riempire 
ompletamente

questa se
onda zona, prima di trovarne un'eventuale terza e 
os�� via.



15

RIFERIMENTI BIBLIOGRAFICI

[1℄ Cap. VI delle \Dispense di Me

ani
a Celeste" di A. Giorgilli.

[2℄ \Numeri
al Re
ipes in C" di AA. VV., Cambridge University Press,

paragra� 16.0 e 16.1 (per quanto riguarda i metodi di integrazione

numeri
a Runge{Kutta).

[3℄ Benettin, G. e Giorgilli, A.: \On the Hamiltonian Interpolation of Near{

to{the{Identity Symple
ti
 Mappings with Appli
ation to Symple
ti


Integration Algorithms", Journal of Statisti
al Physi
s, vol. 74, N. 5/6,

1117{1143 (1994) (per quanto riguarda una dis
ussione delle propriet�a

degli integratori simpletti
i; in parti
olare, si 
onsiglia la lettura del

primo e dell'ultimo paragrafo).


