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Un sistema meccanico & costituito da due punti materiali (individuati rispet-
tivamente dalle lettere (Q e P) e da un anello, i quali si muovono rispetto ad
un riferimento inerziale Oxyz, con asse delle z verticale. L’anello ¢ perfetta-
mente rigido, di spessore infinitesimo, di massa M , di raggio R e di densita di
massa omogenea al suo interno; esso ha il suo centro costantemente sovrap-
posto all’origine O ed e libero di ruotare solo in modo tale che il suo asse di
rotazione coincide con la retta delle z. Denotiamo con la lettera II il piano
(mobile nel tempo) cui appartiene I'anello; sia O&z il riferimento cartesiano
che e solidale con II e ha, ovviamente, l'origine in O e I’asse delle ordinate
in verticale. Il punto () ha massa m ed e vincolato in modo tale che si puo
muovere solo sull’anello (in altri termini, Q@ € IT e OQ = R). Il punto P ha
massa [ e, anch’esso, giace in 11, poiché ¢ vincolato a muoversi sull’asse delle
ascisse ¢ del riferimento cartesiano O£z, che e solidale al piano II stesso. Una
molla ideale, di costante elastica k£ e lunghezza a riposo nulla, collega @) a
P . Si supponga che i vincoli siano ideali e siano realizzati in modo tale che
il punto P puo attraversale ’anello e il punto () senza scontrarsi con questi
ultimi; si risponda alle domande seguenti.

(IA) Si scriva la lagrangiana del sistema meccanico sopra descritto.

(1B) Si scrivano le equazioni di Lagrange limitatamente al caso in cui la ve-
locita angolare ¢ = 2, laddove €2 e costante e ¢ € I’angolo che ha vertice
nell’origine O ed e formato dalle semirette con valori positivi delle ascisse
x e & (cioé ¢ & un angolo che individua la giacitura di IT rispetto al piano
verticale Oxz).

(2A) Sempre per quanto riguarda il caso in cui & imposto anche 1'ulteriore vin-
colo descritto dall’equazione ¢ = (), si determinino tutte le configurazioni
di equilibrio, tali per cui il sistema € in quiete rispetto al riferimento
cartesiano O&z che é solidale al piano 11.

(2B) Si studi la stabilita (rispetto al piano II) delle soluzioni di equilibrio
determinate al punto (2A), limitatamente al sotto-caso in cui i valori dei
parametri sono fissati come segue: M =m=pu=Q=R=1,k=2c¢
g=>5/2.

(3A) Si riconsideri il sistema meccanico in tutta la sua generalita, cioe cosi
come ¢ stato descritto all’inizio del testo fino al punto (1A), escludendo



(3B)

il vincolo aggiuntivo e senza assumere che i valori parametri siano fissati
in qualche modo.

Si determinino gli integrali primi del sistema.

Si supponga che il sistema meccanico sia soggetto a un ulteriore vincolo
di modo che 'ascissa (nel piano IT) del punto P sia costantemente tale
che &£ = —R. Si considerino delle condizioni iniziali, tali che al tempo
t = 0 le coordinate del punto @ sono (£(0), z(0)) = (R/2, —RV3/2) e
la sua velocita ¢ puramente orizzontale e uguale a R|v| in norma.
Limitatamente al caso in cui m = 2M e u = M /2, si determinino i valori
della velocita angolare v tali per cui ’angolo 9 (formato dal segmento di
vertici O e ) con il semiasse verticale del riferimento Ozyz che & costituito
da valori negativi delle z) oscilla tra 7/6 e 7/3, durante il moto che fa
seguito alle suddette condizioni iniziali.



