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LE EQUAZIONI DI LAGRANGE E DI HAMILTON

3.1 Introduzione

Vi sono due problemi 
he 
ondu
ono spontaneamente al formalismo lagrangiano e

a quello hamiltoniano nell'ambito delle equazioni di Newton: il problema dell'espressio-

ne delle equazioni in un sistema di 
oordinate arbitrario, e il problema dell'eliminazione

delle reazioni vin
olari nei sistemi vin
olati. Entrambi tali problemi si pongono gi�a

per sistemi 
ostituiti da un solo punto materiale, e pertanto li illustreremo qui in tale


aso, rinviando ai prossimi paragra� la trattazione generale.

3.1.1 Il punto materiale in 
oordinate arbitrarie.

Vediamo il primo problema. L'equazione di Newton per un punto P di massa m

soggetto a forza F = F(P;v; t) in un sistema di riferimento inerziale,

ma = F ; (3:1)

�e un'equazione vettoriale, 
ui 
orrisponde un sistema di tre equazioni s
alari. Cos��, se

x; y; z sono le 
oordinate 
artesiane ortogonali di P in un sistema di riferimento �sso,

e F

x

; F

y

; F

z

le 
orrispondenti 
omponenti di F, la (3.1) �e equivalente al sistema

m�x = F

x

; m�y = F

y

; m�z = F

z

: (3:2)

Spesso �e per�o 
onveniente riferirsi ad altri sistemi di 
oordinate, tipi
amente quelle

polari o 
ilindri
he, se ad esempio il 
ampo di forze �e rispettivamente a simmetria

sferi
a o a simmetria 
ilindri
a. In tali 
asi, 
ome si veri�
a direttamente in maniera

elementare, le equazioni s
alari non hanno la sempli
e forma, o struttura, (3.2), ma

una forma pi�u 
ompli
ata. Ad esempio, per un punto in un piano, usando 
oordinate

polari (r; ') abbiamo visto 
he si hanno le equazioni

m(�r � r _'

2

) = F

r

; m(r �'+ 2 _r _') = F

'

; (3:3)



3.2

se F

r

, F

'

sono le 
omponenti di F sui versori e

r

, e

'

tangenti alle linee 
oordinate.

1)

Cos�� per un punto P nello spazio lR

3


i si pone il problema di quale forma abbiano le

equazioni di Newton in un sistema di 
oordinate qualsiasi.

Ri
ordiamo 
he un 
ambiamento di 
oordinate dalle 
onsuete 
oordinate 
arte-

siane x; y; z a un generi
o sistema q

1

; q

2

; q

3

�e de�nito lo
almente (
io�e per q

1

; q

2

; q

3

in

un aperto U � lR

3

) da tre funzioni regolari

x = x(q

1

; q

2

; q

3

) ; y = y(q

1

; q

2

; q

3

) ; z = z(q

1

; q

2

; q

3

) ; (3:4)

o 
on notazione pi�u 
ompatta

P = P (q

1

; q

2

; q

3

) ; (3:5)

per le quali la matri
e ja
obiana

�(x;y;z)

�(q

1

;q

2

;q

3

)

abbia, in U , determinante non nullo (o

equivalentemente abbia rango, o 
aratteristi
a, 3). Come �e ben noto, 
i�o signi�
a 
he

i tre vettori

�P

�q

h

=

�x

�q

h

i+

�y

�q

h

j+

�z

�q

h

k ; h = 1; 2; 3 ;


he 
ostituis
ono le 
olonne della matri
e 
onsiderata, sono linearmente indipendenti,

ovvero una base in lR

3

; in parti
olare 
i�o impli
a l'invertibilit�a lo
ale del 
ambiamento

di 
oordinate. Si 
hiamano linee 
oordinate quelle 
urve de�nite dalle (3.4) quando

si las
ia variare una sola delle 
oordinate q

h

; 
ias
uno dei vettori

�P

�q

h

risulta essere

tangente alla 
orrispondente linea 
oordinata.

Abbiamo ora il problema di dedurre dall'equazione vettoriale di Newton tre

equazioni s
alari per le in
ognite q

h

(t), h = 1; 2; 3. E' evidente allora 
he la via

pi�u spontanea per ottenere queste equazioni �e di proiettare l'equazione di Newton,

punto per punto, sulle tre direzioni tangenti alle linee 
oordinate, s
rivendo

(ma� F) �

�P

�q

h

= 0 ; h = 1; 2; 3 : (3:6)

Mostreremo nel prossimo paragrafo 
he, 
omunque si siano s
elte le 
oordinate, tali

equazioni hanno sempre la medesima forma, quella delle equazioni di Lagrange. Pre-


isamente (limitandosi al 
aso signi�
ativo di forza attiva posizionale derivante da

energia potenziale, F = � gradV ), si de�nis
e la funzione L = T � V (di�erenza di

energia 
ineti
a ed energia potenziale), detta funzione di Lagrange o lagrangiana, 
he

deve pensarsi espressa 
ome funzione delle 
oordinate q = (q

1

; q

2

; q

3

) e delle velo
it�a

generalizzate
_
q = ( _q

1

; _q

2

; _q

3

), L = L(q;
_
q), e allora si dimostra 
he le equazioni (3.6)

1)

Cio�e le linee in 
ui varia una sola delle 
oordinate.
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hanno la forma (Lagrange, 
ir
a 1780)

2)

d

dt

�L

� _q

h

=

�L

�q

h

; h = 1; : : : ; n ; (3:7)


on n = 3.

� Osservazione. E' immediato veri�
are 
he in 
oordinate 
artesiane le equazioni

di Newton (3.2) possono s
riversi an
he nella forma di Lagrange. Infatti, in tal


aso �e

L =

1

2

m( _x

2

+ _y

2

+ _z

2

)� V (x; y; z) ;


os�� si ha ad esempio

�L

� _x

= m _x, e dunque

d

dt

�L

� _x

= m�x, mentre d'altra parte �e

�L

�x

= �

�V

�x

= F

x

.

� Eser
izio 3.1: S
rivere la lagrangiana e le equazioni di Lagrange per un punto in un

piano, riferito a 
oordinate polari, soggetto a energia potenziale V = V (r); 
onfrontare

il risultato 
on le equazioni (3.3).

Risposta:

L(r; '; _r; _') =

1

2

m( _r

2

+ r

2

_'

2

)� V (r) ;

m�r = mr _'

2

� V

0

(r) ;

d

dt

(r

2

_') = 0 :

� Eser
izio 3.2: Si 
onsiderino le 
oordinate polari sferi
he (q

1

; q

2

; q

3

) = (�; #; '), de�-

nite da

x = � sin# 
os' ; y = � sin# sin' ; z = � 
os# : (3:8)

Si s
rivano i tre vettori tangenti alle linee 
oordinate,

�P

��

,

�P

�#

,

�P

�'

, e quindi la matri
e

ja
obiana

�(x;y;z)

�(�;#;')

; si veri�
hi 
he essa ha rango 3, ovunque tranne 
he sull'asse polare

(asse z). Si studi allo stesso modo il passaggio alle 
oordinate 
ilindri
he r; '; z.

3.1.2 Il punto materiale vin
olato.

Veniamo ora al se
ondo problema, delle equazioni di moto per un punto vin
o-

lato. Comin
iamo 
on l'aspetto 
inemati
o del problema, nel 
aso di un punto su

una assegnata super�
ie Q (variet�a vin
olare, o spazio delle 
on�gurazioni). Ri
ordiamo


he una super�
ie Q pu�o essere de�nita in forma impli
ita, 
io�e tramite un'equazione

F (x; y; z) = 0, 
on F regolare e tale 
he gradF non si annulli su Q, oppure in forma

2)

In altri termini, pu�o dunque dirsi 
he il formalismo di Lagrange fornis
e una te
ni
a per

il 
al
olo delle 
omponenti dell'a

elerazione e della forza, in un sistema arbitrario di


oordinate (per tale motivo la 
ollo
azione pi�u naturale dell'esposizione delle equazioni di

Lagrange sarebbe forse quella del 
osiddetto 
al
olo tensoriale). Si osservi in parti
olare


he �e suÆ
iente nelle nuove 
oordinate fare il 
al
olo dell'energia 
ineti
a, 
he 
oinvolge

solo derivate prime, mentre il 
al
olo pi�u 
ompli
ato per le derivate se
onde �e in qual
he

modo automati
o.
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parametri
a. Come �e noto dall'analisi, per ogni super�
ie de�nita in modo impli
-

ito �e possibile dare lo
almente una rappresentazione parametri
a (mediante funzioni

regolari), nella forma

x = x(q

1

; q

2

) ; y = y(q

1

; q

2

) ; z = z(q

1

; q

2

) ; (3:9)

o 
on notazione 
ompatta

P = P (q

1

; q

2

) ; (3:10)

dove (q

1

; q

2

) 2 U � lR

2

, 
on U aperto.

3)

In parti
olare, la super�
ie ammette in

ogni punto piano tangente, e la matri
e ja
obiana

�(x;y;z)

�(q

1

;q

2

)

ha rango 2; 
i�o signi�
a


he la 
oppia di vettori

�P

�q

h

, h = 1; 2, �e, in ogni punto P 2 Q, una base per il piano

tangente alla super�
ie Q in P (denotato 
on T

P

Q). Dunque ogni vettore tangente

si pu�o rappresentare 
ome 
ombinazione lineare di tali due vettori. Per i vettori

tangenti 
i atterremo alla notazione tradizionale ÆP , denotando 
orrispondentemente

le 
omponenti 
on Æq

h

, h = 1; 2, ovvero s
riveremo

ÆP =

n

X

h=1

�P

�q

h

Æq

h

; (3:11)


on n = 2; il vettore ÆP 2 T

P

Q viene tradizionalmente detto spostamento virtuale.

4)

Le 
oordinate lo
ali q

1

, q

2

sono dette 
oordinate libere, o gaussiane; le 
urve sulla

super�
ie ottenute fa
endo variare solo q

1

o solo q

2

sono dette linee 
oordinate, e sono

in ogni punto tangenti rispettivamente ai vettori

�P

�q

1

,

�P

�q

2

.

� Esempio. Si 
onsideri il pendolo sferi
o, ovvero un punto materiale soggetto al vin
olo

F (x; y; z) = 0, 
on F = x

2

+ y

2

+ z

2

� R

2

; la 
ondizione gradF 6= 0 sulla sfera F = 0

�e soddisfatta. Nella semisfera superiore (o inferiore) si possono usare q

1

= x e q

2

= y


ome 
oordinate libere; le equazioni parametri
he 
orrispondentemente sono

x = q

1

; y = q

2

; z =

p

R

2

� q

2

1

� q

2

2

; (3:12)

e la matri
e ja
obiana

�(x;y;z)

�(q

1

;q

2

)

ha rango 2 per z > 0. Sull'equatore (z = 0) tale s
elta

delle 
oordinate libere non �e pi�u le
ita, per
h�e viene meno la di�erenziabilit�a delle (3.12).

Una diversa s
elta, generalmente preferita, delle 
oordinate libere, �e data dagli angoli

q

1

= # e q

2

= ' delle 
oordinate sferi
he. In questo 
aso le equazioni parametri
he si

s
rivono

x = R sin q

1


os q

2

; y = R sin q

1

sin q

2

; z = R 
os q

1

3)

Una rappresentazione possibile (ben
h�e non sempre 
onveniente) si ottiene dal teorema

della funzione impli
ita: se ad esempio in un punto si ha

�F

�z

6= 0, allora la super�
ie si

pu�o des
rivere lo
almente 
ome il gra�
o di una funzione z = f(x; y), 
on una opportuna

f ; in tal 
aso le (3.9) sono date da x = q

1

, y = q

2

, z = f(q

1

; q

2

).

4)

Un modo signi�
ativo di rileggere la (3.11) �e quello di riguardarla 
ome l'appli
azione

tangente (o derivata) dP alla appli
azione P : U ! Q � lR

3

de�nita dalla (3.10); dP �e

una appli
azione lineare da T

q

U a T

P (q)

Q, 
he manda il vettore Æq di 
omponenti Æq

1

,

Æq

2

nel vettore ÆP , ed �e rappresentata in 
oordinate dalla matri
e

�(x;y;z)

�(q

1

;q

2

)

.
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(si tratta evidentemente delle (3.8), 
on � = R). si veri�
a fa
ilmente 
he la 
ondizione

sul rango �e soddisfatta ovunque, tranne 
he sui poli (q

1

= 0; �).

Consideriamo in�ne il 
aso di un punto vin
olato a muoversi su una assegnata 
urva Q.

Questa pu�o essere de�nita impli
itamente tramite una 
oppia di equazioni F (x; y; z) =

0, G(x; y; z) = 0, 
on funzioni F , G indipendenti, pre
isamente tali 
he, su Q, la

matri
e ja
obiana

�(F;G)

�(x;y;z)

abbia rango 2 (o equivalentemente, 
he i vettori gradF ,

gradG siano linearmente indipendenti).

5)

In tal 
aso la posizione del punto P sulla


urva �e individuata da una sola 
oordinata libera, di
iamo q

1

, e si ha per la 
urva la

rappresentazione parametri
a x = x(q

1

), y = y(q

1

), z = z(q

1

), ovvero P = P (q

1

), 
on

la propriet�a

�P

�q

1

6= 0.

Si vede allora 
he, da un punto di vista 
inemati
o, i due 
asi ora 
onsiderati di

punto vin
olato a una 
urva o a una super�
ie si presentano in modo formalmente

analogo a quello del punto non vin
olato, des
ritto in 
oordinate arbitrarie: in ogni


aso la posizione del punto P si esprime lo
almente (
io�e in un aperto U � lR

n

) nella

forma parametri
a

P = P (q

1

; : : : ; q

n

) ; (3:13)

mediante tre funzioni regolari, essendo rispettivamente n = 1, n = 2 o n = 3; inoltre, i

vettori

�P

�q

h

, h = 1; : : : ; n, tangenti alle linee 
oordinate, sono linearmente indipendenti.

Si di
e 
he n �e il numero dei gradi di libert�a, e 
he le q

h

sono delle 
oordinate libere. Nel

dis
utere il problema del moto per un punto vin
olato, dal punto di vista analiti
o 
i

atterremo alla des
rizione del vin
olo in forma parametri
a, ovvero 
on equazioni del

tipo (3.13), 
on le 
oordinate libere in un 
erto aperto U � lR

n

. In altri termini, 
i

o

uperemo di s
rivere le equazioni del moto lo
almente. Otterremo 
os�� quelle 
he si


hiamano le equazioni di Lagrange nella se
onda forma.

6)

Venendo ora al problema della dinami
a per un punto vin
olato, si deve anzitutto

tener presente 
he il vin
olo deve pensarsi realizzato �si
amente mediante una forza

(detta reazione vin
olare) 
he non �e nota a priori. Infatti, 
onsideriamo ad esempio

il problema di un punto di massa m appoggiato ad un pavimento orizzontale. Gi�a

sappiamo 
he sul punto si eser
ita la forza peso F = �mgk. Se dunque osserviamo


he esso non si muove, e ammettiamo 
he valga l'equazione di Newton ma = R (dove

R �e il risultante | 
io�e la somma vettoriale | delle forze agenti sul punto), allora da

a = 0 segue R = 0. Quindi non potr�a essere R = F, ma sar�a inve
eR = F+� 
on una

opportuna �, pre
isamente � = �F: il pavimento reagis
e alla solle
itazione del peso

eser
itando sul punto una forza (reazione vin
olare) �, 
he bilan
ia esattamente la

forza peso. In parti
olare, dunque, la reazione vin
olare \si adatta" alla solle
itazione,

5)

In parti
olare, 
i�o 
omporta 
he le due super�
i F = 0, G = 0 sono separatamente ben

de�nite, e inoltre 
he esse si interse
ano trasversalmente.

6)

Considerando ad esempio il 
aso della super�
ie, si potrebbe an
he dare una trattazione

analiti
a esprimendo il vin
olo nella forma globale F = 0. Si giungerebbe in tal modo

alle 
osiddette equazioni di Lagrange nella prima forma, di uso non frequente.
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e non �e nota a priori; anzi, in generale essa dipende an
he dalla velo
it�a del punto.

7)

Ci�o risulta evidente, ad esempio, nel 
aso sempli
e di un punto in moto uniforme su

una 
ir
onferenza orizzontale: �e noto 
he in questo 
aso l'a

elerazione �e puramente

radiale (a

'

= 0), e 
he si ha a

r

= �r _'

2

; dunque, da ma = F +� (
on F = �mgk),

segue

8)

� = �m _'

2

re

r

� F.

In generale dunque, per un punto vin
olato s
riveremo l'equazione di Newton

nella forma

ma = F+� ; (3:14)

dove si intende 
he F denota la \forza attiva", ovvero la parte della forza risultante R


he �e indipendente dal vin
olo e viene 
onsiderata nota a priori (ad esempio, la forza

peso), mentre � denota la parte di R 
he tradu
e la reazione della struttura realiz-

zante il vin
olo, e deve essere 
onsiderata 
ome una ulteriore in
ognita del problema.

Si tratta allora di fornire delle ulteriori relazioni, 
he permettano di determinare i

due elementi in
ogniti, il movimento P (t) e la reazione vin
olare �(t) 
he ad esso si

a

ompagna.

Il metodo lagrangiano si appli
a al 
aso in 
ui i vin
oli siano, 
ome si di
e, ideali

o perfetti, e permette di determinare equazioni per il movimento P = P (t), nelle

quali non 
ompare espli
itamente la reazione vin
olare �. Una volta determinato il

movimento P (t), e di 
onseguenza l'a

elerazione a(t) =

d

2

dt

2

P (t), la reazione vin
olare,

se ri
hiesta, si determina mediante la relazione � = ma� F.

Una de�nizione generale di vin
olo ideale sar�a introdotta in un prossimo paragrafo.

Nel 
aso sempli
e qui 
onsiderato di un punto materiale vin
olato a una super�
ie o

a una 
urva assegnata, il vin
olo viene detto ideale se la super�
ie o la 
urva sono

lis
e, 
io�e se la reazione vin
olare nel punto P �e sempre esattamente perpendi
olare

alla super�
ie o alla 
urva in P . Ri
ordando 
he denotiamo 
on ÆP uno \spostamento

virtuale", ovvero un generi
o vettore tangente a Q in P , ÆP =

P

h

�P

�q

h

Æq

h


on Æq

h

arbitrari, la 
ondizione suddetta si esprime analiti
amente nella forma

� � ÆP = 0 ; (3:15)

7)

Il fatto 
he la reazione vin
olare non sia puramente posizionale, ma dipenda in generale

dal movimento (tipi
amente, 
ome nell'esempio 
he segue, dal quadrato della velo
it�a),

pone dei problemi non banali, se si vuole 
ostruire un modello �si
o di vin
olo, ovvero

di dispositivo 
he non per magia, ma obbedendo alle leggi della me

ani
a, sia in grado

di fornire di volta in volta la reazione vin
olare ne
essaria a rendere il moto 
onforme al

vin
olo. Per un'introduzione a questo problema (piuttosto tras
urato nella letteratura:

non se ne trova tra

ia nei testi 
lassi
i), si veda V.I. Arnold Metodi matemati
i della

me

ani
a 
lassi
a, Editori Riuniti (Roma) e G. Gallavotti, Me

ani
a Elementare, Bor-

inghieri (Torino, 1980). L'idea di fondo, pur non fa
ile da 
on
iliare 
on la ne
essit�a di

forze dipendenti dalla velo
it�a, �e tuttavia quella intuitiva, 
io�e 
he il vin
olo sia realiz-

zato da dispositivi dotati di elevata rigidit�a (moduli elasti
i grandi, al limite in�niti), in

grado di reagire 
on forze arbitrariamente grandi alle deformazioni.

8)

Questo modo di 
al
olare una forza { qui la reazione vin
olare � { attraverso l'equazione

di Newton, 
onos
endo il movimento, �e 
on
ettualmente simile a quello 
he si segue nel

problema inverso (Capitolo 2) per determinare la legge di forza, noti i movimenti.
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per tutti gli spostamenti virtuali ÆP , o equivalentemente mediante le n 
ondizioni

� �

�P

�q

h

= 0 ; h = 1; : : : ; n : (3:16)

� Osservazione. La 
ondizione (3.15) si pu�o esprimere di
endo 
he la reazione

vin
olare � 
ompie lavoro nullo per tutti gli spostamenti virtuali ÆP . Come ve-

dremo, proprio in questa forma la 
ondizione di idealit�a pu�o essere pi�u fa
ilmente

generalizzata al 
aso di pi�u punti materiali, in parti
olare a 
asi 
he sfuggono alla

nozione intuitiva di super�
ie lis
ia (
ome il 
aso di puro rotolamento per una

ruota su una guida perfettamente s
abra).

Proprio la 
ondizione (3.16) di idealit�a del vin
olo permette di ottenere n equazioni

pure (equazioni 
io�e in 
ui �e stata eliminata la reazione vin
olare): infatti dalla (3.14),

s
ritta nella forma ma� F = �, si ha

(ma� F) �

�P

�q

h

= 0 ; h = 1; : : : ; n ; (3:17)


on n = 1 per il punto sulla 
urva, n = 2 per il punto sulla super�
ie. Per 
onfronto


on la (3.6), 
he 
oin
ide formalmente 
on la (3.17) pur di porre n = 3, si vede 
os��


he an
he per la dinami
a (e non solo per la 
inemati
a) il 
aso del punto vin
olato

a una linea lis
ia o a una super�
ie lis
ia �e analogo a quello del punto non vin
olato

des
ritto in 
oordinate arbitrarie, essendo diverso soltanto in ogni 
aso il numero dei

gradi di libert�a n.

Mostreremo nel prossimo paragrafo 
he an
he nel 
aso dei sistemi vin
olati, e

dunque per ogni n, le equazioni (3.17) hanno la forma delle equazioni di Lagrange

(3.7).

� Eser
izio 3.3: Si s
rivano la lagrangiana e le equazioni di Lagrange per il pendolo

sempli
e, prendendo 
ome 
oordinata libera il 
onsueto angolo #, 
ontato a partire dalla

verti
ale dis
endente.

Risposta: L(#;

_

#) =

1

2

ml

2

_

#

2

+mgl 
os#;

�

#+ !

2

sin# = 0, 
on !

2

= g=l.

3.1.3 Una generalizzazione.

Le 
onsiderazioni svolte sopra per il moto di un punto si estendono a due altri

problemi interessanti. Il primo �e il problema dei vin
oli mobili; esempi tipi
i sono un

punto vin
olato a un'asta 
he ruota uniformemente in un piano orizzontale, o un pen-

dolo matemati
o vin
olato a un piano verti
ale 
he ruota uniformemente attorno a un

asse verti
ale passante per il 
entro del pendolo. Il se
ondo, an
or pi�u signi�
ativo,

�e il problema del moto relativo: determinare le equazioni 
ui soddisfano le 
oordinate

q

1

; q

2

; q

3

di un punto rispetto a un sistema di riferimento mobile.

9)

Nella trattazione el-

ementare data nel 
apitolo sulla me

ani
a newtoniana, si �e mostrato 
ome il problema

9)

Ad esempio, si introdu
ono le 
oordinate 
artesiane ortogonali q

1

, q

2

, q

3

rispetto a un

sistema ruotante uniformemente 
on velo
it�a angolare ! attorno all'asse �sso k. In tal


aso si ha x = q

1


os!t � q

2

sin!t; y = q

1

sin!t + q

2


os!t; z = q

3

, se x, y, z sono le
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si ri
ondu
a alla determinazione delle \forze apparenti", 
he possono essere 
al
olate

in termini del moto 
onos
iuto della terna mobile. Inve
e il metodo lagrangiano �e

alquanto pi�u sempli
e, per
h�e non ri
hiede di 
al
olare le forze apparenti. In e�etti,

risulta 
he, dal punto di vista 
inemati
o, sia il 
aso di vin
oli mobili sia quello dei

moti relativi si distinguono da quelli sopra 
onsiderati solo per la 
ir
ostanza 
he la

relazione 
inemati
a 
he esprime la posizione del punto in termini delle 
oordinate

libere dipende espli
itamente dal tempo, 
io�e �e del tipo

P = P (q

1

; : : : ; q

n

; t) (3:18)

anzi
h�e del tipo (3.13). D'altra parte, an
he la nozione di vin
olo ideale si trasporta

senza variazioni al 
aso di vin
olo mobile, si

h�e, 
ome vedremo, la deduzione delle

equazione di Lagrange si pu�o fare in modo unitario, trattando il 
aso di vin
olo mo-

bile, o di 
ambiamento di 
oordinate dipendente dal tempo, assieme al 
aso senza

dipendenza espli
ita da t.

In questo 
apitolo daremo una dimostrazione delle equazioni di Lagrange per un

sistema di un numero qualsiasi di punti vin
olati, seguendo la linea indi
ata qui sopra.

Tale trattazione 
omprende an
he il problema del 
ambiamento di variabili, 
he si

presenta 
ome il 
aso parti
olare in 
ui sono nulle le reazioni vin
olari.

10)

Mostreremo

poi l'equivalenza delle equazioni di Lagrange e delle equazioni di Hamilton. Dis
uter-

emo inoltre delle leggi di 
onservazione, e della loro 
onnessione 
on le propriet�a di

simmetria (teorema di Noether), e daremo il 
lassi
o 
riterio per l'esistenza di punti

di equilibrio in sistemi autonomi (prin
ipio dei lavori virtuali) e per la loro stabilit�a.

Con
luderemo in�ne 
on una su

inta trattazione della linearizzazione delle equazioni

di Lagrange attorno ai punti di equilibrio; in parti
olare dis
uteremo brevemente i

modi normali di os
illazione attorno ai punti di equilibrio stabile.

3.2 Sistemi vin
olati di N punti materiali

3.2.1 Vin
oli olonomi e 
oordinate libere

Dopo aver illustrato, nel paragrafo pre
edente, lo s
opo del formalismo la-

grangiano, e aver in parti
olare introdotto la nozione di vin
olo e 
oordinate libere

per un punto materiale, veniamo ora al 
aso generale di un numero qualsiasi di punti

materiali. Consideriamo pertanto un sistema di N punti materiali P

1

; : : : ; P

N

, e per


oordinate 
artesiane ortogonali del punto P in un sistema �sso, 
on la stessa origine

del sistema mobile.

10)

Si potrebbero an
he dedurre le equazioni di Lagrange a partire dai 
osiddetti prin-


ipi variazionali (di Hamilton o di Maupertuis); tale trattazione �e rinviata al prossimo


apitolo.
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prati
it�a introdu
iamo, per le loro 
oordinate 
artesiane, la notazione 
ompatta

w = (w

1

; : : : ; w

3N

) = (x

1

; y

1

; z

1

; : : : ; x

N

; y

N

; z

N

) ;

il vettore w 2 lR

3N

rappresenta dunque la 
on�gurazione del sistema degli N punti.

De�nizione 3.1: Si di
e 
he un sistema di N punti materiali P

1

; : : : ; P

n

�e soggetto a

r vin
oli ol�onomi, 0 < r < 3N , se l'insieme delle 
on�gurazioni w a

essibili soddisfa r

equazioni della forma

F

(s)

(w; t) = 0 ; s = 1; : : : ; r ; (3:19)

ove F

(1)

; : : : ; F

(s)

sono funzioni regolari e indipendenti, pre
isamente tali 
he sia

rango

�

�F

(s)

�w

j

�

= r (3:20)

per ogni 
on�gurazione a

essibile al sistema (ovvero dove la (3.19) �e soddisfatta).

Resta 
os�� de�nita, per ogni tempo t, una variet�aQ di dimensione n = 3N�r, immersa

in lR

3N

; Q �e 
hiamata variet�a vin
olare o spazio delle 
on�gurazioni, mentre n �e detto

numero dei gradi di libert�a del sistema vin
olato.

La 
ondizione (3.20) 
onsente di introdurre, almeno lo
almente, una rappresen-

tazione parametri
a di Q, 
io�e di esprimere le 
oordinate w

1

; : : : ; w

3N

in funzione

di n parametri o 
oordinate libere q

1

; : : : ; q

n

. Infatti, in virt�u del teorema della fun-

zione impli
ita,

11)

si mostra 
he la variet�a vin
olare Q si pu�o sempre rappresentare

lo
almente

12)

nella forma parametri
a

w

j

= w

j

(q

1

; : : : ; q

n

; t) ; j = 1; : : : ; 3N ; (3:21)

ove w

1

: : : ; w

3N

sono funzioni regolari de�nite in aperti di lR

n

, 
on la propriet�a 
he

rango

�

�w

j

�q

h

�

= n : (3:22)

Il signi�
ato della propriet�a (3.22) �e 
he i vettori

�w

�q

h

, tangenti alle linee 
oordinate in

un generi
o punto w 2 Q, sono una base per lo spazio tangente a Q in w (usualmente

denotato T

w

Q). La parametrizzazione lo
ale ovviamente non �e uni
a; in parti
olare,

se q

1

; : : : ; q

n

�e una s
elta possibile per le 
oordinate libere, e si introdu
ono nuove


oordinate ~q

1

; : : : ; ~q

n

, legate alle pre
edenti da una trasformazione regolare e invert-

ibile (di�eomor�smo lo
ale) q

h

= q

h

(~q

1

; : : : ; ~q

n

; t), allora an
he ~q

1

; : : : ; ~q

n

�e una s
elta

possibile per le 
oordinate libere.

13)

11)

In base al teorema della funzione impli
ita, si possono sempre prendere 
ome 
oordinate

libere n opportune delle 
oordinate w

1

; : : : ; w

3N

; tale s
elta tuttavia non �e sempre la pi�u


onveniente.

12)

Pi�u pre
isamente, si pu�o trovare un ri
oprimento di Q 
on aperti, su 
ias
uno dei quali si

d�a una rappresentazione parametri
a della variet�a (detta 
arta); solo in 
asi e

ezionali

si pu�o rappresentare Q 
on un'uni
a 
arta.

13)

L'insieme di tutte le 
arte regolari di Q �e detto atlante.
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Del tutto in generale, faremo riferimento alla seguente

De�nizione 3.2: Si di
e 
he un sistema di N punti materiali 
ostituis
e un sistema

olonomo lo
ale a n gradi di libert�a (n � 3N), se la sua 
on�gurazione w 2 lR

3N

�e espressa

lo
almente nella forma parametri
a (3.21), mediante funzioni w

j

regolari soddisfa
enti la

(3.22).

Nel linguaggio dei punti materiali, la rappresentazione parametri
a (3.21) si esprime

nella forma

P

i

= P

i

(q

1

; : : : ; q

n

; t) ; i = 1; : : : ; N : (3:23) :

Un generi
o vettore tangente alla variet�a vin
olare Q (in una sua 
on�gurazione

istantanea, per un qualunque tempo �ssato) verr�a denotato 
on Æw:

Æw =

n

X

h=1

�w

�q

h

Æq

h

; (3:24)


on Æq

h

arbitrari;

14)


orrispondentemente, per il generi
o punto materiale si ha

ÆP

i

=

n

X

h=1

�P

i

�q

h

Æq

h

; i = 1; : : : ; N ; (3:25)

e ÆP

i

viene detto spostamento virtuale del punto i-esimo.

L'introduzione di r vin
oli olonomi per un sistema di N punti materiali 
ondu
e,

per ogni s
elta della parametrizzazione, a un sistema olonomo. La de�nizione 3.2 �e

tuttavia signi�
ativa an
he per un sistema non vin
olato; 
i�o 
orrisponde formalmente

a r = 0 (
io�e a n = 3N), e in tal 
aso le (3.21) rappresentano sempli
emente un


ambiamento di 
oordinate rispetto a quelle 
artesiane. Vale an
he la pena di osservare


he tale de�nizione ha senso an
he per sistemi 
ostituiti da in�niti punti materiali,


ome i sistemi rigidi 
ontinui, la 
ui 
on�gurazione �e sempre determinabile (si veda il


ap. 2) 
on n � 6 parametri indipendenti.

15)

� Osservazione. E' del tutto evidente 
he se abbiamo un sistema olonomo a n

gradi di libert�a, l'introduzione di ulteriori r

0

vin
oli, 
on r

0

< n, 
ondu
e an
ora

ad un sistema olonomo, a n

0

= n� r

0

gradi di libert�a (ovvero, i vin
oli si possono

introdurre \in momenti su

essivi"). Ci�o 
onsente ad esempio di trattare agevol-

mente l'introduzione di vin
oli in sistemi di 
orpi rigidi (
erniere, 
ondizioni di

puro rotolamento...).

� Esempio. Si 
onsideri un sistema di due punti P

1

e P

2

vin
olati a mantenere distanza

�ssata; il vin
olo si esprime nella forma F = 0, 
on F = (x

2

� x

1

)

2

+ (y

2

� y

1

)

2

+ (z

2

�

14)

Come gi�a si �e a

ennato per il 
aso di un solo punto, la (3.24) si pu�o leggere 
ome

appli
azione tangente (push{forward) all'appli
azione w = w(q; t), per t �ssato.

15)

Si noti 
he la veri�
a della 
ondizione (3.22) ri
hiede in ogni 
aso 
he un minore �nito

n� n abbia determinante non nullo.
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z

1

)

2

�d

2

. Si hanno dunque n = 5 
oordinate libere. Una s
elta possibile �e data dalle tre


oordinate 
artesiane di P

1

, e dai due angoli # e ' delle 
oordinate sferi
he del vettore

(P

2

� P

1

). Una s
elta apparentemente pi�u 
ompli
ata, in realt�a assai pi�u 
onveniente

dal punto di vista delle equazioni di moto 
he ne 
onseguono, �e quella di prendere, al

posto delle 
oordinate 
artesiane di P

1

, le 
oordinate 
artesiane del bari
entro.

3.2.2 Vin
oli anol�onomi; vin
oli unilateri

Per 
ompletezza di informazione, fa

iamo qui 
enno ai 
osiddetti vin
oli

anolonomi, se non altro per spiegare la terminologia sopra introdotta. Consideriamo

il 
aso di un singolo vin
olo, espresso dall'equazione F (w; t) = 0. Di�erenziando si

ottiene la relazione

f

1

(w; t) dw

1

+ � � �+ f

3N

(w; t) dw

3N

+ f

0

(w; t) dt = 0 ; (3:26)

ove si �e posto f

j

=

�F

�w

j

, f

0

=

�F

�t

; in questa forma, l'equazione del vin
olo appare pi-

uttosto 
ome una limitazione agli spostamenti possibili. Questa relazione di�erenziale

�e sostanzialmente equivalente all'equazione �nita (o intera) F = 0, 
he da essa resta

determinata a meno di una 
ostante additiva in F .

Naturalmente, non ogni limitazione agli spostamenti della forma (3.26) d�a lu-

ogo, per integrazione, a una equazione in forma intera: per
h�e 
i�o avvenga (al-

meno lo
almente), devono essere soddisfatte le 
ondizioni di 
hiusura

�f

j

�w

k

=

�f

k

�w

j

,

j; k = 0; : : : ; 3N , eventualmente dopo aver moltipli
ato la (3.26) per un fattore

integrante.

16)

In questo 
aso il vin
olo 
ontinua a 
hiamarsi olonomo;

17)

in e�etti, la

parola \olonomo" signi�
a appunto 
he il vin
olo �e eprimibile 
on una \legge intera"

(da �o�o& = intero, ��o�o& = legge). Vin
oli non interi sono 
hiamati anolonomi.

18)

Un esempio di vin
olo 
he si s
rive spontaneamente in forma di�erenziale, ma 
he

tuttavia risulta olonomo, �e dato dalla 
ondizione di puro rotolamento di un dis
o su

una guida. Consideriamo un dis
o di raggio R appoggiato all'asse x; allora la sua


on�gurazione �e individuata dalla due 
oordinate x, ', dove x �e l'as
issa del 
entro

O del dis
o, 
oin
idente 
on quella del punto C del dis
o istantaneamente a 
ontatto


on la guida, e ' l'angolo tra un pre�ssato raggio solidale 
ol dis
o e la verti
ale

dis
endente, preso ad esempio in senso antiorario. Se per�o si impone il vin
olo di puro

16)

Si deve infatti tener 
onto del fatto 
he la (3.26) �e equivalente a g

1

dw

1

+ � � �+ g

0

dt = 0,

se si pone g

j

(w; t) = �(w; t)f

j

(w; t), i = 0; : : : ; 3N , 
on �(w; t) 6= 0. In e�etti, per
h�e

alla (3.26) 
orrisponda una forma intera �e ne
essario e suÆ
iente 
he esista F le 
ui

derivate parziali siano proporzionali alle f

j


on un fattore � dipendente dal posto e dal

tempo, 
he viene detto fattore integrante.

17)

Si usa talora an
he l'espressione semiolonomo.

18)

L'espressione di�erenziale (3.26) si pu�o ris
rivere usando le velo
it�a, pre
isamente f

1

_w

1

+

� � � + f

3N

_w

3N

+ f

0

, e invita a prendere in 
onsiderazione vin
oli pi�u generali del tipo

F (w;
_
w; t) = 0 (
on F non ne
essariamente lineare in

_
w). Tale generalizzazione non

presenta per�o grande interesse.
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rotolamento (
io�e 
he il punto C del dis
o abbia velo
it�a nulla) si ha la 
ondizione

19)

_x+ R _' = 0, o equivalentemente, in forma di�erenziale, dx+ R d' = 0, ovvero

d(x+ R') = 0 :

La forma di�erenziale esprimente il vin
olo �e dunque 
hiusa, e il vin
olo si pu�o an
he

s
rivere nella forma intera

x+R'� 
 = 0 ;


on una 
ostante arbitraria 
. Il sistema �e pertanto un sistema olonomo a un grado di

libert�a, e 
ome 
oordinata libera �e naturale prendere x o, indi�erentemente, '.

Al
uni sempli
i esempi di vin
oli anolonomi sono riportati in appendi
e.

Diamo in�ne un 
enno ai 
osiddetti vin
oli unilateri. In al
uni problemi (punto

materiale appoggiato a una super�
ie, pendolo sempli
e realizzato 
on un �lo 
essibile)

�e interessante introdurre vin
oli espressi non, o non solo, da equazioni, 
ome le (3.19),

ma an
he da disequazioni, del tipo F

(s)

(w; t) � 0. In questo 
aso, si potrebbe vedere,

il sistema deve essere trattato in maniera diversa (in parti
olare, 
on diverso numero

di gradi di libert�a), a se
onda 
he si abbia F

(s)

> 0 o F

(s)

= 0. Questi vin
oli sono


hiamati unilateri; quelli realizzati 
on sole uguaglianze sono inve
e 
hiamati bilateri.

Nel seguito 
i o

uperemo soltanto di vin
oli bilateri.

3.2.3 Vin
oli ideali

Consideriamo un sistema olonomo a n gradi di libert�a, 
ostituito da N punti

materiali P

1

; : : : ; P

N

, e siano le (3.23) le equazioni parametri
he, 
he esprimono la

posizione di 
ias
un punto materiale in funzione delle 
oordinate libere q

1

; : : : ; q

n

e del

tempo. Nel determinare il movimento P

i

= P

i

(t), i = 1; : : : ; N , abbiamo dunque le n

in
ognite q

h

(t), h = 1; : : : ; n. Supponiamo 
he il sistema si muova, 
onformemente ai

vin
oli, sotto l'azione di un sistema di forze attive F

i

(
he si suppongono essere funzioni

note della posizione e della velo
it�a dei punti materiali, ed eventualmente del tempo)

e delle reazioni vin
olari �

i

, in
ognite, tali per�o da rendere il moto ad ogni istante


onforme ai vin
oli. Il sistema delle equazioni di Newton per gli N punti materiali si

s
rive allora

m

i

a

i

= F

i

+�

i

; i = 1; : : : ; N ; (3:27)

e si �e 
onfrontati 
on il problema di ottenere, a partire da queste, un sistema di n

equazioni 
he siano pure, 
io�e non 
ontengano le reazioni vin
olari.

E' 
hiaro allora 
he il problema resta indeterminato, se non si pongono opportune

restrizioni sulla natura delle reazioni vin
olari �: le (3.27) 
ostituis
ono infatti un

sistema di 3N equazioni s
alari, mentre le in
ognite, si �e visto, sono 3N + n, e quindi

man
ano n equazioni. Tali equazioni non si possono 
er
are nei prin
ipi generali della

dinami
a, 
he abbiamo gi�a usato, ma devono ne
essariamente provenire da qual
he

assunzione a priori sul tipo di reazioni vin
olari 
he il dispositivo �si
o realizzante il

19)

Basta usare la formula fondamentale della 
inemati
a dei 
orpi rigidi, v

C

= v

O

+ ! ^

(C �O).
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vin
olo �e in grado di produrre. Ci�o non stupis
e se si pensa 
he, ad esempio, un punto

materiale vin
olato a una super�
ie si muove in modo ben diverso (pur 
onformemente

al vin
olo, e a parit�a di forze attive) a se
onda 
he la super�
ie sia lis
ia o in vario

modo s
abra.

Vediamo dunque alla nozione di vin
olo ideale, o perfetto, nella quale si generalizza

al 
aso di pi�u punti materiali quanto visto nel 
aso di un solo punto.

De�nizione 3.3: Si di
e 
he un sistema olonomo di N punti materiali �e soggetto

a vin
oli ideali, se l'insieme delle reazioni vin
olari �

1

; : : : ;�

N

a priori ammissibili �e


aratterizzato dalla 
ondizione

N

X

i=1

�

i

� ÆP

i

= 0 ; (3:28)

per ogni possibile s
elta degli spostamenti virtuali ÆP

1

; : : : ÆP

N

.

In altre parole, si ri
hiede 
he il dispositivo 
he �si
amente realizza il vin
olo sia in

grado di produrre tutte e sole le reazioni vin
olari �

1

; : : : ;�

N

, 
he 
ompiono \lavoro

virtuale" nullo per tutti gli spostamenti virtuali pensabili.

Essendo ÆP

i

=

P

n

h=1

�P

i

�q

h

Æq

h

, per l'arbitrariet�a dei Æq

h

la (3.28) si tradu
e nelle


ondizioni indipendenti

N

X

i=1

�

i

�

�P

i

�q

h

= 0 ; h = 1; : : : ; n ; (3:29)


he sono esattamente in numero di n, 
io�e tante quante ne servono, almeno in linea

di prin
ipio, per rendere determinato il problema.

20)

� Osservazione. In modo del tutto equivalente, si pu�o far riferimento a tutte le

possibili velo
it�a v

�

i

dei punti materiali, a priori 
ompatibili 
on i vin
oli a ogni

tempo �ssato, dette velo
it�a virtuali:

v

�

i

=

n

X

h=1

�P

i

�q

h

_q

h

;


on _q

1

; : : : _q

n

arbitrari;

21)

allora i vin
oli sono ideali se si annulla la potenza delle

20)

In parti
olare, in assenza di vin
oli, gli spostamenti virtuali ÆP

1

; : : : ; ÆP

N

sono essi stessi

indipendenti, e dalla (3.28) si dedu
e 
he tutte le reazioni vin
olari sono nulle, 
ome 
i

si aspetta.

21)

Le velo
it�a e�ettive v

i

=

P

h

�P

i

�q

h

_q

h

+

�P

i

�t

di�eris
ono dalle velo
it�a virtuali v

�

i

nel 
aso di

vin
oli mobili. Con riferimento alla notazione w introdotta in pre
edenza, possiamo dire


he per ogni moto 
ompatibile 
on i vin
oli si ha
_
w = u

�

+

�w

�t

, 
on u

�

=

P

h

�w

�q

h

_q

h

=

(v

1

; : : : ;v

N

) tangente alla variet�a vin
olare, e

�w

�t

in generale trasversale.
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reazioni vin
olari per tutte le possibili velo
it�a virtuali v

�

i

:

N

X

i=1

�

i

� v

�

i

= 0 ; 8 v

�

1

; : : : ;v

�

N

: (3:30)

� Osservazione. Si osservi 
he, nel de�nire i vin
oli ideali, il 
aso dei vin
oli �ssi

e quello dei vin
oli mobili sono stati trattati allo stesso modo, fa
endo riferimento

in ogni 
aso a spostamenti o velo
it�a virtuali; nel 
aso dei vin
oli mobili, si pensa


io�e la variet�a vin
olare blo

ata in 
ias
una sua 
on�gurazione istantanea, e il

tempo t �e trattato 
ome un parametro. Vale tuttavia la pena di osservare 
he,

mentre nel 
aso di vin
oli �ssi le reazioni vin
olari 
ompiono lavoro nullo an
he

per ogni moto efettivo, inve
e 
i�o non avviene nel 
aso di vin
oli mobili: infatti,

bisogna tener presente il 
ontributo 
he al lavoro viene dato dai termini

�P

i

�t

, 
he


ompaiono in v

i

e non in v

�

i

. Si pensi, 
ome esempio tipi
o, a un punto materiale

vin
olato a un piano 
he si solleva.

� Osservazione. A proposito della de�nizione di vin
olo ideale, vale la pena di

sottolineare un fatto 
he a prima vista pu�o sfuggire. Ragioniamo, per sempli
it�a,

nel 
aso di un punto vin
olato a una super�
ie �ssa (
osi

h�e v

�

= v). La


ondizione di idealit�a impli
a, 
ome si �e appena osservato, 
he per ogni moto

e�ettivo la reazione vin
olare non 
ompie lavoro; tuttavia, l'annullarsi del lavoro

per ogni moto e�ettivo non impli
a l'idealit�a del vin
olo. Bisogna infatti ri
ordare


he la reazione vin
olare �, 
he si a

ompagna a un assegnato moto, dipende in

generale, oltre 
he dalla posizione, an
he dalla velo
it�a v di quel moto: �e 
hiaro

allora 
he per la idealit�a non basta imporre �(P;v) � v = 0, ma si deve inve
e

ri
hiedere �(P;v) � v

0

= 0 per ogni 
oppia v, v

0

. Ci�o impedis
e in parti
olare

di interpretare le forze magneti
he o la forza di Coriolis 
ome reazioni vin
olari

ideali, ben
h�e (per il fatto di essere perpendi
olari alla velo
it�a) esse 
ompiano

sempre lavoro nullo, 
io�e per esse valga �(P;v) � v = 0 per ogni v.

L'esempio pi�u tipi
o di vin
olo ideale �e quello di uno o pi�u punti materiali vin
olati

a super�
i o 
urve lis
e, in 
ui si assume 
he le reazioni vin
olari siano normali alla

super�
ie o alla 
urva. Vi sono tuttavia esempi di vin
oli ideali di 
arattere alquanto

diverso, 
he non 
orrispondono all'idea intuitiva di vin
olo lis
io, 
ome la 
ondizione di

puro rotolamento (
he anzi ri
hiede 
oeÆ
iente di attrito in�nito

22)

). Un altro esempio

importante di vin
olo ideale �e il vin
olo di rigidit�a, se si assume 
he esso sia �si
amente

realizzato mediante forze interne 
he soddisfano il prin
ipio di azione e reazione e


entrali. Consideriamo infatti due punti P

1

e P

2

soggetti al vin
olo di mantenere

invariata la re
ipro
a distanza. Si ha allora, per de�nizione,

d

dt

(P

1

� P

2

)

2

= 0, e

quindi (v

1

� v

2

) � (P

1

� P

2

) = 0; d'altra parte, essendo (ad ogni istante), per l'ipotesi

22)

La potenza virtuale della reazione vin
olare in questo 
aso �e nulla, per
h�e, 
omunque sia

disposta la reazione vin
olare, �e nulla la velo
it�a virtuale del suo punto di appli
azione,


io�e del punto di 
ontatto.
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delle forze 
entrali, �

1

= ��

2

= 
 (P

1

�P

2

), 
 2 lR, si ha 
he la potenza delle reazioni

vin
olari �e data da �

1

�v

1

+�

2

�v

2

= 
 (v

1

�v

2

) � (P

1

�P

2

) = 0. La generalizzazione

a N > 2 punti �e ovvia. Questo esempio mostra in parti
olare 
ome sia importante

ri
hiedere, nella (3.30), 
he la potenza virtuale 
omplessiva delle reazioni vin
olari sia

nulla, senza 
he debba essere ne
essariamente �

i

� v

�

i

= 0, separatamente per ogni

punto.

� Osservazione. Il fatto 
he il vin
olo di rigidit�a sia ideale, ovvero 
he la potenza

delle reazioni vin
olari sia nulla, 
orrisponde al fatto ben noto nell'ambito della

me

ani
a Newtoniana 
he le forze interne dei sistemi rigidi (a di�erenza di quanto

avviene per sistemi di N punti non rigidi) non 
ontribuis
ono all'energia poten-

ziale.

3.2.4 Energia 
ineti
a, forze generalizzate ed energia potenziale

Introdu
iamo qui la notazione abbreviata

q = (q

1

; : : : ; q

n

) ;
_
q = ( _q

1

; : : : ; _q

n

) ; (3:31)

le grandezze _q

1

; : : : ; _q

n

sono an
he dette velo
it�a generalizzate. Le equazioni para-

metri
he (3.23) fornis
ono direttamente la velo
it�a v

i

di 
ias
un punto materiale,

pre
isamente

v

i

(q;
_
q; t) =

n

X

h=1

�P

i

�q

h

(q; t) _q

h

+

�P

i

�t

(q; t) : (3:32)

Per quanto riguarda l'energia 
ineti
a del sistema, si ha la

Proposizione 3.1: Per un sistema olonomo di N punti materiali, sia

~

T (q;
_
q; t) =

1

2

N

X

i=1

m

i

v

2

i

(q;
_
q; t)

l'energia 
ineti
a espressa in termini delle 
oordinate libere. Si ha allora

~

T = T

2

+ T

1

+ T

0

; (3:33)


on

T

2

=

1

2

n

X

h;k=1

a

hk

(q; t) _q

h

_q

k

; T

1

=

n

X

h=1

b

h

(q; t) _q

h

; T

0

=

1

2


(q; t) ; (3:34)

essendo i 
oeÆ
ienti a

hk

(q; t), b

h

(q; t), 
(q; t) dati da

a

hk

=

N

X

i=1

m

i

�P

i

�q

h

�

�P

i

�q

k

;

b

h

=

N

X

i=1

m

i

�P

i

�q

h

�

�P

i

�t

; 
 =

N

X

i=1

m

i

�P

i

�t

�

�P

i

�t

:

(3:35)
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Inoltre la matri
e a = (a

hk

) �e simmetri
a e de�nita positiva.

23)

La matri
e a �e 
hiamata matri
e 
ineti
a. Una 
onseguenza parti
olarmente rilevante

del fatto 
he essa �e de�nita positiva �e 
he essa ha determinante diverso da zero, e

dunque �e invertibile; questa propriet�a sar�a invo
ata pi�u volte nel seguito.

24)

Nel 
aso

parti
olare, ma importante, in 
ui le (3.23) non 
ontengano espli
itamente il tempo

t (
ambio di 
oordinate indipendente dal tempo, vin
oli �ssi), si ha T

1

= T

0

= 0,


osi

h�e

~

T �e una forma quadrati
a omogenea (de�nita positiva). Con un inno
uo

abuso di notazione, nel seguito denoteremo

~

T an
ora 
on T .

Dimostrazione. Sostituendo l'espressione (3.32) di v

i

nell'energia 
ineti
a, si trova

~

T =

1

2

N

X

i=1

m

i

h

n

X

h;k=1

�P

i

�q

h

�

�P

i

�q

k

_q

h

_q

k

+ 2

n

X

h=1

�P

i

�t

�

�P

i

�q

h

_q

h

+

�P

i

�t

�

�P

i

�t

i

;

s
ambiando le sommatorie, e fa
endo le posizioni (3.35), segue subito per

~

T

l'espressione 
er
ata.

Per quanto riguarda le propriet�a della matri
e 
ineti
a a, la simmetria �e evidente,

data la simmetria del prodotto s
alare. Per dimostrare 
he �e de�nita positiva, bisogna

provare 
he si ha T

2

> 0 per ogni s
elta di
_
q 6= 0. Ora, si ha T

2

=

1

2

P

N

i=1

m

i

v

�

i

� v

�

i

,

dove v

�

i

sono le velo
it�a virtuali sopra de�nite: v

�

i

=

P

h

�P

i

�q

h

_q

h

. Dunque si ha T

2

> 0

se i vettori v

�

i

sono non tutti nulli, il 
he �e assi
urato, in virt�u della (3.22), dall'aver

supposto
_
q 6= 0. Q.E.D.

� Eser
izio 3.4: S
rivere l'energia 
ineti
a per un punto materiale in 
oordinate 
arte-

siane, 
ilindri
he e polari sferi
he.

Risposta: nei tre 
asi si ha

25)

T (x; y; z; _x; _y; _z) =

1

2

m( _x

2

+ _y

2

+ _z

2

)

T (r; '; z; _r; _'; _z) =

1

2

m( _r

2

+ r

2

_'

2

+ _z

2

)

T (�; #;'; _�;

_

#; _') =

1

2

m( _�

2

+ �

2

_

#

2

+ �

2

sin

2

# _'

2

) :

(3:36)

� Eser
izio 3.5: S
rivere l'energia 
ineti
a per il pendolo sferi
o di lunghezza R.

23)

Ri
ordiamo 
he una matri
e a si di
e de�nita positiva, se risulta au � u > 0 (ovvero

P

hk

a

hk

u

h

u

k

> 0) per ogni u 6= 0.

24)

La positivit�a di a 
onsente poi di de�nire una metri
a naturale sulla variet�a vin
olare,

ponendo ds

2

=

P

hk

a

hk

dq

h

dq

k

; nel 
aso di un punto materiale vin
olato a una super�
ie

o 
urva immersa in lR

3

, si ottiene ds =

p

mdl, ove dl �e la lunghezza elementare indotta

sulla super�
ie o 
urva dalla metri
a di lR

3

. Questo punto di vista sar�a ripreso in seguito,

nel 
ontesto pi�u adatto dei prin
ipi variazionali.

25)

Ad esempio, per le 
oordinate 
ilindri
he, dalla rappresentazione parametri
a P � O =

r 
os'i+ r sin'j+ zk, si ottiene v = ( _r 
os'� r _' sin')i+ ( _r sin'+ r _' 
os')j+ _zk, e

il risultato segue 
on 
al
oli banali.
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Risposta: basta prendere l'espressione di T in 
oordinate sferi
he, e imporre il

vin
olo � = R (e quindi _� = 0); si ottiene

T =

1

2

mR

2

(

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

) :

� Eser
izio 3.6: S
rivere l'energia 
ineti
a per un sistema di due punti soggetti ai vin
oli

di gia
ere su un piano e di mantenere distanza �ssata d; si utilizzino 
ome 
oordinate

libere: (a) le 
oordinate 
artesiane x

1

; y

1

di P

1

e l'angolo # tra il vettore P

2

�P

1

e l'asse

x; (b) le 
oordinate X;Y del bari
entro e il medesimo angolo #.

Risposta:

(a) T =

1

2

m( _x

2

1

+ _y

2

1

) +

1

2

m

2

[d

2

_

#

2

� 2d( _x

1

sin#� _y

1


os#)

_

#℄

(b) T =

1

2

m(

_

X

2

+

_

Y

2

) +

1

2

�d

2

_

#

2

;


on m = m

1

+m

2

, � =

m

1

m

2

m

1

+m

2

(massa ridotta).

� Eser
izio 3.7: S
rivere l'energia 
ineti
a di un punto materiale vin
olato al piano xy,

in un sistema 
artesiano ruotante uniformemente 
on velo
it�a angolare ! attorno all'asse

z:

x(X;Y; t) = X 
os!t� Y sin!t ; y(X; Y; t) = X sin!t+ Y 
os!t :

Risposta: si ha T = T

2

+ T

1

+ T

0

, 
on

T

2

=

1

2

m(

_

X

2

+

_

Y

2

) ; T

1

= m!(X

_

Y �

_

XY ) ; T

0

=

1

2

m!

2

(X

2

+ Y

2

) :

� Eser
izio 3.8: S
rivere l'energia 
ineti
a per il pendolo 
entrifugo (ovvero un pendolo

sempli
e, il 
ui piano di os
illazione ruota uniformemente attorno a un asse verti
ale

passante per il 
entro).

Risposta: basta 
onsiderare l'energia 
ineti
a per il pendolo sferi
o, e imporre il

vin
olo ' = !t (e quindi _' = !); si ottiene

T =

1

2

mR

2

(

_

#

2

+ !

2

sin

2

#) :

Veniamo ora alle forze e all'energia potenziale. Si ha la fa
ile

Proposizione 3.2: Sia F

i

la forza attiva agente sull'i-esimo punto materiale. Allora il

\lavoro virtuale"

P

N

i=1

F

i

� ÆP

i

, 
orrispondente agli arbitrari spostamenti virtuali ÆP

i

=

P

h

�P

i

�q

h

Æq

h

assume, in termini delle 
oordinate libere, l'espressione

N

X

i=1

F

i

� ÆP

i

=

n

X

h=1

Q

h

Æq

h

; (3:37)


on

Q

h

=

N

X

i=1

F

i

�

�P

i

�q

h

; h = 1; : : : ; n : (3:38)
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In parti
olare, nel 
aso di forze posizionali 
onservative, in 
ui esiste una funzione V =

V (P

1

; : : : ; P

N

; t) tale 
he F

i

= �grad

i

V , si ha

Q

h

(q; t) = �

�

~

V

�q

h

; h = 1; : : : ; n ; (3:39)

dove si �e posto

~

V (q; t) = V (P

1

(q); : : : ; P

N

(q); t).

Le quantit�a Q

1

; : : : ; Q

n

prendono il nome di forze generalizzate, o 
omponenti la-

grangiane della solle
itazione.

26)

Con inno
uo abuso di linguaggio, la funzione

~

V , 
he

esprime l'energia potenziale in termini delle 
oordinate libere, verr�a solitamente de-

notata an
ora 
on V .

Dimostrazione. La (3.37), 
on l'espressione (3.38) di Q

h

, si ottiene immediatamente

sostituendo ÆP

i

=

P

h

�P

i

�q

h

Æq

h

nella de�nizione del lavoro virtuale, s
ambiando poi le

sommatorie. La (3.39) �e immediata 
onseguenza della formula per la derivazione di

una funzione 
omposta. Q.E.D.

3.3 Le equazioni di Lagrange

3.3.1 Deduzione delle equazioni di Lagrange

Consideriamo un sistema olonomo a n gradi di libert�a, 
ostituito da N punti

materiali P

1

; : : : ; P

N

di massa m

1

; : : : ;m

N

, soggetto ad assegnate forze attive F

i

, ed

eventualmente a vin
oli ideali. Si ha allora il sistema delle equazioni di Newton

m

i

a

i

= F

i

+�

i

; i = 1; : : : ; N ;

dove �

i

sono le reazioni vin
olari, in
ognite esse stesse. L'assunzione 
he i vin
oli

siano ideali signi�
a, 
ome si �e visto, 
he l'insieme delle reazioni vin
olari ammissibili

�e 
aratterizzato dalla 
ondizione

P

N

i=1

�

i

� ÆP

i

= 0 per ogni s
elta degli spostamenti

virtuali ÆP

i

. Utilizzando le equazioni di Newton, questa 
ondizione prende la forma

N

X

i=1

(m

i

a

i

� F

i

) � ÆP

i

= 0 8 ÆP

1

; : : : ; ÆP

N

; (3:40)


he a sua volta, ri
ordando ÆP

i

=

P

h

�P

i

�q

h

Æq

h

, e usando l'arbitrariet�a dei Æq

h

, si tradu
e

26)

Nel 
aso di un singolo punto materiale (vin
olato o meno) l'espressione di Q

h

ha un

signi�
ato geometri
o elementare, poi
h�e rappresenta (a meno di un fattore pari alla

norma di

�P

�q

h

) la 
omponente della forza nella direzione tangente alla h-esima linea


oordinata.
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nelle n equazioni

N

X

i=1

(m

i

a

i

� F

i

) �

�P

i

�q

h

= 0 ; h = 1; : : : ; n : (3:41)

La (3.40) �e tradizionalmente 
hiamata equazione simboli
a pura della dinami
a. Mostr-

eremo ora 
he essa �e suÆ
iente a determinare sia il moto (si intende per dati iniziali

�ssati), sia le reazioni vin
olari.

Dimostriamo allora la fondamentale

Proposizione 3.3: Sia dato un sistema olonomo di N punti materiali a n gradi di libert�a,

soggetto a un assegnato sistema di forze attive F

i

, i = 1; : : : ; N , ed eventualmente a

vin
oli ideali. Allora le 
oordinate libere q

1

; : : : ; q

n

soddisfano le equazioni di Lagrange

d

dt

�T

� _q

h

�

�T

�q

h

= Q

h

; h = 1; : : : ; n : (3:42)

Dimostrazione. Ri
ordando la de�nizione (3.38) delle forze generalizzate Q

h

, le

(3.41) si s
rivono

N

X

i=1

m

i

a

i

�

�P

i

�q

h

= Q

h

; (3:43)

pertanto la dimostrazione della proposizione si ridu
e alla veri�
a della identit�a

N

X

i=1

m

i

a

i

�

�P

i

�q

h

=

d

dt

�T

� _q

h

�

�T

�q

h

h = 1; : : : ; n (3:44)

(detta del binomio lagrangiano), dove T = T (q;
_
q; t) �e l'energia 
ineti
a, espressa in

funzione delle 
oordinate libere e delle 
orrispondenti velo
it�a generalizzate, se
ondo

le (3.33), (3.34). Anzi, in virt�u dell'additivit�a dell'energia 
ineti
a, T =

P

N

i=1

T

i

, basta

veri�
are la 
orrispondente identit�a per un solo punto generi
o P

i

, 1 � i � N :

m

i

a

i

�

�P

i

�q

h

=

d

dt

�T

i

� _q

h

�

�T

i

�q

h

; h = 1; : : : ; n : (3:45)

A tal �ne, essendo a

i

=

dv

i

dt

, si usa anzitutto l'identit�a

m

i

a

i

�

�P

i

�q

h

= m

i

d

dt

�

v

i

�

�P

i

�q

h

�

�m

i

v

i

�

d

dt

�P

i

�q

h

: (3:46)

Si osserva poi 
he valgono le relazioni

27)

�P

i

�q

h

=

�v

i

� _q

h

;

d

dt

�P

i

�q

h

=

�

�q

h

dP

i

dt

=

�v

i

�q

h

: (3:47)

27)

Per ri
ordare: nella prima, �e 
ome se si dividessero per dt numeratore e denominatore;

nella se
onda, si s
ambia

d

dt


on

�

�q

h

.
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La prima di queste relazioni segue immediatamente dalla (3.32), v

i

=

P

h

�P

i

�q

h

_q

h

+

�P

i

�t

,

derivando rispetto a _q

h

. Per la se
onda, si usa la formula di derivazione di una funzione


omposta, ottenendo

d

dt

�P

i

�q

h

=

n

X

k=1

�

�q

k

�P

i

�q

h

_q

k

+

�

�t

�P

i

�q

h

=

�

�q

h

�

n

X

k=1

�P

i

�q

k

_q

k

+

�P

i

�t

�

=

�v

i

�q

h

:

La 
on
lusione ora �e immediata: sostituendo le (3.47) nella (3.46), segue infatti

m

i

a

i

�

�P

i

�q

h

= m

i

d

dt

(v

i

�

�v

i

� _q

h

)�m

i

v

i

�

�v

i

�q

h

=

d

dt

�

� _q

h

(

1

2

m

i

v

i

� v

i

)�

�

�q

h

(

1

2

m

i

v

i

� v

i

)

=

d

dt

�T

i

� _q

h

�

�T

i

�q

h

:

Q.E.D.

Nel 
aso parti
olarmente signi�
ativo di forze posizionali derivanti da energia poten-

ziale, 
ome 
orollario si dedu
e immediatamente la seguente

Proposizione 3.4: Per un sistema olonomo a n gradi di libert�a, 
on energia 
ineti
a

T = T (q;
_
q; t), soggetto a forze 
onservative derivanti dall'energia potenziale V = V (q; t),

le 
oordinate libere q

1

; : : : ; q

n

soddisfano le equazioni

d

dt

�L

� _q

h

�

�L

�q

h

= 0 ; h = 1; : : : ; n ; (3:48)

dove L(q;
_
q; t) �e de�nita da

L = T � V : (3:49)

Dimostrazione. Essendo

�V

� _q

h

= 0, si ha

d

dt

�L

� _q

h

=

d

dt

�T

� _q

h

. Inoltre, essendo 
ome si �e

gi�a visto Q

h

= �

�V

�q

h

, si ha

�L

�q

h

=

�T

�q

h

+Q

h

. Q.E.D.

Si vede dunque 
he in questo 
aso le equazioni di Lagrange si esprimono in termini di

una sola funzione L, 
he viene detta funzione di Lagrange del sistema, o lagrangiana.

Useremo a volte per la (3.48) an
he la s
rittura 
ompatta

d

dt

�L

�
_
q

�

�L

�q

= 0 : (3:50)

Si d�a an
he il 
aso in 
ui siano simultaneamente presenti forze 
onservative, di energia

potenziale V , e forze del tutto generi
he, 
orrispondenti alle 
omponenti lagrangiane

della solle
itazione Q

h

. In tal 
aso �e evidente 
he le equazioni di Lagrange prendono

la forma

d

dt

�L

� _q

h

�

�L

�q

h

= Q

h

; h = 1; : : : ; n : (3:51)


on L = T � V .
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� Osservazione. Si noti 
he le velo
it�a generalizzate
_
q 
ompaiono nella la-

grangiana 
ome variabili indipendenti. La lagrangiana appare dunque 
ome una

funzione

28)

da lR

2n+1

in lR; la notazione _q

h

non deve trarre in inganno. La situ-

azione �e analoga a quella 
he si presenta nel 
aso assai familiare dell'equazione di

Newton per il moto di un punto su una retta, �x = f(x; _x), ove _x 
ompare in f


ome variabile indipendente.

� Osservazione (Sistemi lagrangiani generali). Le equazioni di Lagrange (3.48)

sono state qui dedotte a partire dalle equazioni di Newton per un sistema di punti

materiali, eventualmente soggetti a vin
oli olonomi. Equazioni di questa forma

sono tuttavia interessanti an
he di per s�e, e gio
ano un ruolo importante in tutto

il 
al
olo delle variazioni (si veda oltre, al 
apitolo sui prin
ipi variazionali). In

generale, per problemi 
he esulano dalla me

ani
a dei sistemi di punti materiali,

L non avr�a la forma L = T � V , 
on T della forma (3.33), ma potr�a essere

una funzione qualsiasi delle funzioni in
ognite, delle loro derivate prime, e della

variabile indipendente (q,
_
q e t, nel 
aso me

ani
o). I sistemi lagrangiani per 
ui

si pu�o s
rivere L = T � V , 
on T della forma (3.33), sono an
he 
hiamati sistemi

lagrangiani naturali, mentre gli altri sono detti sistemi lagrangiani generali.

E' fa
ile mostrare 
he le equazioni di Lagrange (3.42) hanno la forma di equazioni

di�erenziali del se
ondo ordine per le in
ognite q

1

(t); : : : ; q

n

(t). Infatti, dall'espressione

(3.33) di T , si vede immediatamente 
he si ha

d

dt

�T

� _q

h

�

�T

�q

h

=

n

X

k=1

a

hk

�q

k

+ g

h

;

ove g

h

�e una ben de�nita funzione delle variabili q,
_
q, t, 
he non 
ontiene

�
q (in altre

parole: i termini 
ontenenti derivate se
onde delle q

h

provengono solo dal termine T

2

,

e appaiono nella forma sopra indi
ata). In e�etti, un breve 
al
olo mostra 
he g

h

ha

l'espressione

g

h

=

X

jk

�

�a

hk

�q

j

�

1

2

�a

jk

�q

h

�

_q

j

_q

k

+

X

k

�

�b

h

�q

k

�

�b

k

�q

h

+

�a

hk

�t

�

_q

k

+

�b

h

�t

�

1

2

�


�q

h

: (3:52)

Dunque le equazioni di Lagrange (3.42) si presentano nella forma

n

X

k=1

a

hk

(q; t)�q

k

+ g

h

(q;
_
q; t) = Q

h

(q;
_
q; t) ; h = 1; : : : ; n :

Questo sistema non �e in forma normale, ma per l'invertibilit�a della matri
e 
ineti
a a

28)

Pi�u pre
isamente, in generale q �e de�nita solo lo
almente, e dunque si ha L : U�lR

n

�lR !

lR, 
on U aperto di lR

n

, e q 2 U ,
_
q 2 lR

n

, t 2 lR.



3.22

esso �e equivalente al sistema in forma normale

�q

h

= f

h

(q;
_
q; t)

f

h

=

X

k

(a

�1

)

hk

(Q

k

� g

k

)

h = 1; : : : ; n : (3:53)

Si dedu
e allora senza diÆ
olt�a la seguente

Proposizione 3.5: Si 
onsideri un sistema olonomo di N punti materiali a n gradi di

libert�a, 
on assegnati dati iniziali di posizione e velo
it�a 
ompatibili 
on i vin
oli. Allora le

equazioni di Lagrange (3.42) determinano univo
amente il moto P

i

(t) dei punti del sistema

e le 
orrispondenti reazioni vin
olari �

i

soddisfa
enti la 
ondizione di idealit�a (3.28).

Dimostrazione. Per la propriet�a (3.22), i dati iniziali di posizione e velo
it�a relativi

ai punti materiali determinano univo
amente i 
orrispondenti dati iniziali relativi alle


oordinate libere q. Pertanto, per il teorema di esistenza e uni
it�a, dalle equazioni di

Lagrange in forma normale (3.53) resta determinato il moto q(t). Sono di 
onseguenza

determinati i moti P

i

= P

i

(q; t) dei punti, e in parti
olare le loro a

elerazioni a

i

(t).

Le equazioni di Newton 
onsentono allora di 
al
olare ad ogni tempo le 
orrispondenti

reazioni vin
olari �

i

= m

i

a

i

� F

i

. Q.E.D.

� Osservazione. E' possibile riassumere le proposizioni 3.3 e 3.5 nell'uni
o sig-

ni�
ativo enun
iato:

Sia dato un sistema olonomo di N punti materiali a n gradi di libert�a, soggetto a

un assegnato sistema di forze attive F

i

, i = 1; : : : ; N ; siano assegnate delle 
ondizioni

iniziali di posizione e velo
it�a, 
ompatibili 
on i vin
oli. Allora esiste un'uni
a s
elta

delle reazioni vin
olari �

i

, soddisfa
enti la 
ondizione di idealit�a (3.28), tale 
he il

moto dei punti, soggetti alle equazioni di Newton m

i

a

i

= F

i

+ �

i

, sia 
ompatibile


on i vin
oli. Tale moto �e individuato dalle equazioni di Lagrange (3.42).

� Osservazione. Si veri�
a immediatamente 
he per sistemi lagrangiani generali,

indipendentemente dalla forma di L, le equazioni (3.48) 
ostituis
ono 
omunque

un sistema di n equazioni di�erenziali del se
ondo ordine per q

1

(t); : : : ; q

n

(t),

lineare in �q

1

; : : : ; �q

n

, pre
isamente della forma

n

X

k=1

�

2

L

� _q

h

� _q

k

�q

k

+ g

h

= 0 ; h = 1; : : : ; n ;


on un'opportuna g

h

= g

h

(q;
_
q; t). La 
ondizione per
h�e tale sistema si possa

mettere in forma normale �e 
he il determinante hessiano di L rispetto alle _q

h

non

sia nullo,

det

�

�

2

L

� _q

h

� _q

k

�

6= 0 : (3:54)

Per i sistemi naturali la matri
e

�

�

2

L

� _q

h

� _q

k

�

altro non �e 
he la matri
e 
ineti
a

a = (a

hk

).
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3.3.2 Propriet�a di invarianza delle equazioni di Lagrange

La deduzione stessa delle equazioni di Lagrange, data la s
elta del tutto arbitraria

delle 
oordinate libere, porta a 
on
ludere 
he se si e�ettua un qualsiasi 
ambiamento

di 
oordinate regolare e invertibile

q

h

= q

h

(~q

1

; : : : ; ~q

n

; t) ; h = 1: : : : ; n ; det

�

�q

h

�~q

k

�

6= 0 ; (3:55)

ponendo 
orrispondentemente

_q

h

(
~
q;

_

~
q; t) =

n

X

k=1

�q

h

�~q

k

_

~q

k

+

�q

h

�t

; (3:56)

allora le equazioni del moto nelle nuove variabili hanno an
ora la forma di equazioni

di Lagrange, e la nuova lagrangiana

~

L si ottiene da L per sempli
e sostituzione di

variabili:

~

L(
~
q;

_

~
q; t) = L

�

q(
~
q; t);

_
q(
~
q;

_

~
q; t); t

�

: (3:57)

Ci�o si esprime di
endo 
he le equazioni di Lagrange sono invarianti in forma per arbitrari


ambiamenti di 
oordinate (regolari e invertibili).

L'invarianza delle equazioni di Lagrange vale in e�etti per un sistema lagrangiano

generale, e non solo per un sistema naturale (
io�e des
rivente punti materiali). Si ha

infatti la

29)

Proposizione 3.6: Sia dato un sistema lagrangiano, di lagrangiana L(q;
_
q; t); si 
on-

sideri un 
ambiamento di variabili (regolare e invertibile) (3.55), (3.56), e sia

~

L(
~
q;

_

~
q; t)

la lagrangiana ottenuta da L per sostituzione di variabili, se
ondo la (3.57). Allora il

movimento
~
q(t) �e soluzione delle equazioni di Lagrange 
orrispondenti a

~

L, se e solo se il


orrispondente movimento q(t), immagine di
~
q(t) attraverso le (3.55), �e soluzione delle

equazioni di Lagrange 
orrispondenti a L.

Dimostrazione. Dall'espressione di

~

L, eseguendo le derivate e utilizzando

� _q

k

�

_

~q

h

=

�q

k

�~q

h

;

� _q

k

�~q

h

=

d

dt

�q

k

�~q

h

(
he seguono immediatamente dalla (3.56)), si ottiene

�

~

L

�

_

~q

h

=

n

X

k=1

�L

� _q

k

�q

k

�~q

h

;

d

dt

�

~

L

�

_

~q

h

=

n

X

k=1

h�

d

dt

�L

� _q

k

�

�q

k

�~q

h

+

�L

� _q

k

�

d

dt

�q

k

�~q

h

�i

;

�

~

L

�~q

h

=

n

X

k=1

h

�L

�q

k

�q

k

�~q

h

+

�L

� _q

k

d

dt

�q

k

�~q

h

i

:

29)

Nel 
apitolo sui prin
ipi variazionali, vedremo una dimostrazione pi�u sempli
e, e in un


erto senso pi�u naturale, di questa proposizione.
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Di 
onseguenza si ha

d

dt

�

~

L

�

_

~q

h

�

�

~

L

�~q

h

=

n

X

k=1

h

d

dt

�L

� _q

k

�

�L

�q

k

i

�q

k

�~q

h

;

e per l'invertibilit�a della trasformazione di 
oordinate

�

espressa dalla 
ondizione

det(�q

k

=�~q

h

) 6= 0

�

si vede 
he le equazioni di Lagrange relative a

~

L sono soddisfatte,

se e solo se sono soddisfatte le equazioni di Lagrange relative a L. Q.E.D.

Vale la pena di sottolineare qui un altro fatto abbastanza importante, valido

an
h'esso per sistemi lagrangiani generali, e 
io�e 
he diverse lagrangiane possono 
on-

durre a identi
he equazioni del moto. Pre
isamente si ha la

Proposizione 3.7: Per ogni s
elta della funzione F (q; t) e della 
ostante reale 
 6= 0, la

lagrangiana L(q;
_
q; t) e la lagrangiana

L

0

(q;
_
q; t) = 
 L(q;

_
q; t) +

dF

dt

(q;
_
q; t)


ondu
ono alle medesime equazioni di Lagrange.

Il fatto non banale �e 
he siano equivalenti, per le equazioni del moto 
he se ne de-

du
ono, lagrangiane 
he di�eris
ono per la derivata totale di una funzione delle q e

del tempo.

30)

Dimostrazione. Poniamo

L

0

=

d

dt

F =

n

X

k=1

�F

�q

k

_q

k

+

�F

�t

;

si ha allora

d

dt

�L

0

� _q

h

=

d

dt

�F

�q

h

=

n

X

k=1

�

2

F

�q

k

�q

h

_q

k

+

�

2

F

�t�q

h

=

�L

0

�q

h

;


io�e

d

dt

�L

0

� _q

h

�

�L

0

�q

h

= 0 :

Inoltre, evidentemente, le equazioni di moto non si alterano se si moltipli
a la la-

grangiana per un'arbitraria 
ostante 
 6= 0. Q.E.D.

� Osservazione. Dall'invarianza in forma delle equazioni di Lagrange per 
ambi-

amenti di 
oordinate arbitrari, segue 
he se il moto di un sistema segue le equazioni

di Lagrange in un sistema di 
oordinate, allora esso segue le equazioni di Lagrange

in qualunque altro sistema di 
oordinate. Ora, �e banale veri�
are direttamente


he le equazioni di Newton per un sistema di N punti materiali (non vin
olati),

s
ritte nelle usuali 
oordinate 
artesiane, hanno proprio la forma di equazioni di

Lagrange, relative a L = T � V ; di 
onseguenza, esse mantengono la forma di

30)

An
he questa propriet�a si 
omprender�a meglio nel 
ontesto dei prin
ipi variazionali.
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equazioni di Lagrange, relative alla lagrangiana

~

L trasformata di L, in ogni al-

tro sistema di 
oordinate. E' questa una deduzione delle equazioni di Lagrange

parti
olarmente sempli
e e diretta, per sistemi di punti materiali non vin
olati

des
ritti in 
oordinate arbitrarie.

3.3.3 Cenno alla trattazione lagrangiana dei 
orpi rigidi

Come si �e visto sopra (paragrafo 3.2.3), il vin
olo di rigidit�a per un sistema di due

o pi�u punti materiali �e un 
aso parti
olare di vin
olo ideale; in parti
olare dunque le

equazioni di Lagrange saranno valide per sistemi me

ani
i 
omprendenti uno o pi�u


orpi rigidi, liberi o ulteriormente vin
olati (ad esempio, 
orpi rigidi 
on un punto o

un asse �sso, o in vario modo in
ernierati tra loro), pur
h�e 
ostituiti da un numero

�nito di punti materiali. Si pone allora il problema di giusti�
are l'estensione delle

equazioni di Lagrange ai 
orpi rigidi 
omposti da in�niti elementi, in parti
olare ai


orpi rigidi 
ontinui. La questione in s�e �e deli
ata, per
h�e, 
ome si �e gi�a dis
usso nel

se
ondo 
apitolo, non �e 
os�� fa
ile stabilire 
he 
osa si intenda per dinami
a di un

sistema di un 
ontinuo di punti materiali, soggetti a in�niti vin
oli.

31)

Una prima osservazione 
he si deve fare a questo proposito �e 
he nell'espressione

dell'energia 
ineti
a e potenziale di un 
orpo rigido,

32)

e dunque della lagrangiana in

funzione delle 
oordinate libere e delle 
orrispondenti velo
it�a generalizzate, la par-

ti
olare struttura del 
orpo interviene soltanto attraverso gli elementi di geometria

delle masse (operatore d'inerzia, bari
entro...), 
he lo 
aratterizzano. In parti
olare,

qualunque modello in 
ui il 
orpo 
ontinuo sia pensato 
ome limite di una su

essione

di sistemi rigidi dis
reti, 
on �ssata geometria delle masse, e �ssata energia poten-

ziale 
ome funzione delle 
oordinate libere, 
ondu
e, an
he al limite, alle medesime

equazioni di Lagrange.

In e�etti, lo stesso problema si pone gi�a a livello di me

ani
a newtoniana, al

momento di a

ettare la validit�a delle equazioni 
ardinali per i sistemi rigidi 
ontinui

(la 
ui deduzione impli
a, in questo 
aso, la non banale operazione di eliminazione di

in�nite forze interne). I due problemi sono identi
i, e anzi, non �e diÆ
ile 
onvin
ersi


he, se si a

etta (nella sostanza, si postula) la validit�a delle equazioni 
ardinali per i


orpi rigidi 
ontinui, le equazioni di Lagrange seguono poi senza ulteriori ipotesi.

33)

E'un fa
ile e utile eser
izio veri�
are in 
asi parti
olari 
he le equazioni di Lagrange

sono equivalenti alle equazioni 
ardinali.

31)

Si tratta di un problema generale, relativo a tutta la dinami
a dei 
orpi 
ontinui e alla

sua eventuale \deduzione" dalla dinami
a dei sistemi a un numero �nito di punti.

32)

Si ri
ordi 
he, 
ome si �e osservato nel Capitolo 2, per i sistemi rigidi le forze interne non


ontribuis
ono all'energia potenziale.

33)

Nella sostanza: per sistemi rigidi 
on un numero �nito di punti, sia le equazioni di

Lagrange sia le equazioni 
ardinali sono 
onseguenza delle equazioni di Newton, e sono

suÆ
ienti a determinare la dinami
a; dunque esse sono tra di loro equivalenti. D'altra

parte, in tali equazioni il numero di punti non appare espli
itamente, pertanto esse sono

equivalenti del tutto in generale.
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� Esempio. Si 
onsideri un 
orpo rigido libero di ruotare attorno a un asse �sso. Si

ha allora, 
on ovvio signi�
ato dei simboli, T =

1

2

I _'

2

, mentre l'energia potenziale �e

una funzione V ('), 
aratterizzata da N = �

dV

d'

, dove N �e la proiezione, sull'asse di

rotazione, del momento risultante rispetto a un punto dell'asse (
he non dipende dalla

s
elta del punto). Dalla lagrangiana L = T �V si ottiene allora l'equazione di Lagrange

I �'�N = 0 ;


he 
oin
ide 
on l'equazione 
ardinale per il momento angolare, proiettata sull'asse di

rotazione.

� Esempio. Si 
onsideri il moto di puro rotolamento di un dis
o omogeneo su di una

guida rettilinea. In assenza di vin
olo si avrebbe (
on ovvio signi�
ato dei simboli)

energia 
ineti
a T =

1

2

m _x

2

+

1

2

I _'

2

, ed energia potenziale V = V (x; '); se denotiamo


on F la proiezione del risultante sull'asse x, e 
on N la proiezione, nella direzione

normale al piano del dis
o, del momento risultante delle forze esterne, relativo al 
entro

del dis
o, allora si ha F = �

�V

�x

, N = �

�V

�'

. Introdu
endo il vin
olo di puro rotolamento

x = x

0

�R', si ottiene allora L =

1

2

(mR

2

+ I) _'

2

�V (x

0

�R';'). Nella 
orrispondente

equazione di Lagrange

(mR

2

+ I) �'+RF �N = 0 ;

si ri
onos
e immediatamente l'equazione 
ardinale per il momento angolare, relativo a

un punto qualunque Q della guida (proiettata sulla direzione normale al piano del dis
o).

3.4 Le equazioni di Hamilton

3.4.1 Deduzione delle equazioni

Studieremo in questo paragrafo un modo di passare dal sistema delle n equazioni

del se
ondo ordine di Lagrange (3.48) a un sistema di 2n equazioni di�erenziali del

primo ordine in forma normale, diverso da quello tradizionale, e in un 
erto senso pi�u

spontaneo e suggerito dalla forma stessa delle equazioni. Questo metodo, gi�a iniziato

da Lagrange e Poisson, 
ondu
e alle 
osiddette equazioni di Hamilton, o equazioni


anoni
he, il 
ui studio 
ostituis
e uno dei 
apitoli pi�u interessanti e ri

hi di sviluppi

della �si
a matemati
a. Infatti, Hamilton stesso giunse a queste equazioni (1824)


onsiderando una profonda analogia tra la me

ani
a e l'otti
a; inoltre, il formal-

ismo hamiltoniano risulta fondamentale per fondare la me

ani
a statisti
a (teorema

di Liouville) e per il passaggio dalla me

ani
a 
lassi
a alla me

ani
a quantisti
a.

Nel presente 
apitolo 
i limiteremo tuttavia all'aspetto analiti
o 
he 
orrisponde a

riguardare le equazioni di Hamilton sostanzialmente 
ome una signi�
ativa ris
rittura

delle equazioni di Lagrange.

Il metodo \ordinario" per passare a un sistema di 2n equazioni del primo ordine

in forma normale �e il seguente: anzitutto si portano le equazioni di Lagrange stesse

in forma normale, 
ome abbiamo fatto s
rivendo le equazioni (3.53), e poi si passa

a un sistema di un numero doppio di equazioni del primo ordine 
ol pro
edimento
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onsueto di introdurre n nuove variabili, di
iamo �

h

, h = 1; : : : ; n, ponendo _q

h

= �

h

.

Questo metodo tuttavia non �e sempre il pi�u 
onveniente, 
ome abbiamo avuto modo

ad esempio di 
onstatare nel 
aso dell'equazione di Van der Pol.

34)

Ora, la forma stessa delle equazioni di Lagrange

d

dt

�L

� _q

h

=

�L

�q

h

; h = 1; : : : ; n ; (3:58)

suggeris
e un metodo diverso; si introdu
ono nuove variabili p

1

; : : : ; p

n

(dette momenti


oniugati alle 
oordinate generalizzate q

1

; : : : ; q

n

) mediante la de�nizione

p

h

=

�L

� _q

h

(q;
_
q; t) ; h = 1; : : : ; n ; (3:59)

si

h�e le equazioni di Lagrange assumono la forma

_p

h

=

�L

�q

h

(q;
_
q; t) ; h = 1; : : : ; n : (3:60)

Il problema �e allora se si possa riguardare alla de�nizione (3.59) dei momenti p

h


ome

a un sistema impli
ito di n equazioni per le _q

h

. In e�etti, in base alle (3.59) le variabili

p

1

; : : : ; p

n

sono funzioni di q,
_
q e t, 
he possiamo indi
are 
on p

h

= p

h

(q;
_
q; t). Ora,

questo sistema �e invertibile rispetto a _q

1

; : : : ; _q

n

, se la matri
e (

�

2

L

� _q

h

� _q

k

) ha determinante

diverso da zero, 
io�e se �e soddisfatta la 
ondizione (3.54). Per i sistemi naturali tale

matri
e 
oin
ide 
on la matri
e 
ineti
a a, e dunque l'invertibilit�a delle (3.59) �e sempre

assi
urata; pre
isamente, le (3.59) hanno la forma

p

h

=

n

X

k=1

a

hk

_q

k

+ b

h

: (3:61)

Pertanto, se (

�

2

L

� _q

h

� _q

k

) 6= 0, dalla de�nizione (3.59) delle p

h

si ottengono n equazioni in

forma normale

_q

h

= _q

h

(p;q; t) ; h = 1; : : : ; n ; (3:62)

le altre n equazioni sono le equazioni stesse di Lagrange (3.60), 
he usando le (3.62)

per sostituire
_
q tra gli argomenti di

�L

�q

h

, prendono an
h'esse la forma normale

_p

h

= _p

h

(p;q; t) ; h = 1; : : : ; n : (3:63)

L'interesse per questo modo di pro
edere sta nel fatto 
he le 2n equazioni (3.62),

(3.63) 
os�� ottenute hanno in realt�a una struttura molto parti
olare e simmetri
a, ri

a

di grosse 
onseguenze. Pre
isamente, si ha la

34)

Si tratta, ri
ordiamo, dell'equazione �x+ �(x

2

� 1) _x+ x = 0. Ris
rivendola nella forma

d

dt

[ _x+ �(x

3

=3� x)℄ + x = 0, �e spontaneo porre y = _x+ �(x

3

=3� x), o an
he, 
ome si fa

per su

essiva 
onvenienza, �y = _x+�(x

3

=3�x). Si ottiene immediatamente il sistema

in forma normale

_x = �[y � (x

3

=3� x)℄ ; _y = ��

�1

x :
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Proposizione 3.8: Si 
onsideri una lagrangiana L(q;
_
q; t), 
on determinante hessiano

non nullo: det

�

�

2

L

� _q

h

� _q

k

�

6= 0. Allora il sistema

(

p =

�L

�
_
q

_
p =

�L

�q

(3:64)

�e equivalente al sistema

(

_
q =

�H

�p

_
p = �

�H

�q

;

(3:65)

dove H(p;q; t) �e la funzione de�nita da

35)

H(p;q; t) =

h

p �
_
q� L(q;

_
q; t)

i

_
q=

_
q(p;q;t)

; (3:66)

essendo la funzione
_
q(p;q; t) de�nita per inversione della prima delle (3.64).

Inoltre si ha

�H

�t

= �

�L

�t

.

La funzione H si di
e funzione di Hamilton, o hamiltoniana del sistema, e le equazioni

(3.65) si di
ono equazioni 
anoni
he o di Hamilton. Si osservi 
he il sistema (3.64) �e dato

dalla 
oppia di equazioni (3.59), (3.60), equivalenti alle equazioni di Lagrange originali

(3.58); la proposizione stabilis
e dunque l'equivalenza tra le equazioni di Lagrange e

le equazioni di Hamilton, nel 
aso di determinante hessiano non nullo.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto 
he, per l'ipotesi sul determinante hes-

siano, l'inversione della prima delle (3.64) nella forma
_
q =

_
q(p;q; t) �e possibile, si

h�e

l'hamiltoniana H(p;q; t) �e ben de�nita. Si fa poi uso di una propriet�a elementare

del di�erenziale,

36)

se
ondo la quale nel di�erenziare una funzione 
omposta si pu�o

pro
edere formalmente 
ome se le variabili da 
ui essa dipende, a loro volta dipendenti

da altre variabili, fossero inve
e indipendenti. Di�erenziando H de�nita dalla (3.66)

si ha dunque

dH = p � d
_
q+

_
q � dp�

�L

�q

� dq�

�L

�
_
q

� d
_
q�

�L

�t

dt ;

e i due termini 
he sono 
oeÆ
ienti di d
_
q si 
an
ellano per la de�nizione stessa di p.

D'altra parte, pensando H 
ome funzione di q;p; t, per de�nizione di di�erenziale si

ha

dH =

�H

�p

� dp+

�H

�q

� dq+

�H

�t

dt ;


osi

h�e per 
onfronto si ottiene

_
q =

�H

�p

;

�L

�q

= �

�H

�q

;

�H

�t

= �

�L

�t

: (3:67)

35)

Si denota p � _q =

P

n

h=1

p

h

_q

h

.

36)

Tale propriet�a �e detta an
he teorema di invarianza del di�erenziale primo.
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Di queste equazioni, la prima 
oin
ide 
on la prima delle (3.65); la se
onda, introdotta

nella se
onda delle (3.64), fornis
e la se
onda delle (3.65). Q.E.D.

Risulta poi 
he la funzione hamiltoniana di un sistema me

ani
o �e strettamente


onnessa 
on l'energia. Si ha infatti la

Proposizione 3.9: In un sistema me

ani
o naturale l'hamiltoniana H ha l'espressione

H = T

2

� T

0

+ V ; (3:68)

dove T

2

, T

0

sono i termini dell'energia 
ineti
a T , rispettivamente di ordine due e zero

nelle velo
it�a
_
q, riespressi in funzione di p;q; t; in parti
olare nel 
aso indipendente dal

tempo si ha

H = T + V : (3:69)

Vediamo dunque 
he, nel 
aso indipendente dal tempo, l'hamiltoniana 
oin
ide 
on

l'energia totale del sistema (espressa in funzione delle 
oordinate libere e dei momenti


oniugati). Questo risultato insegna la via prati
a, davvero sempli
e, per 
ostruire

la funzione hamiltoniana H nel 
aso indipendente dal tempo: basta s
rivere l'energia

totale T + V , 
on la sola avvertenza di esprimere T in termini di p anzi
h�e di
_
q.

Analogamente si pro
ede nel 
aso generale, usando la (3.68).

Dimostrazione. Dall'espressione (3.33) dell'energia 
ineti
a, T = T

2

+ T

1

+ T

0

, 
on

T

2

, T

1

e T

0

di grado rispettivamente due, uno e zero in
_
q, segue immediatamente

37)

�T

�
_
q

�
_
q = 2T

2

+ T

1

;

dunque, essendo p =

�L

�
_
q

=

�T

�
_
q

, si ottiene subito la (3.68). Nel 
aso indipendente dal

tempo, essendo T

0

= 0, T

2

= T , si ha la (3.69). Q.E.D.

3.4.2 Trasformata di Legendre

Mostriamo qui 
ome sia in realt�a spontaneo introdurre la funzione di HamiltonH.

Per 
omprendere 
i�o nel 
aso pi�u sempli
e, 
onsideriamo una funzione di due variabili

f(x; y), dove f tiene il posto di L, x tiene il posto di _q, mentre y tiene il posto di q e

t. Introdu
endo la nuova variabile (analoga alla p =

�L

� _q

)

u =

�f

�x

; (3:70)

si vuole passare dalle variabili (x; y) alle variabili (u; y). A tal �ne o

orre anzitutto

ri
hiedere 
he la relazione (3.70) sia invertibile, si

h�e si possa s
rivere

x = x(u; y) ; (3:71)

37)

E' questo un 
aso parti
olare del 
osiddetto teorema di Eulero sulle funzioni omogenee,

in base al quale, se f(x

1

; : : : ; x

n

) �e omogenea di grado k, allora si ha x �

�f

�x

= kf .
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la 
ondizione 
he garantis
e 
i�o �e 
he u sia monot�ona 
ome funzione di x, ovvero si

abbia

�u

�x

6= 0, 
io�e

�

2

f

�x

2

6= 0 (3:72)

(f 
on
ava o 
onvessa in x; nel 
aso di pi�u variabili l'analoga 
ondizione �e 
he l'hessiano

di f rispetto alle variabili da eliminare non sia nullo). Consideriamo allora il di�eren-

ziale di f ,

df = udx+

�f

�y

dy (u =

�f

�x

) ; (3:73)

volendo prendere u 
ome variabile indipendente in luogo di x, �e spontaneo usare

l'identit�a

udx = d(ux)� xdu

e s
rivere la (3.73) nella forma

d(f � ux) = �xdu+

�f

�y

dy :

E' pertanto naturale introdurre la trasformata di Legendre g di f , de�nita da

38)

g(u; y) =

�

ux� f(x; y)

�

x=x(u;y)

; (3:74)

il 
ui di�erenziale �e

dg = xdu�

�f

�y

dy ;

da questa espressione, per 
onfronto 
on dg =

�g

�u

du+

�g

�y

dy, si dedu
e

x =

�g

�u

;

�g

�y

= �

�f

�y

: (3:75)

Si noti la simmetria tra la (3.70) e la prima delle (3.75): le variabili in gio
o, x ed u,

si ottengono per derivazione di g ed f rispetto alle 
orrispondenti variabili; la se
onda

delle (3.75) si legge di
endo 
he le derivate rispetto alle variabili non in gio
o (y)

sono uguali a meno del segno. Una 
onseguenza immediata di questa simmetria �e


he appli
ando a g la trasformata di Legendre, per passare dalle variabili (u; y) alle

variabili (x; y), si ritrova f : si veri�
a infatti immediatamente 
he, se u = u(x; y) �e

la relazione 
he inverte x =

�g

�u

, allora si ha

�

ux� g(u; y)

�

u=u(x;y)

= f(x; y). Cos��, la

trasformata di Legendre di H �e nuovamente L.

39)

Vale la pena di ri
ordare le appli
azioni della trasformata di Legendre alle funzioni

termodinami
he (
on qual
he diversit�a nei segni, dovuta alla tradizione): ad esempio

U = U(S; V ), T =

�U

�S

, F = U � TS; oppure: p = �

�U

�V

, H = U + pV .

38)

Spesso viene 
hiamata trasformata di Legendre di f la funzione �g anzi
h�e la funzione

g.

39)

La trasformata di Legendre si di
e involutoria, appellativo riservato alle trasformazioni

o operazioni (si pensi alle ri
essioni) il 
ui quadrato �e l'identit�a.
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� Osservazione. In
ontreremo pi�u avanti (si veda il 
apitolo sulle trasformazioni


anoni
he) sistemi hamiltoniani | 
io�e sistemi di equazioni di�erenziali della

forma (3.65) | in 
ui per�o la funzione di Hamilton �e una funzione generi
a di p,

q e t, 
on hessiano (rispetto a p) non ne
essariamente diverso da zero. In tal 
aso

non si pu�o appli
are la trasformata di Legendre, e asso
iare all'hamiltoniana una

lagrangiana equivalente.

3.4.3 Spazio degli stati, spazio delle fasi, trasformazioni puntuali estese

Nello studio dei sistemi olonomi abbiamo fatto riferimento innanzitutto allo spazio

delle 
on�gurazioni Q a n dimensioni, 
on 
oordinate lo
ali q

1

; : : : ; q

n

. L'introduzione

del formalismo lagrangiano porta poi a 
onsiderare uno spazio a 2n dimensioni, 
on


oordinate lo
ali q

1

; : : : ; q

n

; _q

1

; : : : ; _q

n

2 U � lR

n

, U � lR

n

; si potrebbe vedere 
he

tale spazio ha una struttura geometri
a globale, detta �brato tangente a Q (denotato

abitualmente 
on TQ). Converremo di 
hiamare tale spazio spazio degli stati; un nome

tradizionale �e an
he spazio degli atti di moto.

In�ne, l'introduzione del formalismo hamiltoniano porta a 
onsiderare un se
ondo

spazio a 2n dimensioni, 
on 
oordinate lo
ali p

1

; : : : ; p

n

; q

1

; : : : ; q

n

2 lR

n

�U , U � lR

n

;

si potrebbe vedere 
he tale spazio ha a sua volta una struttura geometri
a globale,

detta �brato 
otangente a Q (denotato 
on T

�

Q). Tale spazio viene 
hiamato spazio

delle fasi. Uno stato del sistema �e dunque individuato da un punto nello spazio degli

stati, o dello spazio delle fasi, a se
onda dell'ambito 
ui 
i si riferis
e; funzioni de�nite

nell'uno o nell'altro spazio sono 
hiamate variabili dinami
he.

Sia data ora una trasformazione di 
oordinate

40)

q = q(
~
q) (3:76)

nello spazio delle 
on�gurazioni. Abbiamo gi�a visto 
he a tale trasformazione 
or-

risponde la trasformazione _q

h

=

P

k

�q

h

�~q

k

_

~q

k

per le velo
it�a generalizzate; in altre parole

la trasformazione (3.76) nello spazio delle 
on�gurazioni indu
e naturalmente una

trasformazione nello spazio degli stati, data da

q = q(
~
q) ;

_
q = J(q)

_

~
q ; J =

�

�q

h

�~q

k

�

: (3:77)

Come si �e dimostrato, la forma delle equazioni di Lagrange �e invariante sotto una

trasformazione di questo tipo.

Allo stesso modo, si pu�o vedere 
he la trasformazione (3.76) indu
e nello spazio

delle fasi una trasformazione data da

q = q(
~
q) ; p = (J

T

)

�1

~
p (3:78)

40)

Per sempli
it�a 
onsideriamo qui il solo 
aso indipendente dal tempo; la generalizzazione

�e immediata.
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(dove J

T

indi
a la trasposta di J). Un modo sempli
e di dedurre

41)

la (3.78) �e quella

di veri�
are 
he per ogni s
elta della lagrangiana L(q;
_
q) la se
onda delle (3.78) �e

equivalente alla se
onda delle (3.77), non appena si ponga p =

�L

�
_
q

e 
orrispondente-

mente
~
p =

�

~

L

�

_

~
q

, ove

~

L(
~
q;

_

~
q) = L(q(

~
q);

_
q(
~
q;

_

~
q)) �e la lagrangiana trasformata. Infatti,

eseguendo la derivata si trova

~p

h

=

n

X

k=1

�L

� _q

k

� _q

k

�

_

~q

h

=

n

X

k=1

�q

k

�~q

h

p

k

;

e la 
on
lusione �e immediata. Le (3.77) e (3.78) sono dette trasformazioni puntuali

estese.

Al pari delle equazioni di Lagrange, le equazioni di Hamilton risultano invari-

anti per trasformazioni puntuali estese. Ci�o �e evidente per il modo stesso in 
ui

tali equazioni sono state dedotte a partire dalle equazioni di Lagrange, in virt�u

dell'invarianza di queste ultime, e 
omunque potrebbe essere veri�
ato direttamente.

Nel prossimo 
apitolo 
onsidereremo una 
lasse pi�u ampia di trasformazioni di 
oor-

dinate nello spazio delle fasi (trasformazioni 
anoni
he), 
he, diversamente da quelle

puntuali estese, rimes
olano pi�u liberamente 
oordinate 
on�gurazionali e momenti


oniugati, e anzi in qual
he modo 
ondu
ono a ignorare ogni distinzione tra tali vari-

abili. Queste trasformazioni saranno proprio 
aratterizzate dalla propriet�a di las
iare

invariate in forma le equazioni di Hamilton.

3.5 Sempli
i esempi

Diamo qui di seguito al
uni esempi elementari di sistemi lagrangiani e hamilto-

niani, 
omin
iando dal problema di un punto materiale nello spazio in vari sistemi di


oordinate.

Punto materiale in 
oordinate 
artesiane x; y; z.

L'energia 
ineti
a T , espressa in funzione delle velo
it�a lagrangiane _x, _y, _z, �e

evidentemente T =

1

2

m( _x

2

+ _y

2

+ _z

2

); per i momenti 
oniugati p

x

; p

y

; p

z

si ha allora

p

x

= m _x, p

y

= m _y, p

z

= m _z, e dunque, 
on banale inversione _x =

p

x

m

e analoghe, si

ottiene per l'energia 
ineti
a T la forma T =

1

2m

(p

2

x

+p

2

y

+p

2

z

). Se V (x; y; z) �e l'energia

potenziale, la lagrangiana e l'hamiltoniana sono allora

L(x; y; z; _x; _y; _z) =

1

2

m( _x

2

+ _y

2

+ _z

2

)� V (x; y; z)

H(p

x

; p

y

; p

z

; x; y; z) =

1

2m

(p

2

x

+ p

2

y

+ p

2

z

) + V (x; y; z) :

41)

La veri�
a si potrebbe 
ompiere an
he in modo intrinse
o, rifa
endosi alla de�nizione

stessa di spazio 
otangente.
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Punto materiale in 
oordinate 
ilindri
he r; '; z.

Si �e ��a visto 
he si ha T =

1

2

m( _r

2

+r

2

_'

2

+ _z

2

). I momenti 
oniugati p

r

; p

'

; p

z

sono

allora dati da p

r

= m _r, p

'

= mr

2

_', p

z

= m _z, 
osi

h�e, an
ora 
on banali inversioni,

si ha T =

1

2m

(p

2

r

+ p

2

'

=r

2

+ p

2

z

). Indi
ando an
ora 
on V l'energia potenziale, espressa

per�o in funzione delle variabili r; '; z, si ha allora

L(r; '; z; _r; _'; _z) =

1

2

m( _r

2

+ r

2

_'

2

+ _z

2

)� V (r; '; z)

H(p

r

; p

'

; p

z

; r; '; z) =

1

2m

(p

2

r

+

p

2

'

r

2

+ p

2

z

) + V (r; '; z) :

Punto materiale in 
oordinate sferi
he �; #; '.

In modo analogo, dalla de�nizione delle 
oordinate x = � sin# 
os', y =

� sin# sin', z = � 
os#, si ottiene

L(�; #; '; _�;

_

#; _') =

1

2

m( _�

2

+ �

2

_

#

2

+ �

2

sin

2

# _'

2

)� V (�; #; ')

H(p

�

; p

#

; p

'

; �; #; ') =

1

2m

(p

2

�

+

p

2

#

�

2

+

p

2

'

�

2

sin

2

#

) + V (�; #; ') :

� Osservazioni.

a) In questi esempi, l'energia 
ineti
a non 
ontiene termini misti (la matri
e 
ineti
a

�e diagonale), grazie al fatto 
he le linee 
oordinate si interse
ano ortogonalmente;

un esempio banale in 
ui 
i�o non avviene �e quello delle 
oordinate 
artesiane

oblique.

b) In generale, in sistemi di 
oordinate ortogonali, l'energia 
ineti
a ha dunque la

forma diagonale T (q;
_
q) =

1

2

P

h

a

h

(q) _q

2

h

; 
orrispondentemente, �e immediato 
on-

statare 
he si ha sempre T (p;q) =

1

2

P

h

p

2

h

a

h

(q)

, 
ome negli esempi sopra riportati.


) Si osservi il diverso signi�
ato �si
o dei momenti 
oniugati nei tre sistemi di 
oor-

dinate sopra 
onsiderati. Nel 
aso delle 
oordinate 
artesiane essi rappresentano

le 
omponenti della quantit�a di moto; nel 
aso delle 
oordinate 
ilindri
he, 
i�o

resta vero per p

r

e p

z

, mentre p

'

�e la 
omponente del momento angolare lungo

l'asse z, 
he �e l'asse di rotazione asso
iato alla 
oordinata angolare '. Nel 
aso

delle 
oordinate sferi
he, si ha analogamente 
he p

�

�e la 
omponente radiale della

quantit�a di moto, e p

'

�e an
ora la 
omponente z del momento angolare. In gen-

erale, dalla 
ir
ostanza 
he il prodotto p

h

q

h

ha le dimensioni di una azione, segue

subito 
he, se q

h

ha le dimensioni di una lunghezza, allora p

h

ha le dimensioni

di una quantit�a di moto, mentre se q

h

�e un angolo, p

h

ha le dimensioni di un

momento angolare.

Problema a due 
orpi.

Consideriamo il 
aso parti
olarmente signi�
ativo di forze interne 
entrali a

simmetria sferi
a, e dunque provenienti da un'energia potenziale V (�), 
on �

2
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= (x

1

� x

2

)

2

+ (y

1

� y

2

)

2

+ (z

1

� z

2

)

2

; in 
oordinate 
artesiane si ha allora

L(x

1

; y

1

; : : : ; z

2

; _x

1

; : : : ; _z

2

) =

1

2

m

1

( _x

2

1

+ _y

2

1

+ _z

2

1

) +

1

2

m

2

( _x

2

2

+ _y

2

2

+ _z

2

2

) � V (�). E'

tuttavia 
onveniente passare dalle 
oordinate 
artesiane dei due punti a nuove 
oordi-

nate X;Y; Z; �; #; ', ove X;Y; Z sono le 
oordinate 
artesiane del bari
entro, e �; #; '

le 
oordinate sferi
he del vettore relativo P

2

� P

1

. Si veri�
a allora 
he L e H sono

date da

L =

1

2

m(

_

X

2

+

_

Y

2

+

_

Z

2

) +

1

2

�( _�

2

+ �

2

_

#

2

+ �

2

sin

2

# _'

2

)� V (�)

H =

1

2m

(p

2

X

+ p

2

Y

+ p

2

Z

) +

1

2�

(p

2

�

+

p

2

#

�

2

+

p

2

'

�

2

sin

2

#

) + V (�) ;

ove m e � denotano la massa totale e la massa ridotta.

Sempli
i esempi di punto materiale vin
olato.

Per tutti i problemi di punto vin
olato a una retta, ad esempio l'asse x, �e suÆ
iente


onsiderare il 
aso sopra riportato delle 
oordinate 
artesiane, imponendo i vin
oli

y = 0, z = 0 (e 
orrispondentemente _y = 0, _z = 0); ad esempio, per l'os
illatore

armoni
o unidimensionale si ha

L(x; _x) =

1

2

m _x

2

�

1

2

kx

2

; H(p; x) =

p

2

2m

+

1

2

kx

2

:

In modo analogo, per il pendolo sempli
e nel piano verti
ale xy, 
on l'asse y verti-


ale as
endente, si usano 
oordinate 
ilindri
he r; '; z, imponendo i vin
oli z = 0,

r = l. Misurando, 
ome �e 
onsueto in questo problema, l'angolo ' a partire

dalla direzione negativa dell'asse y, l'energia potenziale della forza peso �e allora

V = mgy = �mgl 
os'; si ha 
os��

L =

1

2

ml

2

_'

2

+mgl 
os' ; H =

p

2

2ml

2

�mgl 
os' ;

dove si �e denotato p = p

'

. Nonostante la massa m appaia nella lagrangiana, tuttavia

l'equazione del moto del pendolo non ne dipende.

42)

In�ne, �e fa
ile vedere (usando 
oordinate polari, e imponendo il vin
olo � = R)


he per il pendolo sferi
o si ha

L =

1

2

mR

2

(

_

#

2

+ sin

2

# _'

2

) +mgR 
os# ; H =

1

2mR

2

(p

2

#

+

p

2

'

sin

2

#

)�mgR 
os# ;

dove si �e preso l'angolo # a partire dalla direzione negativa dell'asse z.

42)

In e�etti, 
ome abbiamo gi�a osservato, le equazioni di moto non si alterano se si moltipli
a

la lagrangiana per una 
ostante. Qui �e spontaneo dividere la lagrangiana per ml

2

;

modi�
ando 
oerentemente la de�nizione del momento 
oniugato (
io�e ponendo p = _'),

possiamo dunque prendere L =

1

2

_'

2

+ !

2


os' e H =

1

2

p

2

� !

2


os', 
on !

2

= g=l.
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3.6 Potenziali dipendenti dalla velo
it�a. Trattazione lagrangiana e hamiltoniana

Dopo aver s
ritto le equazioni di Lagrange nella forma generale

d

dt

�T

� _q

h

�

�T

�q

h

= Q

h

; (3:79)

si �e visto 
he nel 
aso di forze posizionali derivanti da potenziale, per le quali si ha

Q

h

= �

�V

�q

h

; (3:80)

le equazioni assumono la forma

d

dt

�L

� _q

h

�

�L

�q

h

= 0 ; (3:81)


on L = T �V . E' 
hiaro per�o 
he 
i si pu�o ridurre alla forma (3.81) an
he nel 
aso di

forze dipendenti dalla velo
it�a, se esiste una funzione V (q;
_
q; t) tale 
he sia soddisfatta

la 
ondizione, 
he generalizza la (3.80),

Q

h

=

d

dt

�V

� _q

h

�

�V

�q

h

; (3:82)

infatti, si vede allora immediatamente 
he la (3.79) e la (3.82) impli
ano an
ora la

(3.81).

3.6.1 Un esempio: la forza di Coriolis

Il 
aso pi�u familiare in 
ui tale 
ir
ostanza si veri�
a �e quello della forza di Coriolis

F = 2m
_
q ^ ! ; (3:83)


he interviene nello studio del moto di un punto materiale in un sistema di riferimento

rotante 
on velo
it�a angolare ! (
he qui per sempli
it�a supponiamo 
ostante). Come

sappiamo, un modo di pro
edere 
onsiste nel trattare il sistema di 
oordinate rotante


ome se fosse inerziale, pur di aggiungere alle forze \vere" eventualmente presenti

le forze inerziali, in questo 
aso la forza 
entrifuga e la forza di Coriolis data dalla

(3.83). La forza 
entrifuga �e una forza posizionale 
onservativa, des
ritta dal potenziale

V




(q) = �

1

2

m!

2

d

2

, dove d = d(q) �e la distanza del punto materiale dall'asse di

rotazione; se

~

V (q) denota il potenziale delle altre forze posizionali eventualmente

presenti, allora V

0

=

~

V + V




�e il potenziale 
omplessivo delle forze posizionali. Per

quanto riguarda la forza di Coriolis, si ha inve
e la seguente

Proposizione 3.10: La forza di Coriolis (3.83), 
on velo
it�a angolare ! 
ostante, si

dedu
e, attraverso la (3.82), da un potenziale V

1

(q;
_
q), lineare in

_
q, dato da

V

1

(q;
_
q) = �m

_
q ^ ! � q : (3:84)
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Dimostrazione. Dall'espressione di V

1

si ottiene immediatamente

�V

1

�q

h

= �m(
_
q ^ !)

h

;

e inoltre (osservando 
he per le note propriet�a del prodotto misto si pu�o s
rivere

V

1

= �m
_
q � ! ^ q)

�V

1

� _q

h

= �m(! ^ q)

h

;

d

dt

�V

1

� _q

h

= �m(! ^
_
q)

h

;

la 
on
lusione �e immediata. Q.E.D.

La lagrangiana del sistema �e dunque

L = T � V

0

� V

1

; (3:85)

ove T =

m

2

( _q

2

1

+ _q

2

2

+ _q

2

3

) �e l'energia 
ineti
a, 
ome essa appare nel sistema rotante.

� Eser
izio 3.9: Veri�
are 
he la lagrangiana (3.85), 
on V

1

della forma (3.84), �e la

lagrangiana del punto materiale in un sistema di riferimento rotante, an
he nel 
aso di

! non 
ostante (pre
isamente, in questo 
aso il termine V

1

produ
e an
he il termine

aggiuntivo m _!^ (P �O) = m _!^q, 
he 
ompare nella parte di tras
inamento della forza

�ttizia).

A proposito della forza di Coriolis ri
ordiamo 
he, 
ome si �e gi�a osservato, il modo

pi�u naturale e 
onveniente di trattare i sistemi di 
oordinate rotanti all'interno del

formalismo lagrangiano, senza introdurre le forze inerziali e i loro potenziali, 
onsiste

sempli
emente nell'introdurre un 
ambiamento di 
oordinate dipendente dal tempo.

Nell'esempio 
he stiamo seguendo, se x

1

, x

2

, x

3

sono 
oordinate 
artesiane in un

sistema di riferimento inerziale, allora il 
ambio di 
oordinate �e dato da

x

1

= q

1


os!t� q

2

sin!t ; x

2

= q

1

sin!t+ q

2


os!t ; x

3

= q

3

(le due origini si sono assunte 
oin
identi, e si �e preso l'asse x

3


ome asse di rotazione).

L'energia 
ineti
a �e ora data da

~

T =

m

2

( _x

2

1

+ _x

2

2

+ _x

2

3

); sviluppando i quadrati si trova

~

T =

~

T

2

+

~

T

1

+

~

T

0

, 
on

~

T

2

= T ;

~

T

1

= �V

1

;

~

T

0

= �V




:

Pertanto la lagrangiana

~

L =

~

T �

~

V 
oin
ide 
on L. E' interessante osservare 
he

gli stessi termini della lagrangiana appaiono in un 
aso 
ome 
ineti
i, nell'altro 
ome

potenziali. Altre volte si ottengono, pro
edendo nel modo pi�u spontaneo, lagrangiane

non identi
he, ma di�erenti per un termine del tipo L

0

=

d

t

F (
on F (q; t) opportuna),

e dunque, 
ome si �e visto, equivalenti.

3.6.2 Forze elettromagneti
he

Il se
ondo e pi�u importante esempio, in 
ui intervengono potenziali dipendenti

dalle velo
it�a, �e quello della forza di Lorentz

F = e (E+
_
q ^B) ; (3:86)
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he determina il moto di una parti
ella 
ari
a in un 
ampo elettromagneti
o.

43)

Come

�e noto, il 
ampo elettri
o E e l'induzione magneti
a B sono dedu
ibili dal potenziale

s
alare � e dal \potenziale vettore" A nel modo seguente:

E = �

�

grad�+

�A

�t

�

; B = rotA : (3:87)

La somiglianza della parte magneti
a della forza di Lorentz 
on la forza di Coriolis

�e evidente;

44)

pertanto, nel 
aso in 
ui il 
ampo magneti
o sia uniforme e 
ostante

(
orrispondentemente alla s
elta di ! 
ostante), possiamo senz'altro 
on
ludere 
he

la forza di Lorentz si dedu
e, attraverso la (3.82), dal potenziale V (q;
_
q) = �e(� +

1

2

_
q^B �q). Il 
aso generale si tratta agevolmente mediante il potenziale vettore: vale

infatti la seguente

Proposizione 3.11: La forza di Lorentz (3.87) si dedu
e, attraverso la (3.82), dal poten-

ziale (lineare in
_
q)

V (q;
_
q) = e�� e

_
q �A : (3:88)

� Osservazione. Il vettore j = e
_
q si interpreta 
ome 
orrente asso
iata al moto

della 
ari
a e 
on velo
it�a
_
q. Come la 
ari
a si a

oppia al potenziale s
alare �, 
os��

la 
orrente si a

oppia al potenziale vettoreA (e verrebbe spontanea la ris
rittura

della (3.88) in forma di prodotto s
alare tra vettori a quattro 
omponenti, 
ome

nella teoria della relativit�a).

Dimostrazione. Usando i potenziali, la forza di Lorentz prende la forma

F = �e

�

grad�+

�A

�t

�

+ e
_
q ^ rotA ; (3:89)

basta allora dimostrare 
he il membro di destra della (3.89) 
oin
ide 
on

d

dt

�V

�
_
q

�

�V

�q

,

ove V �e dato dalla (3.88). La veri�
a �e sempli
e: derivando si trova

�V

� _q

h

= �eA

h

;

d

dt

�V

� _q

h

= �e

�

�A

h

�t

+

X

k

_q

k

�A

h

�q

k

�

;

�V

�q

h

= e

�

��

�q

h

�

X

k

_q

k

�A

k

�q

h

�

;

e dunque

d

dt

�V

� _q

h

�

�V

�q

h

= �e

�

��

�q

h

+

�A

h

�t

�

+ e

X

k

_q

k

�

�A

k

�q

h

�

�A

h

�q

k

�

:

43)

Seguiamo qui il sistema MKSA, di uso 
omune nei testi di �si
a generale; nei testi di

�si
a teori
a �e pi�u frequente l'uso del sistema 
gs, nel quale B �e sostituito da H=
.

44)

Si noti in parti
olare 
ome la B sia 
os��, in qual
he modo, asso
iato alle rotazioni,

se
ondo l'intuizione originaria di Maxwell.
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Si vede ora fa
ilmente, per l'ultimo termine, 
he vale

45)

X

k

_q

k

�

�A

k

�q

h

�

�A

h

�q

k

�

= (
_
q ^ rotA)

h

;

e 
i�o 
on
lude la dimostrazione. Q.E.D.

Pertanto, la lagrangiana di una parti
ella di massa m e 
ari
a e in un 
ampo

elettromagneti
o �e

L = T � V =

1

2

m
_
q

2

+ e
_
q �A� e� : (3:90)

3.6.3 Trattazione hamiltoniana della parti
ella in 
ampo elettromagneti
o

Dalla de�nizione di momento 
oniugato p

h

=

�L

�q

h

, appli
ata alla lagrangiana

(3.90) della parti
ella 
ari
a in 
ampo elettromagneti
o, si ha

p = m
_
q+ eA ;

_
q =

p� eA

m

(3:91)

(il momento p di�eris
e dunque dalla quantit�a di moto m
_
q per un termine additivo).

L'hamiltoniana H �e pertanto data da

H = (p �
_
q� L)

�

�

�

_
q=(p�
A)=m

:

Se ora indi
hiamo 
on L

2

, L

1

e L

0

i termini della lagrangiana (3.90), di grado rispetti-

vamente due, uno e zero in
_
q, per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee abbiamo

p �
_
q =

�L

�
_
q

�
_
q = 2L

2

+ L

1

, e di 
onseguenza H = L

2

� L

0

, ovvero

H(p;q) =

1

2m

(p� eA)

2

+ e � :

Si noti 
he, per la se
onda delle (3.91), si ha H = T + e�, somma di energia 
ineti
a

ed energia potenziale; il termine magneti
o L

1

= e
_
q �A non 
ompare 
ome addendo in

H, ma di esso resta tra

ia nella parte 
ineti
a, attraverso il legame \in
onsueto" tra

p e
_
q (e per questa via resta tra

ia del 
ampo magneti
o nelle equazioni del moto).

45)

L'espressione si ri
orda fa
ilmente nella forma v ^ (r ^ A) = r(v � A) � (v � r)A,

v =
_
q, alquanto simile alla nota formula per il doppio prodotto vettore a ^ (b ^ 
) =

b(a � 
) � 
(a � b); (r � grad; rotA = r ^ A). Veri�
hiamo per la 
omponente x:

(v^ rotA)

x

= _y(�

x

A

y

��

y

A

x

)� _z(�

z

A

x

��

x

A

z

) = _y(�

x

A

y

��

y

A

x

)� _z(�

z

A

x

��

x

A

z

)+

_x�

x

A

x

� _x�

x

A

x

= ( _x�

x

A

x

+ _y�

x

A

y

+ _z�

x

A

z

)� ( _x�

x

A

x

+ _y�

y

A

x

+ _z�

z

A

x

), dove �

x

=

�

�x

,

et
.
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3.7 Leggi di 
onservazione

3.7.1 Conservazione dell'energia nel formalismo lagrangiano e in quello hamiltoniano

Consideriamo un sistema lagrangiano a n gradi di libert�a, di lagrangiana L(q;
_
q; t), e

introdu
iamo la funzione

E(q;
_
q; t) =

n

X

h=1

_q

h

�L

� _q

h

� L : (3:92)

Sulla base delle sole equazioni di Lagrange (e dunque senza restrizioni sulla forma di

L) si 
al
ola subito la derivata totale di E(q(t);
_
q(t); t) rispetto al tempo:

_

E =

n

X

h=1

�

�q

h

�L

� _q

h

+ _q

h

d

dt

�L

� _q

h

�

�

n

X

h=1

�

_q

h

�L

�q

h

+ �q

h

�L

� _q

h

�

�

�L

�t

=

n

X

h=1

_q

h

�

d

dt

�L

� _q

h

�

�L

�q

h

�

�

�L

�t

= �

�L

�t

:

(3:93)

Per
i�o, nel 
aso parti
olare in 
ui L non dipenda espli
itamente dal tempo, si vede 
he

E �e un integrale del moto.

Se poi la lagrangiana ha la forma L(q;
_
q) = T (q;

_
q) � V (q), 
on T (q;

_
q) =

1

2

P

hk

a

hk

(q) _q

h

_q

k

(sistemi naturali, 
on vin
oli �ssi e forze 
onservative indipendenti

dalle velo
it�a), allora si ha

E = 2T � (T � V ) = T + V : (3:94)

In questo 
aso si vede 
he la quantit�a E 
onservata ha il signi�
ato di energia totale

del sistema, s
ritta in funzione delle 
oordinate lagrangiane q e
_
q; in e�etti, 
ome

si vede 
hiaramente dalla de�nizione (3.92), E 
oin
ide 
on la funzione di Hamilton

H (
he in queste ipotesi si pu�o 
ertamente 
ostruire), a meno del 
ambio di variabili

da (q;
_
q) a (p;q). Se poi V dipende an
he dalle velo
it�a, pi�u pre
isamente si ha

V = V

0

(q) + V

1

(q;
_
q), 
on V

1

lineare in
_
q (forza di Lorentz, forza di Coriolis), allora

si trova (in modo analogo a quanto gi�a si �e visto per H)

E = 2T � V

1

� (T � V

0

� V

1

) = T + V

0

:

La quantit�a E ha an
ora il signi�
ato di energia, tuttavia ad essa non 
ontribuis
e il

termine V

1

lineare in
_
q; 
i�o �e 
oerente 
on il fatto ben noto 
he le forze asso
iate a V

1

sono ortogonali alla velo
it�a, e dunque non 
ompiono lavoro. Esse prendono il nome

di forze giros
opi
he.

La versione hamiltoniana della legge di 
onservazione dell'energia �e an
ora pi�u
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sempli
e: risulta infatti

_

H =

�H

�t

+

n

X

h=1

�

�H

�q

h

_q

h

+

�H

�p

h

_p

h

�

=

�H

�t

;

non appena si tenga 
onto delle equazioni di Hamilton _p

h

= �

�H

�q

h

, _q

h

=

�H

�p

h

. Per-

tanto, se la funzione hamiltoniana H non dipende espli
itamente dal tempo, essa �e

un integrale del moto (vale la pena di ri
ordare 
he, 
ome si �e visto nel paragrafo

pre
edente, si ha

�H

�t

= �

�L

�t

, e dunque H si 
onserva non appena L sia indipendente

da t).

� Osservazione. Esistono 
asi signi�
ativi di sistemi me

ani
i 
on energia 
i-

neti
a dipendente dal tempo, in 
ui tuttavia la lagrangiana e la hamiltoniana

risultano indipendenti dal tempo; 
i�o avviene in parti
olare quando si usano 
oor-

dinate relative a un sistema uniformemente rotante (di grande interesse in me

a-

ni
a 
eleste, tipi
amente nel 
osiddetto problema ristretto 
ir
olare dei tre 
orpi).

An
he in questo 
aso avviene 
he H, per il solo fatto di essere indipendente dal

tempo, �e un integrale del moto (integrale di Ja
obi).

Il formalismo lagrangiano �e poi interessante an
he nel 
aso in 
ui vi siano, in aggiunta

ad eventuali forze 
onservative e giros
opi
he, il 
ui potenziale indi
hiamo 
on V (q;
_
q),

altre forze del tutto generi
he, des
ritte mediante le 
omponenti lagrangiane della sol-

le
itazione Q

1

; : : : ; Q

n

. In questo 
aso abbiamo gi�a visto 
he le equazioni di Lagrange

si possono s
rivere nella forma

d

dt

�L

� _q

h

�

�L

�q

h

= Q

h

(q;
_
q; t) ;


on L = T �V . Pro
edendo 
ome sopra si ottiene (per L indipendente dal tempo), al

posto della legge di 
onservazione

_

E = 0, la relazione pi�u generale

_

E =

n

X

h=1

Q

h

(q;
_
q; t) _q

h

;

il membro di destra rappresenta la potenza delle forze aggiuntive 
onsiderate, s
ritta

mediante le 
oordinate libere. Se essa �e sempre negativa o al pi�u nulla (�e il 
aso degli

attriti), le forze si di
ono dissipative.

Naturalmente, possiamo sempre pensare 
he siano in
luse nelle Q

h

tutte le forze

attive, ovvero fare riferimento alle equazioni di Lagrange nella forma generale

d

dt

�T

� _q

h

�

�T

�q

h

= Q

h

;

in tal 
aso, appli
ando il risultato pre
edente 
on V = 0 e E = T , otteneniamo

_

T =

X

h

_q

h

Q

h

(q;
_
q; t) ;
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si vede 
os�� 
he la derivata temporale dell'energia 
ineti
a �e uguale alla potenza di

tutte le forze attive. E' questa la formulazione lagrangiana del Teorema dell'energia


ineti
a.

3.7.2 Coordinate ignorabili

Consideriamo un sistema lagrangiano naturale a n gradi di libert�a, e supponiamo


he L non dipenda in realt�a da al
une 
oordinate,

46)

ad esempio da q

m+1

; : : : ; q

n

, per

un �ssato m, 1 � m < n:

L(q;
_
q; t) = L(q

1

; : : : ; q

m

; _q

1

; : : : ; _q

n

; t) :

Questa situazione si veri�
a, tipi
amente, per problemi dotati di una qual
he simme-

tria, a seguito di una buona s
elta delle 
oordinate lagrangiane: ad esempio, per il

problema di Keplero | pi�u in generale, per forze 
entrali a simmetria sferi
a | se 
i

si ridu
e al piano dell'orbita e si usano le 
oordinate polari si trova 
he sia la matri
e


ineti
a, sia l'energia potenziale V , dipendono della sola 
oordinata radiale; oppure,

per il problema a due 
orpi 
on sole forze interne, �e possibile far riferimento alle 
o-

ordinate del 
entro di massa e alle 
oordinate relative di un punto rispetto all'altro, e

allora la lagrangiana dipende solo da queste ultime. Se 
i�o si veri�
a, allora i momenti


oniugati

p

l

(q;
_
q; t) =

�L

� _q

l

; l = m+ 1; : : : ; n ; (3:95)

sono integrali del moto del sistema (dalle equazioni di Lagrange si ha infatti _p

l

=

�L

�q

l

= 0).

Vogliamo sfruttare l'esistenza di questi integrali del moto per ridurre il numero

di gradi di libert�a e�ettivi del sistema da n a m, e s
rivere una \lagrangiana ridotta"

L

�


he dipenda solo da q

1

; : : : ; q

m

; _q

1

; : : : ; _q

m

, e sia per�o equivalente alla L per quanto

riguarda le prime m 
oordinate. A questo s
opo possiamo risolvere le (3.95) rispetto

a _q

m+1

; : : : ; _q

n

(si usa an
ora una volta il fatto 
he la matri
e

�

�

2

L

� _q

h

� _q

k

�

�e de�nita

positiva, 
osi

h�e, in parti
olare, ha determinante diverso da zero il minore diagonale

formato dalle ultime n�m righe e 
olonne), e s
rivere

_q

l

= u

l

(q

1

; : : : ; q

m

; _q

1

; : : : ; _q

m

; t; p

m+1

: : : ; p

n

) ; l = m+ 1; : : : ; n : (3:96)

Si veri�
a ora senza diÆ
olt�a 
he la lagrangiana L

�


er
ata �e data da

L

�

(q

1

; : : : ; q

m

; _q

1

; : : : ; _q

m

; t; p

m+1

; : : : ; p

n

) = L(q

1

; : : : ; q

m

; _q

1

; : : : ; _q

n

; t)�

n

X

l=m+1

p

l

_q

l

;

(3:97)

ove _q

m+1

; : : : ; _q

n

vanno pensate espresse in funzione di tutte le altre variabili e delle


ostanti p

m+1

; : : : ; p

n

, per mezzo delle (3.96) (in L

�

le 
ostanti p

m+1

; : : : ; p

n

gio
ano il

ruolo di parametri, �ssati dal dato iniziale; abbiamo 
os��, in 
orrispondenza all'uni
a

46)

La lagrangiana dipende inve
e, ne
essariamente, da tutte le velo
it�a, altrimenti l'energia


ineti
a non sarebbe de�nita positiva.
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lagrangiana L, una famiglia a n�m parametri di lagrangiane ridotte). Per dimostrarlo

basta osservare 
he, per h � m, risulta

�L

�

�q

h

=

�L

�q

h

+

n

X

l=m+1

�L

� _q

l

�u

l

�q

h

�

n

X

l=m+1

p

l

�u

l

�q

h

=

�L

�q

h

;

e allo stesso modo

�L

�

� _q

h

=

�L

� _q

h

; di 
onseguenza le equazioni di lagrange relative a L

�


oin
idono 
on le prime m equazioni di Lagrange relative a L.

Una volta determinata la soluzione q

1

(t); : : : ; q

m

(t) del problema ridotto, le (3.96)

fornis
ono _q

m+1

(t); : : : ; _q

n

(t); tramite una integrazione (ordinaria), si possono allora

determinare an
he q

m+1

(t); : : : ; q

n

(t). Si vede 
os�� 
he la risoluzione del problema ri-

dotto �e equivalente, a meno di una quadratura, alla risoluzione del problema 
ompleto.

Le 
oordinate q

m+1

; : : : ; q

n

prendono il nome di 
oordinate ignorabili.

� Osservazione. Vale la pena di sottolineare l'analogia della (3.97) 
on la re-

lazione 
he lega L e H. Ci�o 
he abbiamo fatto �e, in sostanza, un passaggio

parziale dalle 
oordinate lagrangiane q

h

e _q

h

alle 
oordinate 
anoni
he q

h

e p

h

,

limitato alle ultime n � m 
oordinate; proprio in questo modo rius
iamo a uti-

lizzare il fatto 
he p

m+1

: : : ; p

n

(a di�erenza di _q

m+1

; : : : ; _q

n

) sono 
ostanti.

47)

In

ambito hamiltoniano, grazie al fatto 
he il passaggio alle 
oordinate p

h

, q

h

�e gi�a

stato fatto, il problema delle 
oordinate ignorabili �e pi�u sempli
e: se q

m+1

; : : : ; q

n

non �gurano in H, allora le variabili p

m+1

; : : : ; p

n

si 
omportano 
ome parametri


ostanti, e il sistema si pu�o pensare { senza bisogno di 
ambiare hamiltoniana {


ome un sistema 
on soli m gradi di libert�a e�ettivi.

� Esempio. Consideriamo un sistema piano 
on un potenziale 
entrale, 
io�e dipendente

solo dalla distanza r dall'origine; utilizzando le 
oordinate polari r, ' la lagrangiana si

s
rive allora

L(r;'; _r; _') =

m

2

( _r

2

+ r

2

_'

2

)� V (r) :

Poi
h�e L in realt�a non dipende da ', il momento 
oniugato p

'

= mr

2

_' �e un integrale

del moto; risolvendo rispetto a _' troviamo _' = p

'

=mr

2

. La (3.97) fornis
e allora

L

�

(r; _r; p

'

) =

m

2

_r

2

+

p

2

'

2mr

2

� V (r)�

p

2

'

mr

2

=

m

2

_r

2

� V (r)�W (r;p

'

) ;


on W =

p

2

'

2mr

2

. Otteniamo 
os�� un sistema lagrangiano a un solo grado di libert�a,


on una sorta di \energia potenziale eÆ
a
e" V

�

= V +W ; si osservi 
he il termine

aggiuntivo W (se p

'

6= 0) �e repulsivo, e diverge nell'origine.

47)

Non sarebbe diÆ
ile vedere 
he questo passaggio si pu�o fare sempre, indipendentemente

dal fatto 
he q

m+1

; : : : ; q

n


ompaiano o meno nella lagrangiana, dando luogo a equazioni

del moto nella forma di equazioni di Lagrange per i primim gradi di libert�a, ed equazioni


anoni
he per i gradi di libert�a rimanenti (equazioni di Routh).
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� Eser
izio 3.10: Si tra

i il gra�
o del potenziale eÆ
a
e V

�

per il problema di

Keplero, per l'os
illatore armoni
o bidimensionale, e per un punto materiale soggetto

a una forza radiale di intensit�a 
ostante (punto vin
olato alla super�
ie di un 
ono

roves
iato 
on asse verti
ale). Si studi qualitativamente il moto nei tre 
asi.

� Eser
izio 3.11: Si determinino le 
ondizioni su V (r), per le quali l'origine non pu�o

mai essere raggiunta (per energia e momento angolare �ssati).

3.7.3 Il Teorema di Noether (propriet�a di invarianza e leggi di 
onservazione)

Consideriamo un sistema lagrangiano, 
on lagrangiana L(q;
_
q; t); 
ome sappiamo,

se L non dipende da una 
oordinata, ad esempio q

l

, allora il 
orrispondente momento


oniugato p

l

=

�L

� _q

l

�e una 
ostante del moto. Ora, la propriet�a 
he L non dipende

dalla 
oordinata q

l

pu�o essere espressa in forma signi�
ativa nel modo seguente. Si


onsidera la famiglia a un parametro di trasformazioni

q 7! '(�;q) ;
_
q 7!  (�;q;

_
q) ;


orrispondente alla traslazione di � della sola 
oordinata q

l

(banalmente estesa alle

variabili _q

h

):

'

h

(�;q) = q

h

+ �Æ

lh

;  

h

(�;q;
_
q) = _q

h

; h = 1; : : : ; n :

Allora l'indipendenza di L dalla 
oordinata q

l

si pu�o esprimere di
endo 
he L �e

invariante (non 
ambia valore) sotto questa parti
olare famiglia di trasformazioni:

L('(�;q); (�;q;
_
q); t) = L(q;

_
q; t). Corrispondentemente, si pu�o dire 
he la legge di


onservazione _p

l

= 0 �e asso
iata a tale propriet�a di invarianza della lagrangiana.

Questo risultato si generalizza a famiglie qualsiasi di trasformazioni (regolari e in-

vertibili, pre
isamente di�eomor�smi lo
ali) q 7! '(�;q), dipendenti 
on regolarit�a da

un parametro reale �, nel senso 
he a 
ias
una famiglia 
he las
i invariante la lagrangiana

�e asso
iata una parti
olare legge di 
onservazione. Ci�o �e assi
urato dalla seguente

Proposizione 3.12 (Teorema di Emmy Noether): Sia q 7! '(�;q) una famiglia di

di�eomor�smi lo
ali dipendente da un parametro reale �, de�nita e di�erenziabile in � per

� in un intorno dell'origine, e soddisfa
ente '(0;q) = q; sia
_
q 7!  (�;q;

_
q) =

P

k

�'

�q

k

_q

k

la naturale estensione di tale trasformazione alle velo
it�a. Se per ogni s
elta di q,
_
q e �

risulta

L('(�;q); (�;q;
_
q); t) = L(q;

_
q; t) ; (3:98)

allora la funzione

P (q;
_
q; t) =

n

X

h=1

�'

h

��

(0;q) p

h

(q;
_
q) ;

dove p

h

=

�L

� _q

h

, �e un integrale del moto per le equazioni di Lagrange asso
iate alla

lagrangiana L.

Dimostrazione. Cal
oliamo la derivata di L('(�;q); (�;q;
_
q); t) rispetto ad �. Si
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ha

�L

��

=

n

X

h=1

�

�L

�q

h

�'

h

��

+

�L

� _q

h

� 

h

��

�

:

D'altra parte per le equazioni di Lagrange risulta

�L

�q

h

=

d

dt

�L

� _q

h

, mentre dalla de�nizione

di  

h

si dedu
e immediatamente

48)

� 

h

��

=

d

dt

�'

h

��

; si ha pertanto

�L

��

=

n

X

h=1

�

�'

h

��

d

dt

�L

� _q

h

+

�L

� _q

h

d

dt

�'

h

��

�

=

d

dt

n

X

h=1

�'

h

��

�L

� _q

h

:

Ma per la propriet�a di invarianza (3.98) si ha

�L

��

= 0, e quindi segue 
he

P

n

h=1

�'

h

��

�L

� _q

h

�e una 
ostante del moto. In parti
olare,

49)

per � = 0 si ottiene

_

P = 0. Q.E.D.

� Esempio. Consideriamo due punti materiali m

1

e m

2

, non soggetti a vin
oli, e sup-

poniamo 
he il potenziale 
on 
ui essi interagis
ono dipenda solo dal modulo della dis-

tanza relativa jx

(2)

� x

(1)

j. Usando il teorema di Noether dimostriamo 
he si 
on-

servano la quantit�a di moto totale P = m

1

v

(1)

+ m

2

v

(2)

e il momento della quan-

tit�a di moto totale M = m

1

x

(1)

^ v

(1)

+ m

2

x

(2)

^ v

(2)

. A tale s
opo poniamo

(q

1

; : : : ; q

6

) = (x

(1)

1

; x

(1)

2

; : : : ; x

(2)

3

); la lagrangiana si s
rive allora

L =

1

2

m

1

( _q

2

1

+ _q

2

2

+ _q

2

3

) +

1

2

m

2

( _q

2

4

+ _q

2

5

+ _q

2

6

)� V [(q

4

� q

1

)

2

+ (q

5

� q

2

)

2

+ (q

6

� q

3

)

2

℄ ;

e si vede 
he:

a) L �e invariante per traslazione lungo uno qualsiasi dei tre assi 
artesiani. Con riferimento

alle traslazioni lungo l'asse x

1

, 
i�o vuol dire 
he L �e invariante per la sostituzione q

h

7!

'

h

(�;q), _q

h

7!  

h

(�;q;
_
q), 
on '

1

= q

1

+�, '

4

= q

4

+�, e '

h

= q

h

per h 6= 1; 4, mentre

 

h

= _q

h

per ogni h. Poi
h�e

�'

h

��

= 0 per h 6= 1; 4 e

�'

1

��

=

�'

4

��

= 1, usando il teorema

di Noether si 
on
lude 
he p

1

+ p

4

, 
he �e la prima 
omponente del vettore quantit�a di

moto, si 
onserva. Allo stesso modo si pro
ede evidentemente per le altre 
omponenti.

b) La lagrangiana, data la simmetria sferi
a, �e invariante an
he per rotazione intorno a


ias
uno degli assi 
oordinati. Con riferimento a rotazioni attorno all'asse x

3

, 
i�o vuol

dire 
he la sostituzione q

h

7! '

h

(�;q), de�nita da

8

>

:

'

1

'

2

9

>

;

=

8

>

:


os� � sin�

sin� 
os�

9

>

;

8

>

:

q

1

q

2

9

>

;

; '

3

= q

3

8

>

:

'

4

'

5

9

>

;

=

8

>

:


os� � sin�

sin� 
os�

9

>

;

8

>

:

q

4

q

5

9

>

;

; '

6

= q

6

(
on naturale estensione _q

h

7!  

h

(�;q;
_
q)), las
ia invariata L. In questo 
aso risulta

�'

1

��

(0;q) = �q

2

;

�'

2

��

(0;q) = q

1

;

�'

3

��

(0;q) = 0 ;

48)

Si tratta della ripetizione di un sempli
e 
al
olo eseguito altre volte, 
he porta qui a

s
ambiare

d

dt


on

�

��

.

49)

Per ogni � 6= 0 si ottiene an
ora una 
ostante del moto P

�

(q;
_
q), 
he per�o (ovviamente)

non �e indipendente da P (P

�

�e l'immagine di P sotto la trasformazione q 7! '(�;q),

_
q 7!  (�;q;

_
q)).
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e si hanno simili relazioni 
on gli indi
i aumentati di tre. La quantit�a 
onservata �e allora

�q

2

p

1

+ q

1

p

2

� q

5

p

4

+ q

4

p

5

= m

1

(x

(1)

1

v

(1)

2

� x

(1)

2

v

(1)

1

) +m

2

(x

(2)

1

v

(2)

2

� x

(2)

2

v

(2)

1

) ;


he �e la terza 
omponente del momento angolare. Allo stesso modo si pro
ede per le

altre due 
omponenti.

L'esempio si generalizza, evidentemente, a un numero qualsiasi di punti materiali, e

an
he a un sistema esteso. Si vede 
os�� 
he nel formalismo lagrangiano le pi�u 
omuni

leggi di 
onservazione della �si
a si possono far risalire all'invarianza della lagrangiana

per traslazioni (omogeneit�a dello spazio) e per rotazioni (isotropia dello spazio). Ci�o


onferma le analoghe osservazioni fatte gi�a nell'ambito del formalismo newtoniano.

Vale la pena di osservare 
he an
he la legge di 
onservazione dell'energia, 
he 
ome

si �e visto ri
hiede l'indipendenza della lagrangiana da t, �e asso
iata a una propriet�a

di invarianza, pre
isamente l'invarianza della lagrangiana per traslazioni temporali

(omogeneit�a del tempo).

3.8 Le parentesi di Poisson

3.8.1 Integrali del moto e parentesi di Poisson

Nell'ambito del formalismo hamiltoniano esiste uno strumento interessante ed

eÆ
a
e per lo studio degli integrali del moto, 
he fu sviluppato prin
ipalmente da

Poisson e Ja
obi nel se
olo s
orso. Per introdurlo, 
onsideriamo un qualsiasi sistema

hamiltoniano a n gradi di libert�a, di hamiltoniana H(p;q; t), e una generi
a funzione

f(p;q; t). E' immediato veri�
are 
he la derivata totale di f rispetto al tempo �e data

da

_

f =

�f

�t

+

n

X

h=1

�

�f

�p

h

_p

h

+

�f

�q

h

_q

h

�

=

�f

�t

+

n

X

h=1

�

�H

�p

h

�f

�q

h

�

�H

�q

h

�f

�p

h

�

: (3:99)

E' signi�
ativo allora introdurre l'appli
azione 
he a ogni 
oppia ordinata di funzioni

(regolari) f e g asso
ia la funzione ff; gg (detta parentesi di Poisson di f e g) de�nita

da

ff; gg =

n

X

h=1

�

�f

�q

h

�g

�p

h

�

�f

�p

h

�g

�q

h

�

; (3:100)

infatti, 
on questa notazione possiamo ris
rivere la (3.99) nella forma

_

f =

�f

�t

+ ff;Hg : (3:101)

Possiamo per
i�o dire 
he f �e un integrale del moto se e solo se si ha

�f

�t

+ ff;Hg = 0;

in parti
olare, una funzione f indipendente dal tempo �e un integrale del moto, se e

solo se si annulla la parentesi di Poisson di f 
on H: ff;Hg = 0.
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� Osservazione. La de�nizione ora data di parentesi di Poisson di due variabili

dinami
he ff; gg fa riferimento a un parti
olare sistema di 
oordinate (p;q) nello

spazio delle fasi. A priori, potrebbe avvenire 
he la funzione ff; gg 
os�� de�nita

dipendesse dalle parti
olari 
oordinate impiegate (
ome si 
apis
e se si 
onsidera

ad esempio l'appli
azione 
he ad ogni funzione f asso
ia la funzione

�f

�q

1

). Non

sarebbe diÆ
ile dimostrare direttamente 
he la de�nizione data �e invariante sotto

trasformazioni puntuali estese, e dunque intrinse
a; la dimostrazione espli
ita

sar�a data nel prossimo 
apitolo, dove si mostrer�a l'invarianza sotto la 
lasse pi�u

generale delle trasformazioni 
anoni
he.

3.8.2 Propriet�a della parentesi di Poisson

Sono di immediata veri�
a, sulla base della sola de�nizione, le seguenti propriet�a,

elementari ma importanti, della parentesi di Poisson:

a) ff; gg = �fg; fg

b) ff; �

1

g

1

+ �

2

g

2

g = �

1

ff; g

1

g+ �

2

ff; g

2

g


) ff; g

1

g

2

g = ff; g

1

g g

2

+ g

1

ff; g

2

g :

(3:102)

� Osservazione. La relazione di antisimmetria a) impli
a in parti
olare ff; fg =

0 per ogni f (e dunque in parti
olare fH;Hg = 0, si

h�e, 
oerentemente 
on

la propriet�a pre
edentemente dimostrata, si ha

_

H =

�H

�t

). Pi�u in generale, �e

immediato veri�
are 
he se (ad esempio) g dipende da f , 
io�e si ha g(p;q; t) =

G

�

f(p;q; t)

�

, ove G �e una funzione regolare: lR ! lR, allora risulta ff; gg = 0.

La relazione di linearit�a b) vale, evidentemente, non solo per g ma an
he per f ,

ovvero la parentesi di Poisson �e una operazione bilineare. In�ne, la propriet�a 
)


orrisponde alla regola di Leibniz per la derivata di un prodotto.

E' signi�
ativo riguardare alla parentesi di Poisson nel modo seguente: per ogni �ssata

f , la parentesi di Poisson ff; gg �e il risultato dell'appli
azione a g di un operatore di

derivazione D

f

, de�nito pre
isamente da

D

f

=

X

h

�

�

�f

�q

h

�

�

�p

h

�

�

�f

�p

h

�

�

�q

h

�

:

Come si �e visto nel primo 
apitolo, per ogni funzione � : lR

m

! lR

m

(
io�e per ogni


ampo vettoriale �(x

1

; � � � ; x

m

)), l'operatore di derivazione L

�

=

P

i

�

i

�

�x

i

prende

il nome di derivata di Lie asso
iata a �; dunque l'operatore di derivazione D

f

sopra


onsiderato �e un 
aso parti
olare di derivata di Lie: pre
isamente

�

posto m = 2n,

x = (p;q)

�

si ha D

f

= L

�

, 
on � = (

�f

�q

;�

�f

�p

).

50)

50)

Il sistema
_
x = �(x) 
oin
ide, in questo 
aso, 
on le equazioni di Hamilton asso
iate a

�f , pensata 
ome hamiltoniana di un sistema dinami
o; per tale sistema si ha, eviden-

temente, _g =

�g

�t

+ fg; fg =

�g

�t

+D

f

g.
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Mostriamo ora 
he la parentesi di Poisson soddisfa la seguente importante identit�a:

ff; fg; hgg+ fg; fh; fgg+ fh; ff; ggg = 0 ; (3:103)


hiamata identit�a di Ja
obi (si fa

ia attenzione alla permutazione 
i
li
a delle tre

funzioni).

La veri�
a si esegue, senza ri
orrere a 
al
oli piuttosto lunghi (ben
h�e elementari),

sempli
emente osservando 
he, se sviluppassimo il primo membro, troveremmo una

somma di termini, 
ias
uno 
ontenente una derivata se
onda di una delle funzioni

f , g o h; se allora proviamo 
he l'espressione al primo membro non pu�o 
ontenere

derivate se
onde di nessuna delle tre funzioni, 
i�o vuol dire 
he tutti questi termini

si elidono, e pertanto la somma �e nulla. Mostriamo dunque 
he non possono essere

presenti, ad esempio, derivate se
onde di h. Queste non si trovano, evidentemente,

nell'ultimo termine; d'altra parte, �e immediato veri�
are 
he i primi due termini danno

D

f

D

g

h�D

g

D

f

h = [D

f

;D

g

℄h, avendo indi
ato 
on [D

f

;D

g

℄ il 
ommutatore di D

f

e D

g

,

ovvero la quantit�a D

f

D

g

� D

g

D

f

. Ora, �e molto fa
ile veri�
are 
he il 
ommutatore

di due qualsiasi derivate di Lie �e an
ora, del tutto in generale, una derivata di Lie, e

dunque non 
ontiene derivate se
onde; pi�u pre
isamente, vale il seguente fa
ile

Lemma 3.1: Il 
ommutatore [L

�

;L

	

℄ delle derivate di Lie L

�

e L

	

�e la derivata di

Lie L

�

, dove

�

i

= L

�

	

i

� L

	

�

i

; i = 1; : : : ;m : (3:104)

Dimostrazione. Per ogni f si ha

�

L

�

L

	

� L

	

L

�

�

f =

X

ij

�

i

�

�x

i

�

	

j

�f

�x

j

�

�

X

ij

	

i

�

�x

i

�

�

j

�f

�x

j

�

;

i termini 
ontenenti le derivate se
onde di f si sempli�
ano, e resta

X

ij

�

�

i

�	

j

�x

i

�	

i

��

j

�x

i

�

�f

�x

j

=

X

j

�

�

j

�

�x

j

�

f :

Q.E.D.

L'identit�a di Ja
obi �e 
os�� dimostrata.

� Osservazione. E' immediato veri�
are (usando l'antisimmetria della parentesi

di Poisson) 
he nel linguaggio degli operatori di derivazione l'identit�a di Ja
obi si

ris
rive equivalentementeD

f

D

g

h�D

g

D

f

h�D

ff;gg

h = 0, ovvero (per l'arbitrariet�a

di h)

[D

f

;D

g

℄ = D

ff;gg

:

Questa relazione altro non �e 
he un 
aso parti
olare della relazione [L

�

;L

	

℄ = L

�

sopra dimostrata, 
on � dato dalla (3.104).
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� Osservazione. Se in uno spazio vettoriale lineare si introdu
e una operazione

antisimmetri
a bilineare (propriet�a a) e b)), 
he soddisfa l'identit�a di Ja
obi, si

ottiene una struttura algebri
a 
hiamata algebra di Lie; esempi familiari di algebra

di Lie sono lo spazio vettoriale lR

3

munito del prodotto vettoriale ^ , lo spazio delle

matri
i di ordine �ssato munito del 
ommutatore, l'insieme degli operatori lineari

su uno spazio di Hilbert (ad esempio L

2

(lR)), munito an
ora del 
ommutatore.

La parentesi di Poisson introdu
e la struttura di algebra di Lie sull'insieme delle

funzioni dello spazio delle fasi di�erenziabili in�nite volte.

51)

3.8.3 Esempi

E' del tutto evidente 
he se (
on un inno
uo abuso di linguaggio) indi
hiamo 
on

p

h

, q

h

le variabili dinami
he 
orrispondenti alle funzioni 
oordinate (ovvero p

h

(p;q) =

p

h

, ...), si ottiene

fp

h

; p

k

g = 0 ; fq

h

; q

k

g = 0 ; fp

h

; q

k

g = �Æ

hk

; h; k = 1; : : : ; n ;

queste vengono 
hiamate parentesi di Poisson fondamentali.

Si 
onstata poi immediatamente 
he le equazioni di Hamilton si possono s
rivere

per mezzo delle parentesi di Poisson nella forma

52)

_p

h

= fp

h

; Hg ; _q

h

= fq

h

; Hg

(
oerentemente 
on la relazione generale (3.101)).

Consideriamo ora le 
omponenti 
artesiane della quantit�a di moto e del momento

angolare per un punto materiale. Usando le propriet�a b), 
) della parentesi di Poisson,

si mostra immediatamente 
he si ha

fp

x

;M

z

g = �p

y

; fp

y

;M

z

g = p

x

; fp

z

;M

z

g = 0 ;


on analoghe relazioni per M

y

e M

z

. Cos�� si trova an
he

fM

x

;M

y

g =M

z

;

assieme alle analoghe relazioni 
he si ottengono 
i
lando gli indi
i. In�ne, si vede 
he

si ha

�

M

x

;M

2

	

=

�

M

y

;M

2

	

=

�

M

z

;M

2

	

= 0 :

� Eser
izio 3.12: Si 
onsideri un punto materiale in un potenziale 
entrale a simmetria

sferi
a. Utilizzando il fatto 
he in 
oordinate sferi
he M

z

= p

'

�e il momento 
oniugato

alla 
oordinata ', si mostri 
he M

z

�e un integrale del moto. Usando poi l'arbitrariet�a

51)

Questa identit�a di strutture algebri
he �e alla base della 
orrispondenza tra me

ani
a


lassi
a e me

ani
a quantisti
a, in 
ui funzioni dello spazio delle fasi 
lassi
o 
orrispon-

dono a operatori su di uno spazio di Hilbert (spazio degli stati quantisti
i), e le parentesi

di Poisson 
orrispondono ai 
ommutatori.

52)

Si noti in parti
olare 
ome 
on questa s
rittura s
ompaia la dissimmetria dovuta alla

presenza di un segno meno nelle equazioni di Hamilton.
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della s
elta dell'asse z, si 
on
luda 
he an
heM

x

eM

y

(e quindi an
heM

2

) sono integrali

del moto.

� Eser
izio 3.13: Si determinino in maniera analoga gli integrali del moto per il prob-

lema dei due 
orpi.

� Eser
izio 3.14: Usando l'identit�a di Ja
obi, si veri�
hi 
he la parentesi di Poisson di

due integrali del moto �e pure un integrale del moto (teorema di Ja
obi). In parti
olare,

se due 
omponenti del momento angolare si 
onservano, si 
onserva ne
essariamente

an
he la terza 
omponente.

� Osservazione. Due variabili dinami
he la 
ui parentesi di Poisson sia nulla

si di
ono in involuzione; 
on un linguaggio un po' improprio si di
e an
he 
he


ommutano. Come si vedr�a pi�u avanti, hanno grande importanza gli integrali del

moto in involuzione, in parti
olare quando ne esiste un numero pari al numero

dei gradi di libert�a. In tal 
aso si di
e 
he si ha un sistema 
ompleto di integrali

in involuzione.

53)

Ad esempio, per il moto 
entrale H, M

2

e M

z


ostituis
ono un

sistema 
ompleto di integrali in involuzione.

3.9 Soluzioni di equilibrio, stabilit�a e pi

ole os
illazioni

3.9.1 Equilibrio e stabilit�a; il teorema di Lagrange-Diri
hlet

Consideriamo un sistema olonomo a n gradi di libert�a, 
on vin
oli �ssi e sol-

le
itazioni non dipendenti espli
itamente da t, de�nito per q 2 U

0

� lR

n

,
_
q 2 lR

n

, per

un opportuno aperto U

0

di lR

n

. Poi
h�e i vin
oli sono �ssi, l'energia 
ineti
a si ridu
e

alla sua parte quadrati
a, ovvero si ha T =

1

2

P

hk

a

hk

(q) _q

h

_q

k

. Come sappiamo, le

equazioni di Lagrange

d

dt

�T

� _q

h

�

�T

�q

h

= Q

h

; h = 1; : : : ; n ; (3:105)

si possono sempre mettere in forma normale, 
he possiamo s
rivere 
ome sistema di n

equazioni del se
ondo ordine, del tipo

�q

h

= f

h

(q;
_
q) ; h = 1; : : : ; n ;

ovvero di 2n equazioni del primo ordine

�

_q

h

= �

h

_�

h

= f

h

(q;�)

h = 1; : : : ; n : (3:106)

Si ha inoltre

P

k

a

hk

(q)f

k

(q;
_
q) = Q

h

(q;
_
q)� g

h

(q;
_
q), 
on g

h

dato dalla (3.55); nelle

nostre ipotesi tale espressione si ridu
e a g

h

=

P

jk

�

�a

hk

�q

j

�

1

2

�a

jk

�q

h

�

_q

j

_q

k

.

53)

In me

ani
a quantisti
a gio
a un ruolo molto importante l'analoga nozione di sistema


ompleto di osservabili 
he 
ommutano, e 
he siano eventualmente integrali del moto.
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Riprendendo la nozione di punto di equilibrio per un sistema dinami
o, introdotta

nel primo 
apitolo,

54)

diremo 
he q

�

2 U

0

�e una 
on�gurazione o un punto di equilibrio

per le equazioni di Lagrange (3.105), se 
 = (q

�

;0) �e un punto di equilibrio per il

sistema (3.106), ovvero se risulta f

h

(q

�

;0) = 0, h = 1; : : : ; n. E' fa
ile allora veri�
are

la seguente

Proposizione 3.13: Il punto q

�

2 U

0

�e punto di equilibrio per le equazioni di Lagrange

(3.105), se e solo se si ha Q

h

(q

�

;0) = 0, per h = 1; : : : ; n.

Dimostrazione. Come si vede dall'espressione di g

h

, si ha g

h

(q

�

;0) = 0; di 
on-

seguenza, per l'invertibilit�a della matri
e 
ineti
a, risulta f

h

(q

�

;0) = 0 per ogni h, se

e solo se Q

h

(q

�

;0) = 0 per ogni h. Q.E.D.

� Osservazione. Il punto di equilibrio q

�

�e dunque an
he 
aratterizzato dal

fatto 
he il lavoro virtuale

P

h

Q

h

Æq

h

(o equivalentemente

P

i

F

i

� ÆP

i

) �e nullo

per ogni spostamento virtuale a partire dalla 
on�gurazione di equilibrio; tale

propriet�a esprime il 
osiddetto prin
ipio dei lavori virtuali.

55)

� Osservazione. Si vede bene 
he l'eventuale presenza di forze proporzionali alla

velo
it�a, o 
omunque nulle per velo
it�a nulle (attrito vis
oso, forza di Coriolis e

forza di Lorentz) �e del tutto inin
uente per la determinazione delle 
on�gurazioni

di equilibrio.

� Osservazione. Il risultato sopra dimostrato �e analogo al risultato, ovvio

nell'ambito della me

ani
a Newtoniana, 
he si ha equilibrio se e solo se si annul-

lano le forze. La proposizione tuttavia �e tuttaltro 
he banale: si pensi al punto

materiale vin
olato a una super�
ie; nell'equazione del moto, ma = F + �, �e

presente an
he la reazione vin
olare �, 
he tuttavia non 
ompare nella 
ondizione

di equilibrio, per la quale bisogna e basta 
he si annullino le 
omponenti di F

tangenti alla super�
ie.

Nel 
aso parti
olarmente signi�
ativo di solle
itazioni posizionali 
onservative, si ha,


ome sappiamo, Q

h

(q) = �

�V

�q

h

(q); la proposizione sopra dimostrata prende allora la

forma seguente:

Proposizione 3.14: La 
on�gurazione q

�

2 U

0

�e di equilibrio, se e solo se q

�

�e un punto

54)

Si fa

ia bene attenzione, qui e nel seguito (soprattutto nel fare la 
onnessione 
on gli

argomenti visti nel primo 
apitolo), alla distinzione tra punti dello spazio delle 
on�gu-

razioni (
ome q

�

) e punti dello spazio degli stati (
ome 
).

55)

Nella letteratura si fa frequentemente riferimento, a questo proposito, al 
aso di vin
oli

eventualmente unilateri (si pensi a problemi di equilibrio per punti materiali appoggiati,

o sospesi a �li tesi); in questo 
aso si vede fa
ilmente 
he la 
ondizione (ne
essaria e

suÆ
iente) per l' equilibrio �e 
he il lavoro delle forze attive, per spostamenti virtuali

arbitrari a partire dalla 
on�gurazione di equilibrio, sia negativo o nullo. Il prin
ipio

dei lavori virtuali �e stato un 
aposaldo nella formazione dei prin
ipi della me

ani
a; si

veda E. Ma
h, Die Me
hanik, in ihrer Entwi
klung kritis
h historis
h dargestellt, trad.

italiana presso Boringhieri (Torino).
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di stazionariet�a dell'energia potenziale:

�V

�q

h

(q

�

) = 0, h = 1; : : : ; n.

Veniamo ora al problema della stabilit�a dell'equilibrio. Con riferimento alla

nozione di stabilit�a introdotta nel primo 
apitolo, diremo 
he la 
on�gurazione di

equilibrio q

�

2 U

0

�e stabile per le equazioni di Lagrange (3.105), se 
 = (q

�

;0) �e un

punto di equilibrio stabile per il sistema (3.106); in modo altrettanto ovvio si trasporta

la nozione di stabilit�a solo nel futuro o nel passato, o la stabilit�a asintoti
a.

� Osservazione. Non �e diÆ
ile vedere 
he la de�nizione di stabilit�a data nel

primo 
apitolo si pu�o 
os�� riformulare: 
omunque si prenda un intorno U � U

0

di q

�

, e 
omunque si pre�ssi " > 0, esistono un intorno V di q

�

, e un numero

Æ > 0, tali 
he ogni orbita di dato iniziale (q

0

;
_
q

0

), 
on q

0

2 V ed energia 
ineti
a

iniziale T (q

0

;
_
q

0

) < Æ, resta inde�nitamente in U , 
on energia 
ineti
a T (q;
_
q) < "

(la veri�
a �e las
iata 
ome eser
izio; si tratta solo di vedere 
he non �e restrittivo

prendere gli intorni U e V , 
he 
ompaiono nella de�nizione di stabilit�a, del tipo

U = f(q;
_
q) : q 2 U ; T (q;

_
q) < "g, e similmente per V ).

Nel 
aso di solle
itazioni posizionali 
onservative, un 
riterio di stabilit�a di importanza

fondamentale �e fornito dalla seguente

Proposizione 3.15 (Teorema di Lagrange-Diri
hlet): Sia dato un sistema la-

grangiano naturale, 
on lagrangiana L(q;
_
q) = T (q;

_
q)� V (q), T =

1

2

P

hk

a

hk

(q) _q

h

_q

k

.

Se l'energia potenziale V ha un minimo stretto in q

�

, allora q

�

�e punto di equilibrio

stabile.

Dimostrazione. Se q

�

�e punto di minimo, allora si ha

�V

�q

h

= 0, h = 1; : : : ; n, per
i�o

q

�

�e innanzitutto punto di equilibrio. La stabilit�a di q

�

si dimostra immediatamente,

osservando 
he l'energia totale E(q;
_
q) = T (q;

_
q) + V (q) �e una buona funzione di

Ljapunov

56)

per il sistema (3.106): infatti, in un intorno di 
 = (q

�

;0) risulta si
u-

ramente E � E

0

= V (q

�

), l'uguaglianza essendo veri�
ata solo in 
; d'altra parte,

poi
h�e E �e un integrale del moto per le equazioni di Lagrange, risulta

_

E = 0. Ci�o


on
lude la prova. Q.E.D.

Il teorema di Lagrange{Diri
hlet si estende poi in modo ovvio ai 
asi pi�u 
omuni

di forze dipendenti dalla velo
it�a. Pre
isamente:

i. nel 
aso di potenziali dipendenti dalla velo
it�a, della forma V = V

0

(q) + V

1

(q;
_
q)


on V

1

lineare in
_
q, si vede immediatamente 
he il 
riterio di stabilit�a rimane

valido, pur di fare riferimento alla sola parte posizionale V

0

: invero, attorno ai

punti di minimo di V

0

(
he si vedono immediatamente essere an
ora punti di

equilibrio) l'energia E = T + V

0

(si ri
ordi 
he il termine V

1

non 
ontribuis
e) �e

an
ora una buona funzione di Ljapunov, 
ome se le forze dipendenti dalla velo
it�a

non esistessero. In parti
olare dunque il 
riterio di stabilit�a di Lagrange-Diri
hlet

si estende al 
aso delle forze elettromagneti
he e dei sistemi di riferimento rotanti.

56)

Come �e evidente, il teorema di Ljapunov �e qui appli
ato in lR

2n

, 
on x = (q;
_
q).
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ii. Nel 
aso in 
ui, in aggiunta ad eventuali forze 
onservative, dipendenti o meno

dalla velo
it�a, vi siano forze dissipative (attriti), allora la stabilit�a permane, ma

solo per tempi positivi. Infatti, 
ome abbiamo visto, le forze dissipative sono


aratterizzate dal fatto 
he si ha

_

E =

P

h

_q

h

Q

h

� 0; per il teorema di Ljapunov la


on
lusione �e immediata. In al
uni tipi
i 
asi di interesse �si
o (in parti
olare per

l'attrito vis
oso), usando 
ome ipotesi nel teorema di Ljapunov la 
ondizione b"),

pi�u debole di b'), �e possibile veri�
are 
he la dissipazione non solo non distrugge la

stabilit�a (nel futuro) dei punti di equilibrio, ma anzi la muta in stabilit�a asintoti
a.

� Osservazione. E' bene sottolineare il fatto 
he il teorema di Lagrange{

Diri
hlet sopra dimostrato fornis
e una 
ondizione solo suÆ
iente, e non an
he

ne
essaria,

57)

per la stabilit�a dell'equilibrio. Si 
onos
ono diverse 
ondizioni ne
-

essarie; in parti
olare, 
ome vedremo tra breve, l'esistenza di un minimo di V

�e 
ondizione ne
essaria oltre 
he suÆ
iente, nel 
aso 
omune (e generi
o) in 
ui

la presenza o l'assenza del minimo si possono determinare dalla sola analisi delle

derivate se
onde di V in q

�

. Il problema generale della ri
er
a di una 
ondizione

ne
essaria per la stabilit�a dell'equilibrio (detto an
he problema di Diri
hlet inverso)

�e tuttavia an
ora aperto.

3.9.2 Linearizzazione delle equazioni attorno a una 
on�gurazione di equilibrio

Ci proponiamo qui di studiare il 
omportamento dei sistemi lagrangiani in

prossimit�a di una 
on�gurazione di equilibrio; a tale s
opo appli
heremo alle equazioni

di Lagrange una pro
edura di linearizzazione, analoga a quella introdotta nel primo


apitolo per passare dall'equazione
_
x = f(x) all'equazione linearizzata

_
x = Ax, in

vista della 
lassi�
azione dei punti singolari.

58)

Consideriamo dunque un sistema lagrangiano naturale a n gradi di libert�a, 
on

lagrangiana indipendente dal tempo L = T (q;
_
q) � V (q), T =

1

2

P

hk

a

hk

(q) _q

h

_q

k

.

Supponiamo 
he il sistema abbia un punto di equilibrio in q

�

, e sviluppiamo L attorno

al punto (q

�

;0). Per sempli�
are le notazioni assumiamo (senza perdita di generalit�a:

basta una traslazione dell'origine) q

�

= 0. Si trova allora

L =

1

2

X

hk

a

hk

(0) _q

h

_q

k

� V (0)�

X

h

�V

�q

h

(0)q

h

�

1

2

X

hk

�

2

V

�q

h

�q

k

(0)q

h

q

k

+O

3

;

57)

Un sempli
e 
ontroesempio �e dato dal sistema a un grado di libert�a 
on energia potenziale

V (q) = q

k

sin q

�1

, k > 4: l'origine, pur non essendo un minimo di V , �e tuttavia, 
ome �e

fa
ile 
onvin
ersi, un punto di equilibrio stabile. Un 
ontroesempio 
on V di 
lasse C

1

�e dato da V (q) = exp (�1=q

2

) sin q

�1

.

58)

E' bene tuttavia aver presenti al
une diversit�a: a di�erenza del Capitolo 1, qui trat-

teremo direttamente equazioni del se
ondo ordine; inoltre 
i limiteremo allo studio dei

sistemi 
onservativi. Nella sostanza, vedremo in dettaglio 
ome si estende a un problema

lagrangiano a n gradi di libert�a lo studio allora e�ettuato per i sistemi 
onservativi a un

grado di libert�a (sistemi
_
x = Ax in lR

2

, 
on TrA = 0).
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dove O

3


ontiene termini almeno 
ubi
i nelle q

h

e _q

h

. Ri
ordando 
he si ha

�V

�q

h

(0) = 0

per ogni h, e tras
urando la 
ostante V (0), otteniamo L = L

�

+O

3

, 
on

L

�

= T

�

(
_
q)� V

�

(q) ; (3:107)

avendo posto

T

�

=

1

2

X

hk

a

�

hk

_q

h

_q

k

; a

�

hk

� a

hk

(0)

V

�

=

1

2

X

hk

b

�

hk

q

h

q

k

; b

�

hk

�

�

2

V

�q

h

�q

k

(0) :

Le equazioni di Lagrange asso
iate a L

�

sono lineari, e 
on notazione 
ompatta si

s
rivono nella forma

A
�
q+Bq = 0 ; (3:108)

dove A e B denotano rispettivamente le matri
i di elementi a

�

hk

e b

�

hk

. La matri
e

A �e la matri
e 
ineti
a valutata in q = 0, e pertanto �e si
uramente invertibile; dalla

(3.108) si ottiene allora senza problemi la forma normale
�
q = Cq, 
on C = �A

�1

B.

E' fa
ile (an
he se un po' laborioso) veri�
are 
he la medesima equazione si ottiene

an
he s
rivendo le equazioni di Lagrange 
orrispondenti alla lagrangiana 
ompleta L,

ed e�ettuando la linearizzazione sulle equazioni del moto in forma normale (la veri�
a

�e ne
essaria, ed �e bene sia eseguita 
ome eser
izio).

� Osservazione. Le equazioni del moto linearizzate (3.108) di�eris
ono dalle

equazioni vere per termini di se
ondo ordine in q

h

e _q

h

; per
i�o possiamo pen-

sare (ma si tratta di una a�ermazione molto deli
ata, da non prendersi troppo

alla leggera) 
he esse rappresentino bene il moto del sistema in un pi

olo in-

torno del punto di equilibrio. La 
osa �e parti
olarmente interessante se il punto

di equilibrio �e stabile, per
h�e allora, 
ome sappiamo, ogni traiettoria 
on dato

iniziale suÆ
ientemente vi
ino al punto di equilibrio resta inde�nitamente vi
ina

a tale punto, e dunque le equazioni linearizzate approssimano le equazioni vere

per tempi lunghi (ma qui o

orre una 
autela an
ora maggiore: in parti
olare,

non si deve pensare 
he le soluzioni delle equazioni linearizzate e delle equazioni

vere restino ne
essariamente vi
ine per tempi lunghi).

Le equazioni del moto (3.108) sono lineari e omogenee; dunque vale il prin
ipio di

sovrapposizione, e per trovare l'integrale generale basta pro
urarsi 2n soluzioni in-

dipendenti. Con un pro
edimento tipi
o,

59)


er
hiamo soluzioni della forma parti
o-

lare

q(t) = �(t)u ;

ove u 2 lR

n

�e un vettore 
ostante, mentre la funzione s
alare � : lR ! lR ra

hiude

59)

Corrispondente a quello gi�a usato nel primo 
apitolo; si veda an
he il pro
edimento

analogo per le equazioni alle derivate parziali.
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tutta la dipendenza dal tempo.

60)

Per sostituzione nella (3.108) si ottiene allora

��(t)Au+ �Bu = 0, il 
he �e possibile se e solo se Au e Bu sono paralleli, ovvero se 
on

opportuna 
ostante � si ha

61)

Bu = �Au : (3:109)

Per ogni valore � per il quale questa equazione ammetta soluzione, la funzione �(t) �e

poi determinata dalla familiare equazione del se
ondo ordine

�� = ��� ; (3:110)


he 
ome sappiamo fornis
e sempre due soluzioni indipendenti. Dunque, lo studio

dell'integrale generale della (3.108) �e ri
ondotto alla ri
er
a di n soluzioni indipendenti

della (3.109). Questa equazione altro non �e 
he una generalizzazione della pi�u familiare

equazione agli autovalori per la matri
e B, 
ui siamo ri
ondotti nel 
aso in 
ui A

sia l'identit�a. Grazie al fatto 
he A �e simmetri
a e de�nita positiva, essa mantiene,


on po
hi sempli
i adattamenti, le propriet�a algebri
he essenziali dell'equazione agli

autovalori. In parti
olare si hanno le seguenti propriet�a:

i. gli autovalori sono le radi
i dell'equazione se
olare generalizzata

det (B � �A) = 0 ; (3:111)


he �e un'equazione algebri
a di grado n per �.

ii. Se B, 
ome nel nostro 
aso, �e simmetri
a, allora gli autovalori �

1

; : : : ; �

n

sono reali,

e i 
orrispondenti autovettori u

(1)

; : : : ;u

(n)

si possono prendere \ortonormali 
on

riferimento alla matri
e A," nel senso 
he soddisfano la 
ondizione

Au

(i)

� u

(j)

= Æ

ij

: (3:112)

iii. Se an
he B �e de�nita positiva, allora gli autovalori �

1

; : : : ; �

n

sono positivi.

iv. Se denotiamo 
on U la matri
e di elementi U

ij

= u

(j)

i

�

ove si �e posto u

(j)

=

(u

(j)

1

; : : : ; u

(j)

n

)

�

, allora la matri
e U

T

AU 
on
ide 
on l'identit�a, e simultaneamente

la matri
e U

T

BU �e diagonale, pre
isamente si ha (U

T

BU)

ij

= �

i

Æ

ij

.

La propriet�a i) segue, 
ome per l'ordinaria equazione agli autovalori, dal fatto 
he il

sistema omogeneo (B � �A)u = 0 deve avere soluzioni non banali; la propriet�a ii) si

ottiene, 
ome si potrebbe fa
ilmente vedere, 
on una spontanea generalizzazione della


orrispondente dimostrazione per l'ordinaria equazione agli autovalori; la propriet�a iii)

segue dal fatto 
he, per la (3.109), si ha Bu

(i)

�u

(i)

= �

i

Au

(i)

�u

(i)

= �

i

(si �e usata la

(3.112)), e dunque, se B �e de�nita positiva, �

i

= Bu

(i)

�u

(i)

> 0; in�ne, la propriet�a iv)

60)

Si vede 
os�� in parti
olare 
he in un movimento di questo tipo tutte le 
oordinate seguono

l'identi
a legge temporale. Una situazione analoga si presenta an
he nello studio delle

equazioni alle derivate parziali, quando si ri
er
ano soluzioni parti
olari a variabili sep-

arate per la parte temporale e per la parte spaziale (modi normali di os
illazione).

61)

Si potrebbe an
he s
rivere Au = �Bu, es
ludendo per�o il 
aso Bu = 0 
on Au 6= 0. Il


aso Au = 0 
on Bu 6= 0 non pu�o inve
e presentarsi (A �e non singolare).
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�e una immediata 
onseguenza della (3.112), infatti si ha (U

T

AU)

ij

= Au

(j)

�u

(i)

= Æ

ij

,

e analogamente (U

T

BU)

ij

= Bu

(j)

� u

(i)

= �

j

Au

(j)

� u

(i)

= �

j

Æ

ij

.

3.9.3 Modi normali di os
illazione e 
oordinate normali

Il 
aso pi�u interessante �e quello in 
ui il punto di equilibrio �e stabile, e la stabilit�a

si pu�o ri
onos
ere dal fatto 
he V ha in q

�

= 0 un minimo quadrati
o. In questo 
aso

la matri
e B �e de�nita positiva, e dunque possiamo s
rivere

�

i

= !

2

i

> 0 ; i = 1; : : : ; n :

L'equazione (3.110) per � 
orrispondente all'autovalore �

i

�e allora quella per l'os
illatore

armoni
o di pulsazione !

i

, e il suo integrale generale si s
rive, ad esempio, �

(i)

(t) =

A

i


os(!

i

t+'

i

). Corrispondentemente, l'integrale generale della (3.108) si pu�o s
rivere

nella forma

q(t) =

n

X

i=i

A

i


os(!

i

t+ '

i

)u

(i)

; (3:113)

si osservi 
he esso 
ontiene 2n 
ostanti arbitrarie, la 
ui s
elta �e equivalente alla s
elta

del dato iniziale (q;
_
q). E' interessante il 
aso in 
ui una sola delle ampiezze A

1

; : : : ;A

n

sia diversa da zero, ad esempio A

k

= 1 e A

i

= 0 per i 6= k: 
ome si vede dalla (3.113),

in questo 
aso troviamo soluzioni parti
olari della forma

q

h

(t) = U

hk


os(!

k

t+ '

k

) ; h = 1; : : : ; n ;


he sono periodi
he, anzi armoni
he di ugual periodo e fase per tutte le variabili. Il

moto 
omplessivo �e periodi
o. E' questo un fatto e

ezionale, 
he s
ompare in genere

se si s
elgono due o pi�u ampiezze A

h

diverse da zero (a meno 
he le 
orrispondenti

pulsazioni non siano a due a due 
ommensurabili, nel qual 
aso il moto resta period-

i
o; per eser
izio lo si veri�
hi). Questi parti
olari moti periodi
i del sistema prendono

il nome di \modi normali di os
illazione", e sono di fondamentale importanza in ogni


ampo della �si
a o dell'ingegneria, ovunque vi siano sistemi os
illanti di qualunque

natura (dalle antenne ai gratta
ieli agli strumenti musi
ali). La (3.113) mostra 
he

l'integrale generale delle equazioni di Lagrange linearizzate si s
rive 
ome sovrappo-

sizione di modi normali.

E' in�ne interessante eseguire il 
ambiamento di 
oordinate q = Ux nella la-

grangiana tron
ata (3.107). S
rivendo quest'ultima nella forma 
ompatta

L

�

=

1

2

A
_
q �

_
q�

1

2

Bq � q ;

si vede immediatamente 
he la nuova lagrangiana L

0

(x;
_
x) = L(Ux; U

_
x) �e data da

L

0

=

1

2

(U

T

AU)
_
x �

_
x�

1

2

(U

T

BU)x �x; per la propriet�a iv) sopra enun
iata si ha allora

L

0

=

1

2

n

X

i=1

_x

2

i

�

1

2

n

X

i=1

�

i

x

2

i

; (3:114)
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e dunque 
orrispondentemente le equazioni del moto si disa

oppiano, pre
isamente

si ha

�x

i

= ��

i

x

i

; i = 1; : : : ; n : (3:115)

Le 
oordinate x

1

; : : : ; x

n

prendono esse stesse il nome di 
oordinate normali del sistema.

La (3.114) e la (3.115) mostrano una 
osa di importanza fondamentale: qualunque

sistema lagrangiano, linearizzato attorno a un punto di equilibrio stabile (la 
ui sta-

bilit�a sia ri
onos
ibile dall'analisi delle derivate se
onde del potenziale) �e equivalente,

tramite una trasformazione lineare di 
oordinate, a un sistema di os
illatori armoni
i

disa

oppiati. Si osservi 
he an
he l'energia del sistema linearizzato prende la forma

E =

n

X

i=1

E

i

; E

i

=

1

2

( _x

2

i

+ !

2

i

x

2

i

) ;


ome se si trattasse di un sistema di n os
illatori materiali.

Il passaggio alle 
oordinate normali si pu�o fare, naturalmente, indipendentemente

dal segno degli autovalori �

i

; in ogni 
aso si ottengono le equazioni (3.115), tra loro

disa

oppiate, 
he a se
onda dei 
asi si possono interpretare 
ome equazioni di un

os
illatore armoni
o (�

i

> 0), di una parti
ella libera (�

i

= 0), o di un repulsore

armoni
o (�

i

< 0). Il 
aso trattato sopra, in 
ui tutti gli autovalori �

i

sono positivi,

�e tuttavia il pi�u interessante.

� Osservazione (Diagonalizzazione simultanea di due matri
i). Come �e noto, la

diagonalizzazione di una sola matri
e simmetri
a si pu�o sempre e�ettuare 
on una

trasformazione di 
oordinate ortogonale (uno spostamento rigido del sistema di

assi 
oordinati); la diagonalizzazione simultanea di due matri
i A e B { salvo il


aso e

ezionale in 
ui esse 
ommutino { non si pu�o inve
e ottenere 
on una trasfor-

mazione ortogonale. La diagonalizzazione simultanea �e tuttavia sempre possibile,


on un pi�u generale 
ambiamento lineare di 
oordinate, pur
h�e entrambe le matri
i

siano simmetri
he, e una almeno di esse, di
iamo A, sia de�nita positiva. Per 
on-

vin
ersene, bastano po
he 
onsiderazioni di 
arattere geometri
o: restringiamo
i

per sempli
it�a al 
aso piano, e ri
ordiamo 
he ad ogni matri
e simmetri
a �e natu-

ralmente asso
iata una 
oni
a 
entrata nell'origine; per la matri
e A, 
he �e de�nita

positiva, si tratta di una ellisse. La trasformazione ortogonale 
he diagonalizza

l'una o l'altra matri
e altro non �e 
he la rotazione 
he porta gli assi 
oordinati a


oin
idere 
on gli assi di simmetria della 
oni
a. Si vede bene allora 
he �e pos-

sibile diagonalizzare simultaneamente le matri
i, eseguendo in su

essione le tre

seguenti trasformazioni lineari: i) una rotazione R

1

, 
he porta gli assi 
oordinati

sugli assi di simmetria dell'ellisse asso
iata ad A; ii) una dilatazione D lungo i

nuovi assi 
oordinati, 
he muta l'ellisse in un 
er
hio (
on questa trasformazione,

non ortogonale, la 
oni
a asso
iata a B muta assi di simmetria, ma resta una


oni
a 
entrata nell'origine); iii) una rotazione R

2

, 
he porta gli assi 
oordinati

a 
oin
idere 
on i nuovi assi di simmetria della se
onda 
oni
a (mentre il 
er
hio

resta un 
er
hio). La trasformazione U = R

2

DR

1

diagonalizza simultaneamente

A e B, ed anzi muta A nella matri
e identit�a. La generalizzazione a n > 2 �e

ovvia.
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3.9.4 Linearizzazione e stabilit�a

Dalle equazioni disa

oppiate (3.115) si vede immediatamente 
he, per il prob-

lema linearizzato, l'origine �e punto di equilibrio stabile se tutte le radi
i �

1

; : : : ; �

n

dell'equazione se
olare sono positive, mentre �e instabile se almeno una di esse �e neg-

ativa o nulla. Come si �e visto nel Capitolo 1, le propriet�a di stabilit�a dell'equilibrio

per il sistema linearizzato non si trasportano sempre in modo banale al 
orrispondente

problema non lineare; 
i�o avviene per�o, per i parti
olari sistemi lagrangiani 
onserva-

tivi di 
ui 
i stiamo o

upando, proprio nei 
asi di maggior interesse: pre
isamente, si

dimostra 
he

i. se tutte le radi
i �

1

; : : : ; �

n

sono positive, allora l'equilibrio �e stabile an
he per il

sistema non lineare;

ii. se una almeno delle radi
i �e negativa, allora l'equilibrio �e instabile an
he per il

sistema non lineare.

La prima propriet�a �e una immediata 
onseguenza del teorema di Lagrange{Diri
hlet:

infatti, se tutte le radi
i sono positive, allora V ha 
ertamente un minimo nel punto

di equilibrio, e la stabilit�a �e garantita. La veri�
a della se
onda propriet�a (peraltro

assai intuitiva) �e inve
e pi�u deli
ata, e la ometteremo.

L'uni
o 
aso in 
ui non �e possibile trarre immediate 
on
lusioni �e dunque quello

(non generi
o) in 
ui nessuno dei �

i

�e negativo, e uno almeno di essi �e nullo; in tutti

gli altri 
asi si ha inve
e 
he il punto di equilibrio �e stabile, per il problema non lineare


ome per quello lineare, se e solo se l'energia potenziale ha in esso un minimo. D'altra

parte, il 
aso inde
iso �e an
he l'uni
o in 
ui non si pu�o stabilire, esaminando le sole

derivate se
onde, se l'energia potenziale abbia o meno un minimo. Si 
on
lude pertanto


he, 
ome gi�a anti
ipato sopra, se 
i si restringe al 
aso generi
o in 
ui la presenza

o meno del minimo in V si pu�o stabilire dall'esame delle derivate se
onde, allora la


ondizione di stabilit�a di Lagrange{Diri
hlet diviene ne
essaria oltre 
he suÆ
iente.

� Osservazione. Si vede in parti
olare 
he, per i sistemi di 
ui 
i stiamo o

u-

pando, la stabilit�a del 
aso lineare impli
a quella del sistema non lineare. Questa

propriet�a, 
he a prima vista pu�o sorprendere, �e strettamente legata al fatto 
he ab-

biamo es
luso la presenza di forze non 
onservative (si pensi ad esempio all'e�etto

di un termine del tipo ��x

2

_x, o �� _x

3

, nell'equazione dell'os
illatore armoni
o).



3.58

APPENDICE

Vediamo qui un sempli
e esempio di vin
olo non olonomo, pre
isamente lo \s
i


he non derapa". Uno s
i 
he si muova liberamente sul piano x y �e individuato da tre


oordinate: le 
oordinate x; y di un suo punto, 
he possiamo 
onvenire sia il punto P

al 
entro dell'atta

o, e l'angolo ' 
he lo s
i forma 
on una direzione pre�ssata, ad

esempio l'asse x. Di
endo 
he lo s
i \non derapa", intendiamo dire 
he la velo
it�a

v = _xi+ _yj di P �e ne
essariamente parallela allo s
i, 
io�e al versore e = 
os'i+sin'j;

di 
onseguenza si ha _x sin' � _y 
os' = 0, ovvero sin'dx � 
os'dy = 0. Abbiamo

dunque la 
ondizione di�erenziale

f

x

(x; y; ') dx+ f

y

(x; y; ') dy+ f

'

(x; y; ') d' = 0 ; (3:116)


on f

x

= sin', f

y

= � 
os', f

'

= 0. E' fa
ile veri�
are 
he le relazioni di 
hiusura

non sono soddisfatte, 
omunque si prenda il \fattore integrante" �: posto infatti

g

x

= �(x; y; ')f

x

, g

y

= �(x; y; ')f

y

, g

'

= �(x; y; ')f

'

, si ha g

'

= 0 e dunque le

relazioni di di 
hiusura

�g

x

�'

=

�g

'

�x

,

�g

y

�'

=

�g

'

�y

, 
ondu
ono al sistema

(

� 
os'+

��

�'

sin' = 0

�� sin'+

��

�'


os' = 0

;

omogeneo, e risolto solo da � = 0.

In questo esempio abbiamo eseguito, per eser
izio, la trattazione analiti
a det-

tagliata. Che il vin
olo non sia olonomo, lo si vede per�o a priori, in modo immediato:

infatti, presa 
omunque una 
on�gurazione (x; y; '), �e 
hiaro 
he da essa si pu�o rag-

giungere qualunque altra 
on�gurazione (x

0

; y

0

; '

0

), 
ompiendo soltanto spostamenti


onformi al vin
olo (3.116): basta ruotare lo s
i attorno a P , fa
endolo puntare su

(x

0

; y

0

), poi raggiungere (x

0

; y

0

) 
on velo
it�a parallela alla direzione dello s
i, in�ne

ruotarlo an
ora �no a raggiungere l'orientazione '

0

desiderata. Ci�o es
lude 
he possa

esistere una limitazione alle 
on�gurazioni raggiungibili a partire da una 
ondizione

assegnata, espressa da una legge intera F (x; y; ') = 0.

� Eser
izio 3.15: Si dimostri 
he il vin
olo di puro rotolamento per una ruota sul piano

non �e olonomo (si supponga ortogonale al piano la gia
itura della ruota).

Suggerimento: si individui la 
on�gurazione della ruota 
on le quattro 
oordinate x,

y, ' e #, ove x; y sono le 
oordinate del mozzo della ruota, ' �e l'angolo formato dal piano

della ruota 
on l'asse x, e # �e l'angolo formato da un parti
olare raggio 
on la verti
ale.

Il vin
olo 
he il punto di 
ontatto 
on il suolo abbia velo
it�a nulla si tradu
e nelle due

relazioni _x+R

_

# 
os' = 0 e _y+R

_

# sin' = 0, ove intervengono le velo
it�a. Non �e diÆ
ile

dimostrare, pro
edendo 
ome per lo s
i, 
he queste relazioni non sono 
ompatibili 
on

nessuna relazione intera; 
ome sopra, si pu�o pro
edere per via analiti
a, oppure veri�
are

direttamente 
he a partire da qualunque 
on�gurazione si pu�o raggiungere qualunque

altra 
on�gurazione, 
ompiendo movimenti 
onformi ai vin
oli.


