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MECCANICA NEWTONIANA

2.1 Introduzione

Per quanto riguarda le propriet�a dello spazio e del tempo, terremo qui il punto

di vista originario di Newton, se
ondo 
ui esiste, 
ome nella geometria 
lassi
a, uno

\spazio assoluto" munito di una struttura eu
lidea (
io�e di un prodotto s
alare de�nito

positivo), ed esiste inoltre un \tempo assoluto".

1)

Seguendo Newton, tralas
iamo poi ogni dis
ussione sui prin
ipi della me

ani
a,


he 
oinvolgerebbero in maniera inestri
abile, oltre alle nozioni di spazio e tempo,

an
he quelle di massa e forza; ammettiamo dunque 
he per un punto materiale P

di massa m soggetto a una forza F assegnata valga l'equazione di Newton ma = F,

se a �e l'a

elerazione 
al
olata rispetto a un sistema di riferimento solidale 
on lo

\spazio assoluto", e fa
endo uso del \tempo assoluto". Vedremo poi, 
ome d'altronde

�e ben noto, 
he allora 
onseguentemente la stessa equazione 
on la medesima forza

vale an
he se si 
al
ola l'a

elerazione rispetto a ogni altro sistema di riferimento 
he

trasli uniformemente rispetto al sistema \assoluto". Ogni sistema di riferimento di tale


lasse si di
e inerziale, per
h�e rispetto ad esso vale la legge di inerzia (
io�e un punto

non soggetto a forze si muove di moto rettilineo uniforme). Resta poi il problema

di 
onos
ere se un sistema di riferimento sia e�ettivamente inerziale. La soluzione


he si fornis
e �e empiri
a: per le esperienze 
onsuete �e approssimativamente inerziale

un sistema solidale 
on la super�
ie terrestre; per lo studio del sistema planetario �e

1)

Il punto di vista della relativit�a non verr�a preso in 
onsiderazione in queste note. Per

la relativit�a, si vedano gli arti
oli originali, tradotti ad esempio in A.Einstein, Opere

S
elte, Bollati Boringhieri (Torino, 1988). Molto interessanti sono le memorie di grandi

pensatori, da Cartesio a Poin
ar�e, riprodotte ad esempio in A.Einstein, Relativit�a: espo-

sizione divulgativa, Boringhieri (Torino, 1967); parti
olarmente notevole la dissertazione

inaugurale di Riemann del 1844. Un 
onsiderevole pre
edente del 
on
etto di tempo pro-

prio e delle trasformazioni di Lorentz si trova in W.Voigt, G�ott.Na
hri
hten, 41, 1887,


itato in H.A.Lorentz, The theory of ele
trons (1909; ristampa Dover, New York, 1952).
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approssimativamente inerziale un sistema 
on origine nel sole, 
on assi 
he puntano

verso le \stelle �sse", e 
os�� via. Analogamente 
i si 
omporta per il tempo.

2.1.1 Ri
hiami di geometria

Per �ssare le notazioni ri
ordiamo 
he, se nello spazio si s
eglie un'origine O,

allora a ogni punto P viene a 
orrispondere un vettore; tale vettore viene spesso

denotato 
on

~

OP o 
on x

P

o 
on r

P

, o pi�u sempli
emente 
on x, o 
on r; noi useremo

frequentemente an
he la notazione, altrettanto 
lassi
a,

2)

(P �O). Se si s
eglie una

diversa origine O

0

, il medesimo punto P sar�a individuato da un altro vettore (P � O

0

),

e la relazione tra tali vettori sar�a evidentemente

3)

(P �O

0

) = (P � O) + (O �O

0

) ; (2:1)

o equivalentemente

(P �O) = (P � O

0

)� (O �O

0

) : (2:2)

Dato un vettore x, ad esempio il vettore (P �O), sar�a possibile de
omporlo se
-

ondo i vettori di una base. Ci atterremo qui al pro
edimento 
onsueto nelle trattazioni

elementari, in 
ui si usano basi \ortonormali". Ci si riferis
e dunque a una metri
a

preassegnata, 
he, per ogni 
oppia di vettori x, y fornis
e il \prodotto s
alare" x�y,

4)

e

in parti
olare, per ogni vettore x, la norma o lunghezza kxk de�nita da

5)

kxk

2

= x�x.

6)

2)

Questa notazione risale a Hermann Grassmann (1809, 1877). Ri
ordiamo 
he il vet-

tore (P �O) denota la 
lasse di equivalenza dei segmenti orientati 
he si ottengono dal

segmento orientato OP per trasporto parallelo.

3)

Queste relazioni si ottengono formalmente dalla s
rittura del vettore (P � O

0

) \aggiun-

gendo e sottraendo" il punto O e usando la relazione (O � O

0

) = � (O

0

�O). Proprio

per questo appare 
onveniente la notazione (P �O).

4)

Con le 
onsuete propriet�a: bilineare, simmetri
o, de�nito positivo e non degenere, ovvero

(a

1

x

1

+ a

2

x

2

) � y = a

1

(x

1

� y) + a

2

(x

2

� y) ;

x � y = y � x ;

x � x � 0 ;

x � y = 0 per ogni y impli
a x = 0 :

Nei testi italiani, tipi
amente nel 
lassi
o testo di Levi{Civita e Amaldi, il prodotto

s
alare �e denotato 
on x�y, mentre tale ultima notazione �e usata nei testi anglosassoni

per il prodotto vettore. Molto spesso, soprattutto in analisi funzionale, il prodotto

s
alare �e denotato 
on (x;y).

5)

Useremo an
he la notazione kxk

2

= x

2

.

6)

Il 
oseno dell'angolo # tra due vettori x, y viene de�nito da


os# =

x � y

kxk kyk

:

Se inve
e si a

ettano per primitive la nozioni di ortogonalit�a (e quindi di proiezione

ortogonale) e di lunghezza di un vettore, il prodotto s
alare x � y viene de�nito 
ome il
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Si di
e allora 
he una base di vettori e

i

, i = 1; 2; 3 �e ortonormale se si tratta di vet-

tori \normalizzati"(ovvero di lunghezza unitaria: versori), e ortogonali, 
io�e 
on la

propriet�a

e

i

� e

j

= Æ

ij

; i; j = 1; 2; 3

dove Æ

ij

�e il ben noto simbolo di Krone
ker, 
he vale 1 se i = j, zero se i 6= j. Assegnata

la base e

i

, per ogni vettore x �e allora de�nita univo
amente una terna di 
omponenti

x

i

tali 
he

x =

X

i

x

i

e

i

;

e per l'ortonormalit�a della base si ha

7)

x

i

= x � e

i

:

Inoltre, da x =

P

x

i

e

i

, y =

P

y

i

e

i

, segue x �y =

P

x

i

y

i

; in parti
olare, per la norma

(o lunghezza) kxk di x si ha kxk

2

� x � x =

P

i

x

2

i

. A volte denoteremo an
he e

i

,

i = 1; 2; 3 rispettivamente 
on i, j, k, e s
riveremo an
he x = xi+ yj+ zk.

Il prodotto vettore tra due vettori x;y sar�a denotato se
ondo la tradizione italiana


on x ^ y.

8)

Come �e ben noto, x ^ y �e de�nito 
ome il vettore ortogonale al piano

individuato da x e y, orientato in modo 
he la terna x, y, x ^ y sia destrorsa,

9)

e di

lunghezza pari all'area del parallelogramma individuato da x, y. Dunque il prodotto

vettore �e bilineare e antisimmetri
o.

10)

Per ogni terna ortonormale destrorsa si ha in

prodotto delle lunghezze di x e y per il 
oseno dell'angolo # de�nito dai due vettori.

7)

Infatti, per la linearit�a del prodotto s
alare si ha

e

i

�

X

j

x

j

e

j

=

X

j

x

j

(e

i

� e

j

) =

X

j

x

j

Æ

ij

= x

i

:

Lo stesso pro
edimento si utilizza an
he per le 
omponenti di vettori in spazi funzionali

di Hilbert, 
ome vedremo ad esempio per le serie di Fourier nel 
apitolo sulle equazioni

a derivate parziali, a proposito tipi
amente del problema della 
orda vibrante.

8)

I testi anglosassoni hanno inve
e x� y, e i testi russi, 
ome tipi
amente Arnold, hanno

[x;y℄.

9)

Dunque, la de�nizione di prodotto vettore non �e del tutto intrinse
a, per
h�e dipende

dalla s
elta dell'orientazione. Per questo motivo il prodotto vettore viene talvolta detto

de�nire uno \pseudovettore".

10)

Cio�e si ha

(a

1

x

1

+ a

2

x

2

) ^ y = a

1

(x

1

^ y) + a

2

(x

2

^ y) ;

x ^ y = �y ^ x :

Segue in parti
olare x ^ x = 0, 
he �e di frequentissima appli
azione.
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parti
olare e

1

^ e

2

= e

3

, e

2

^ e

3

= e

1

, e

3

^ e

1

= e

2

.

11)

Valgono inoltre la regola del

prodotto misto

12)

(x ^ y) � z = (z ^ x) � y = (y ^ z) � x (2:3)

(si 
i
la su x; y; z), e la regola del doppio prodotto vettore

(x ^ y) ^ z = (z � x)y � (z � y)x ; (2:4)


he �e di uso frequente, la 
ui dimostrazione �e abbastanza sempli
e.

13)

Si vede in

parti
olare 
he il prodotto vettore non �e asso
iativo.

14)

Ri
ordiamo 
he, per un assegnato movimento P (t), la velo
it�a v �

dP

dt

�e de�nita

da v(t) = lim

�t!0

P (t+�t)�P (t)

�t

. Si osservi 
he il vettore P (t+�t)�P (t) �e de�nito in

maniera intrinse
a, senza bisogno di far riferimento ad una origine; se poi �e assegnata

una origine O, si

h�e il punto P �e individuato dal vettore x = (P � O), allora si ha

11)

Se x =

P

x

i

e

i

, y =

P

y

i

e

i

, dalla linearit�a segue quindi

(x ^ y)

1

= x

2

y

3

� x

3

y

2

; (x ^ y)

2

= x

3

y

1

� x

1

y

3

; (x ^ y)

3

= x

1

y

2

� x

2

y

1

(si noti l'ordine 
i
li
o dgli indi
i 1; 2; 3); in maniera 
ompatta,

(x ^ y)

i

=

X

j;k

"

ijk

x

j

y

k

;

dove "

ijk

= 0 se almeno due indi
i sono uguali, = �1 se gli indi
i sono tutti diversi, 
on

il segno + se sono permutazione pari di 1,2,3, 
on il segno � altrimenti (simbolo di Ri

i

o di Levi{Civita).

12)

Ci�o 
orrisponde al fatto 
he il prodotto misto (x ^ y) � z rappresenta il volume (
on

segno) del parallelogramma individuato dai tre vettori x, y, z. In parti
olare si ha allora


he il prodotto misto si annulla se almeno due dei fattori sono paralleli. Arnold denota

(x ^ y) � z 
on (x;y; z).

13)

Per evitare di 
ompiere la veri�
a espli
ita, 
on un 
al
olo elementare ma tedioso, si

pu�o pro
edere nel modo seguente: per la de�nizione di prodotto vettore, �e 
hiaro 
he

il se
ondo membro deve essere una 
ombinazione lineare di y e x (per
h�e deve essere

ortogonale a x ^ y), e dunque restano da 
al
olare i 
oeÆ
ienti. Trattandosi di una

propriet�a intrinse
a, possiamo a tal �ne utilizzare una base 
onveniente. Prendiamo

allora e

1

parallelo a x, ed e

2

nel piano individuato da x e y, si

h�e si ha

x = x

1

e

1

; y = y

1

e

1

+ y

2

e

2

; z = z

1

e

1

+ z

2

e

2

+ z

3

e

3

:

Da questa segue immediatamente

(x ^ y) ^ z = x

1

y

2

z

1

e

2

� x

1

y

2

z

2

e

1

;

e aggiungendo e sottraendo il termine x

1

y

1

z

1

e

1

si ottiene la 
on
lusione.

14)

Si 
ontrolla immediatamente, fa
endo uso della (2.4), 
he vale la identit�a di Ja
obi

(x ^ y) ^ z+ (z ^ x) ^ y + (y ^ z) ^ x = 0 :

Uno spazio vettoriale V munito di una operazione binaria da V �V in V 
he sia bilineare,

antisimmetri
a e soddisfa
ente l'identit�a di Ja
obi si di
e 
ostituire una algebra di Lie.

In
ontreremo un altro esempio di algebra di Lie trattando delle parentesi di Poisson

nell'ambito del formalismo hamiloniano.
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v =

dx

dt

. Naturalmente abbiamo qui impli
itamente assunto 
he il punto O fosse �sso;

la relazione pi�u generale, del tutto ovvia, �e

d

dt

(P � O) = v � v

O

; (2:5)

dove 
on v

O

abbiamo denotato la velo
it�a del punto O. In modo analogo si pro
ede

per l'a

elerazione a =

dv

dt

.

S
elto dunque un sistema di riferimento ortonormale �sso (O; e

1

; e

2

; e

3

), un punto

P risulta individuato da un vettore x = (P �O), 
on 
oordinate x

i

de�nite da

P

i

x

i

e

i

;

allora, per ogni movimento x = x(t) si ha 
he la velo
it�a v(t) e l'a

elerazione a(t)

hanno 
omponenti v

i

= _x

i

, a

i

= �x

i

, 
io�e si ha v �
_
x =

P

i

_x

i

e

i

, a �
�
x =

P

i

�x

i

e

i

.

Ri
ordiamo in�ne 
he, per vettori dipendenti dal tempo, le derivate di prodotti

s
alari e prodotti vettore hanno la propriet�a di Leibnitz (derivata del prodotto =

derivata del primo fattore per il se
ondo + il primo fattore per la derivata del se
ondo).

2.2 Problema a un 
orpo: teoremi generali

Avendo �ssato un sistema di riferimento ortonormale (O; e

1

; e

2

; e

3

), si

h�e un

punto P �e individuato da un vettore P � O � x =

P

x

i

e

i

, ammetteremo dunque 
he

il moto di P sia determinato dall'equazione di Newton

ma = F(x;v; t) ; (2:6)

la funzione F, 
he rappresenta la forza agente su P , �e pensata assegnata. L'equazione

(2.6) fornis
e un sistema di tre equazioni s
alari, ottenute per proiezione sugli assi

(
io�e moltipli
ando s
alarmente la (2.6) rispettivamente per e

1

, e

2

, e

3

): pre
isamente

si ha m�x

i

= F

i

(x

1

; x

2

; x

3

; _x

1

; _x

2

; _x

3

; t), i = 1; 2; 3, ovvero, 
on altra 
omune notazione,

m�x = F

x

(x; y; z; _x; _y; _z; t)

m�y = F

y

(x; y; z; _x; _y; _z; t)

m�z = F

z

(x; y; z; _x; _y; _z; t) :

Tali equazioni sono, 
ome suol dirsi, a

oppiate (
io�e non possono essere risolte l'una

indipendentemente dalle altre), ed in generale ben po
o si pu�o dire sulle soluzioni.

Solo in 
asi e

ezionali, tipi
amente per problemi dotati di parti
olari simmetrie, si

ries
e ad introdurre sistemi di 
oordinate, in qual
he modo adattati alle simmetrie,


he danno luogo a equazioni disa

oppiate; si veda ad esempio, pi�u avanti, il 
aso dei


ampi di forze 
entrali a simmetria sferi
a.

Per il teorema di esistenza e uni
it�a, ogni movimento x(t) soluzione della (2.6) �e

individuato dai dati iniziali x

0

, v

0

attraverso le 
ondizioni iniziali x(0) = x

0

,
_
x(0) =

v

0

. E' quindi signi�
ativo 
onsiderare lo spazio degli stati lR

3

� lR

3

di tutte le possibili

posizioni e velo
it�a.
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2.2.1 Quantit�a di moto e momento della quantit�a di moto.

Per un punto materiale, si de�nis
ono la quantit�a di moto p, ed il momento della

quantit�a di moto (o momento angolare) M

Q

rispetto ad un polo Q pre�ssato, rispetti-

vamente 
ome

p = mv ; M

Q

= (P �Q) ^mv : (2:7)

Spesso, quando il polo Q 
oin
ide 
on l'origine O delle 
oordinate, l'indi
e O nel

momento angolare verr�a omesso, 
io�e s
riveremo M � M

O

. Ci�o si far�a an
he per il

momento della forza, de�nito sotto.

� Eser
izio 2.1: Veri�
are 
he tra i momenti della quantit�a di motoM

Q

eM

Q

0


al
olati

rispetto a due poli distinti Q e Q

0

sussiste la relazione M

Q

0

=M

Q

+ (Q�Q

0

) ^ p.

� Eser
izio 2.2: Veri�
are 
he le 
omponenti del momento angolare rispetto all'origine

sono M

x

= m(y _z � z _y), M

y

= m(z _x� x _z) e M

z

= m(x _y � y _x).

Introdu
endo il momento della forza

N

Q

= (P �Q) ^ F ;

ed indi
ando 
on v

Q

la velo
it�a del polo Q, si ha la seguente

Proposizione 2.1: Per ogni movimento x(t) soddisfa
ente l'equazione di Newton ma =

F, la quantit�a di moto e il momento della quantit�a di moto obbedis
ono alle equazioni

_
p = F ;

_

M

Q

= N

Q

� v

Q

^ p ; (2:8)

in parti
olare, se Q �e �sso, oppure v

Q

e v sono paralleli, l'equazione del momento angolare

assume la forma

_

M

Q

= N

Q

:

Dimostrazione. La prima equazione altro non �e 
he una ris
rittura dell'equazione di

Newton. Per ri
avare la se
onda, si fa uso della relazione

_

M

Q

= (P �Q) ^ma� v

Q

^mv ; (2:9)

questa si dedu
e subito derivando la de�nizione di momento angolare (2.7), utilizzando

la (2.5) 
on Q in luogo di O, e ri
ordando 
he il prodotto vettore di due vettori paralleli

�e nullo. Si usa poi l'equazione di Newton e la de�nizione di momento di una forza.

Q.E.D.

� Osservazione. L'equazione per il momento angolare (se
onda delle (2.8)), pur

dedotta dall'originale equazione di Newton ma = F, non �e ad essa equiva-

lente, 
io�e non fornis
e tre equazioni indipendenti 
he permettano di dedurre

il movimento. Infatti, 
ome si vede dalla (2.9), tale equazione ha la forma

(P �Q)^ma =(termine noto); d'altra parte questa non pu�o essere risolta rispetto

ad a, 
io�e s
ritta nella forma a = (termine noto), per
h�e il prodotto vettore 
on

un vettore �ssato (qui (P �Q)) �e un operatore lineare non invertibile, avendo
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un nu
leo non banale, pre
isamente quello 
ostituito da tutti i vettori paralleli al

vettore dato.

15)

Dalla proposizione 2.1 seguono subito al
une leggi di 
onservazione. Pre
isamente, se

la 
omponente della forza in una direzione �e nulla, si 
onserva (
io�e resta 
ostante

durante l'evoluzione temporale, ovvero �e una 
ostante del moto nel senso dis
usso

nel 
apitolo pre
edente) la 
omponente della quantit�a di moto in quella direzione;

analogamente, se si �e s
elto il polo Q �sso, e la 
omponente del momento della forza

lungo una direzione �e nulla, si 
onserva la 
omponente del momento angolare nella

stessa direzione. Cos��, ad esempio, nel 
aso del punto materiale libero (ossia 
on

F = 0) si 
onservano sia p 
he M

Q

(rispetto ad un qualunque polo �sso); per la forza

peso, F = �mgk, si 
onservano due 
omponenti della quantit�a di moto, p

x

, p

y

, ed

una del momento angolare, M

z

. Un altro 
aso notevole �e quello delle forze 
entrali,


he sar�a dis
usso pi�u avanti.

� Eser
izio 2.3: Mostrare 
he per un punto materiale soggetto ad una qualunque forza

si possono trovare al pi�u 
inque 
ostanti del moto indipendenti, pi�u pre
isamente funzioni

f(x;v) de�nite nello spazio degli stati, i 
ui gradienti siano in ogni punto linearmente

indipendenti.

(Suggerimento: per assegnati dati iniziali nello spazio degli stati, ogni 
ostante

del moto determina una super�
ie a 
inque dimensioni, su 
ui deve gia
ere l'orbita, di

dimensione uno).

� Eser
izio 2.4: Nel 
aso del punto non soggetto a forze abbiamo in
ontrato sei 
ostanti

del moto: le tre 
omponenti della quantit�a di moto p e le tre 
omponenti del momento

angolare M. Mostrare 
he ne esistono e�ettivamente 
inque indipendenti; dedurne 
he

il moto avviene su una retta.

� Eser
izio 2.5: Veri�
are 
he nel 
aso della forza peso F = �mgk si hanno le 
inque


ostanti del moto indipendenti

p

x

; p

y

; M

z

;

p

2

z

2m

+mgz ; p

y

M

x

� p

x

M

y

+

m

2

g

2

(x

2

+ y

2

) ;

dedurne 
he la traiettoria �e una parabola gia
ente in un piano verti
ale.

2.2.2 Energia 
ineti
a, potenza, lavoro elementare

Per un punto materiale si de�nis
e l'energia 
ineti
a

16)

T 
ome

T =

1

2

mv

2

(si �e denotato v

2

� v � v � kvk

2

). Introdotta la potenza della forza � = F � v, si ha

la

15)

Ri
ordiamo 
he si di
e nu
leo di un operatore lineare l'insieme di vettori su 
ui l'operatore

si annulla.

16)

Il nome 
lassi
o �e forza viva (vis viva).
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Proposizione 2.2 (Teorema dell'energia 
ineti
a): Per ogni movimento x(t) soddis-

fa
ente l'equazione di Newton ma = F, l'energia 
ineti
a obbedis
e all'equazione

_

T = � : (2:10)

Dimostrazione. Basta moltipli
are s
alarmente per v ambo i membri dell'equazione

di Newton, ottenendo ma � v = F � v, e far uso dell'identit�a

a � v =

1

2

d

dt

(v � v) =

_

T

m

:

Q.E.D.

Per un assegnato movimento tra due istanti t

0

e t

1

, la variazione di energia 
ineti
a

�e dunque data da

T (t

1

)� T (t

0

) =

Z

t

1

t

0

F(x(t);v(t); t) � v dt ;

il se
ondo membro viene detto lavoro della forza F lungo il movimento 
onsiderato.

Nel 
aso di forze puramente posizionali, F = F(x), �e allora signi�
ativo 
onsiderare

la forma di�erenziale

17)

F � dx = F

x

(x; y; z)dx+ F

y

(x; y; z)dy + F

z

(x; y; z)dz ; (2:11)


he viene detta 
omunemente lavoro elementare della forza F. Tale forma di�erenziale

viene spesso denotata nei testi 
lassi
i 
on

18)

ÆL:

ÆL = F � dx :

2.2.3 Energia potenziale e teorema di 
onservazione dell'energia

Consideriamo dunque il lavoro elementare ÆL = F � dx, per un problema 
on

forze puramente posizionali. In generale, ÆL �e una forma di�erenziale in tre variabili:

F

x

(x; y; z)dx + F

y

(x; y; z)dy + F

z

(x; y; z)dz, 
on tre funzioni F

x

, F

y

e F

z

arbitrarie.

Per molti problemi 
he si presentano in �si
a, avviene per�o 
he la forma di�erenziale

ÆL sia esatta, 
io�e 
he esista una funzione U(x) (determinata a meno di una 
ostante

additiva) tale 
he F �dx = dU . Equivalentemente si pu�o fare riferimento alla funzione

V = �U , per 
ui 
io�e si ha

F � dx = �dV :

17)

Pi�u pre
isamente, di solito viene 
hiamata una 1{forma di�erenziale.

18)

Nei moderni testi di geometria, a partire da Cartan, si denotano le 1{forme di�erenziali


on lettere 
ome �, !, : : :, anzi
h�e 
on espressioni del tipo ÆL, ÆQ (tipi
a, quest'ultima,

per la quantit�a di 
alore). Nei testi 
lassi
i, l'uso della lettera Æ doveva essere pensato

in 
ontrasto 
on l'uso della lettera d, per mettere in rilievo 
he non si aveva a 
he fare


on una forma di�erenziale esatta, 
io�e 
on il di�erenziale di una funzione.
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La funzione V (x) viene detta energia potenziale,

19)

Si ha allora

20)

F = � gradV ; (
io�e F

x

= �

�V

�x

; ; F

y

= �

�V

�y

; F

z

= �

�V

�z

) ;


ome si vede 
onfrontando l'espressione F

x

dx+F

y

dy+F

z

dz 
on dV =

�V

�x

dx+

�V

�y

dy+

�V

�z

dz. Si di
e in questo 
aso 
he il 
ampo di forze �e 
onservativo, per
h�e, introdotta

l'energia totale E = T + V , si ha allora la fondamentale

Proposizione 2.3 (Teorema di 
onservazione dell'energia): Se il 
ampo di forze

F(x; y; z) ammette potenziale, 
io�e se vale F � dx = �dV (ovvero F = � gradV ), si ha


he l'energia totale E = T + V �e una 
ostante del moto.

Dimostrazione. Si ha evidentemente (teorema di derivazione di una funzione 
om-

posta)

_

V = gradV �
_
x, e dunque da

_

T = F �
_
x = � gradV �

_
x = �

_

V

segue

_

T +

_

V = 0, ovvero

d

dt

(T + V ) = 0. Q.E.D.

Quale sempli
e esempio, si 
onsideri la forza peso, F = �mgk; in tal 
aso il lavoro

elementare �e un di�erenziale esatto, per
h�e, essendo nulle le 
omponenti F

x

, F

y

, si ha

F

x

dx+ F

y

dy + F

z

dz = �mgdz = �dV ;


on V = mgz.

Un se
ondo esempio. di fondamentale importanza per la �si
a, �e quello di un


ampo di forza 
entrale a simmetria sferi
a. In generale, un 
ampo di forze si di
e


entrale, 
on 
entro O, se in ogni punto P la forza ha la direzione di (P � O) � x, 
io�e

per ogni x si ha

F(x) ^ x = 0 : (2:12)

Utilizzando le 
onsuete 
oordinate sferi
he (r; #; ') 
on origine nel 
entro O, e intro-

du
endo il versore e

r

� x=r 
he \punta" da O verso P , si ha allora F(x) = e

r

f(r; #; '),

dove f , 
he d�a l'intensit�a della forza stessa, �e una funzione arbitraria di x, ovvero di

r, #, '; la forza sar�a repulsiva o attrattiva se
ondo 
he f sia positiva o negativa. Si

di
e 
he si ha simmetria sferi
a nel 
aso parti
olare 
ui l'intensit�a f dipende solo da r,

ovvero si ha

F(x) =

x

r

f(r) : (2:13)

19)

Nei testi italiani, in in parti
olare in Levi{Civita e Amaldi, la funzione U viene detta

il potenziale. Altri autori, ad esempio Arnold, denotano 
on U quello 
he qui viene

denotato 
on V . In�ne, in molti testi di �si
a il nome di potenziale viene riservato

all'energia potenziale per unit�a di massa, nel 
aso di forze gravitazionali, o per unit�a di


ari
a elettri
a nel 
aso di forze elettrostati
he. In prati
a, quando 
apita di sfoglliare

un testo, per 
omprendere rapidamente quale 
onvenzione viene seguita basta gettare

un 
olpo d'o

hio sull'espressione dell'energia di un sistema (si veda pi�u sotto).

20)

Per gradV si usa an
he la notazione rV (r viene detto nabla).
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Vale allora la

Proposizione 2.4: Ogni 
ampo di forze 
entrale a simmetria sferi
a, ovvero della forma

(2.13), ammette potenziale; l'energia potenziale V dipende solo dalla 
oordinata radiale

r, ed �e una qualunque primitiva di f(r) 
ambiata di segno, 
io�e tale 
he sia

f(r) = �

dV

dr

(r) :

Dimostrazione. Passiamo dalle 
oordinate 
artesiane x; y; z alle 
oordinate sferi
he

r; #; '. Nel 
aso di un 
ampo di forze generi
o, il lavoro elementare �e un'e�ettiva forma

di�erenziale in tre variabili

F � dx = F

x

dx+ F

y

dy + F

z

dz = Q

r

dr +Q

#

d#+Q

'

d' ;

dove Q

r

; Q

#

; Q

'

sono tre opportune funzioni (dette forze generalizzate) 
he potrebbero

essere 
al
olate seguendo il pro
edimento generale 
onsistente nell'esprimere dx, dy,

dz in funzione di dr, d#, d'. Nel nostro 
aso per�o, grazie alla simmetria sferi
a, una

osservazione banale mostra immediatamente 
he si ha Q

#

= 0; Q

'

= 0. Infatti dalla

(2.13) si ha F(x) � dx =

f(r)

r

x � dx, e d'altra parte si ha

x � dx = rdr

(
ome si veri�
a subito di�erenziando la relazione x � x = r

2

), e quindi segue

F(x) � dx = f(r)dr :

Dunque la forma di�erenziale ÆL �e la stessa 
he si avrebbe se il moto fosse unidimen-

sionale (asse r, o piuttosto semiasse r � 0) 
on forza f(r). Ma nel 
aso unidimensionale

ogni forma di�erenziale �e esatta (basta 
he f sia integrabile); quindi, denotando 
on

V l'opposta di una primitiva di f , tale 
io�e 
he f = �V

0

, si ha f(r)dr = �dV (r).

Q.E.D.

In parti
olare, nel 
aso kepleriano, dove l'intensit�a della forza �e del tipo f(r) =

�k=r

2

, 
on k 
ostante positiva, avremo V (r) = �k=r, mentre nel 
aso della forza

elasti
a lineare (legge di Hooke), F(x) = �kx, ovvero f(r) = �kr, si ha inve
e

V (r) =

1

2

kr

2

.

� Eser
izio 2.6: Veri�
are 
he, per un 
ampo generi
o di forze, le espressioni delle tre

forze generalizzate Q

r

, Q

#

, Q

'

, in termini delle 
omponenti 
artesiane di F, sono:

Q

r

= F

x

sin# 
os'+ F

y

sin# sin'+ F

z


os#

Q

#

= F

x

r 
os# 
os'+ F

y

r 
os# sin'� F

z

r sin#

Q

'

= �F

x

r sin# sin'+ F

y

r sin# 
os':

� Osservazione. Ri
ordiamo 
he, an
he nel 
aso pi�u generale di n variabili, si

possono dare 
ondizioni ne
essarie e suÆ
ienti per
h�e la forma di�erenziale F �dx

=

P

n

i=1

F

i

dx

i

sia esatta, 
io�e sia il di�erenziale di una funzione U . Anzitutto,
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i si riferis
e al 
aso in 
ui la forma sia de�nita in un aperto 
onnesso A � lR

n

,

e sia regolare (i 
oeÆ
ienti F

i

siano almeno 
lasse C

1

). Una prima 
ondizione

ne
essaria e suÆ
iente �e 
he la 
ir
uitazione di F , 
io�e l'integrale di linea

R




F �dx,

sia nulla per ogni 
ammino 
 
hiuso (regolare a tratti) 
ontenuto in A. Una


ondizione pi�u fa
ilmente veri�
abile, per�o in generale soltanto ne
essaria, �e 
he

sia soddistatta la 
ondizione di 
hiusura

�F

i

�x

j

�

�F

j

�x

i

= 0 ; 8i; j :

In parti
olare, in lR

3

, tale 
ondizione �e equivalente a

21)

rotF = 0. In�ne si ha


he la 
ondizione di 
hiusura �e an
he suÆ
iente se si fanno ipotesi pi�u restrittive

sull'aperto 
onnesso A; ad esempio si ri
hiede 
he A sia sempli
emente 
onnesso.

� Osservazione. Il 
aso di forze 
onservative �e di estrema importanza in �si
a,

ben
h�e si presenti 
ome e

ezionale da un punto di vista strettamente matemati
o.

Un esempio di 
ampo non 
onservativo �e quello de�nito da F(x) = k ^ x (si vede

fa
ilmente 
he non �e soddisfatta la 
ondizione di 
hiusura, o equivalentemente


he i 
ammini attorno all'asse z danno 
ir
uitazione non nulla). Un se
ondo

esempio, 
he mette in lu
e l'importanza della simmetria sferi
a nel 
aso delle

forze 
entrali, �e il 
ampo di forze, 
entrale ma non a simmetria sferi
a, de�nito

da F(x) = �(k � x)x = �zx; infatti, essendo F

x

= �zx, F

y

= �zy, F

z

= �z

2

,

segue allora

�F

x

�z

= �x 6=

�F

z

�x

= 0.

2.3 Problema a un 
orpo: il moto 
entrale

A�rontiamo qui lo studio del moto di un punto in un 
ampo di forze 
entrale,

ossia diretto 
ome la 
ongiungente il generi
o punto P 
on un polo �sso O, e an
he

a simmetria sferi
a, ossia 
on intensit�a f(r) dipendente dalla sola distanza di P da

O. Come di 
onsueto, denotiamo x � (P � O) e r = kxk. Un tale 
ampo di forze

si s
rive nella forma F(x) = f(r)x=r � f(r)e

r

, e, 
ome si �e gi�a visto, ammette

potenziale V (r), essendo f = �

dV

dr

. Questo problema �e di fondamentale importanza,

in parti
olare, nello studio delle orbite planetarie e delle orbite 
lassi
he degli elettroni

attorno ai nu
lei.

21)

Ri
ordiamo 
he, per un 
ampo vettoriale F in lR

3

, si di
e rotF il 
ampo vettoriale de�nito

da

rotF = (

�F

y

�z

�

�F

z

�y

)i+ (

�F

z

�x

�

�F

x

�z

)j+ (

�F

x

�y

�

�F

y

�x

)k ;

o equivalentemente da rotF = r^ F, o da

(rotF)

i

=

X

jk

�

ijk

�

j

F

k

; �

j

�

�

�x

j

:
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2.3.1 Passaggio allo studio del moto piano e deduzione dell'equazione radiale

Si ha anzitutto la

Proposizione 2.5: In ogni moto 
entrale si 
onserva il momento angolare M. Inoltre

il moto �e piano: pre
isamente, se M 6= 0, esso si svolge nel piano � ortogonale a M e

passante per il 
entro O delle forze, mentre per M = 0 esso degenera in moto rettilineo.

Dimostrazione. Poi
h�e F �e parallelo a x, il momento della forza N = x ^F �e nullo.

Pertanto, in virt�u dell'equazione del momento angolare

_

M = N, si ha 
he il vettore

M = mx ^ v si 
onserva. Se M 6= 0, essendo x � (P � O) ortogonale a M (per la

de�nizione stessa di prodotto vettore), e M �sso, si dedu
e 
he P 2 �. Il 
aso M = 0

�e las
iato 
ome eser
izio. Q.E.D.

Consideriamo il 
aso generi
o M 6= 0; si ha allora ne
essariamente r � kxk 6= 0

(altrimenti sarebbe M = 0). Per studiare il moto 
onviene introdurre un sistema di

riferimento 
artesiano 
on origine in O e asse z diretto 
ome il vettore 
ostante M,

si

h�e il moto avviene nel piano z = 0; inoltre, 
ome �e suggerito dal problema, �e


onveniente far uso, nel piano, di 
oordinate polari

22)

r e #, de�nite dalle ben note

relazioni

23)

x = r 
os# ; y = r sin# ; (2:14)

le quali tengono meglio 
onto della simmetria del problema. In tal modo il problema

della determinazione del movimento 
onsiste nel determinare le due funzioni r = r(t),

# = #(t). Un problema 
ollegato �e quello di determinare la traiettoria (
io�e eliminare il

tempo); 
ome vedremo, nel moto 
entrale �e sempre possibile prendere 
ome variabile

indipendente #, ed esprimere l'equazione della traiettoria nella forma espli
ita r =

r(#).

Per ottenere le equazioni di moto in 
oordinate polari, proiettiamo l'equazione

vettoriale di Newton ma = F lungo le direzioni tangenti lo
almente alle linee 
oordi-

nate # = 
ost, r = 
ost (direzioni radiale e trasversa). E' 
hiaro 
he i 
orrispondenti

versori sono dati in 
ias
un punto da

e

r

= x=r ; e

#

= k ^ e

r

; (2:15)

o equivalentemente da

e

r

= 
os# i+ sin# j ; e

#

= � sin# i+ 
os# j ; (2:16)

si osservi 
he e

r

e e

#

sono ovunque mutuamente ortogonali (ovvero, le linee 
oordinate

si tagliano ortogonalmente). E' immediato veri�
are, derivando le (2.16) rispetto al

tempo in 
orrispondenza a un arbitrario moto piano r(t), #(t), 
he valgono le relazioni

22)

In altri termini, si introdu
ono 
oordinate 
ilindri
he r, #, z, 
on l'asse z diretto 
ome

il vettore 
ostante M.

23)

La trasformazione (x; y) 7! (r; #) non �e invertibile per r = 0. Tuttavia, gi�a sappiamo


he la 
ondizione M 6= 0 
omporta r 6= 0, si

h�e �e signi�
ativo restringersi all'aperto


ostituito dal piano privato dell'origine.
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inemati
he

_
e

r

=

_

#e

#

;
_
e

#

= �

_

#e

r

: (2:17)

Le espressioni della velo
it�a v, dell'a

elerazione a, dell'energia 
ineti
a T , e dell'uni
a


omponente non banale M

z

del momento angolare, per un moto piano des
ritto in


oordinate polari, sono fornite dalla seguente

Proposizione 2.6: Per un arbitrario moto piano r(t), #(t) si ha

v = _re

r

+ r

_

#e

#

a = (�r � r

_

#

2

)e

r

+ (r

�

#+ 2 _r

_

#)e

#

T =

1

2

m( _r

2

+ r

2

_

#

2

)

M

z

= mr

2

_

# :

(2:18)

Dimostrazione. Per l'espressione di v basta derivare rispetto al tempo la relazione

x = re

r

, ottenendo v �
_
x = _re

r

+ r
_
e

r

, e usare le (2.17); analogamente si pro
ede per

l'espressione di a, derivando quella di v. Per T e M

z

, basta sostituire nelle de�nizioni

T =

1

2

mv � v, M = mre

r

^ v l'espressione di v appena trovata. Q.E.D.

In parti
olare dunque le 
omponenti radiale e trasversa di v e a hanno le espressioni

v

r

= _r ; v

#

= r

_

# ;

a

r

= �r � r

_

#

2

; a

#

= r

�

#+ 2 _r

_

# =

1

r

d(r

2

_

#)

dt

:

(2:19)

� Eser
izio 2.7: Si dedu
ano le (2.18) lavorando in 
oordinate 
artesiane: per v e a si

derivi su

essivamente rispetto al tempo la relazione x = r 
os# i+ r sin# j, impiegando

poi le (2.16); per T si 
al
oli v

2

= _x

2

+ _y

2

a partire dalle (2.14).

Tornando al problema del moto 
entrale a simmetria sferi
a, si ha la seguente impor-

tante

Proposizione 2.7: Per un moto 
entrale a simmetria sferi
a, la variabile radiale r(t)

soddisfa l'equazione di un problema unidimensionale �ttizio:

m�r = �

dV

�

l

dr

; (2:20)


on energia potenziale (detta energia potenziale eÆ
a
e) V

�

l

(r) data da

V

�

l

(r) = V (r) +

l

2

2mr

2

; (2:21)

dove il parametro l �e il valore della 
ostante del moto M

z

(�ssato ad esempio dai dati

iniziali). La variabile angolare #(t) soddisfa a sua volta l'equazione

_

# =

l

mr

2

: (2:22)
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Dimostrazione. Dalla espressione di a data nelle (2.18), e ri
ordando 
he il 
ampo

di forze ha l'espressione F = f(r)e

r

, per proiezione su e

r

, e

#

si ottengono le equazioni

del moto nella forma

m(�r � r

_

#

2

) = f(r) ; m(r

�

#+ 2 _r

_

#) = 0 ; (2:23)

la se
onda equazione (moltipli
ata per r 6= 0) si s
rive an
he nella forma pi�u signi�
a-

tiva

d(r

2

_

#)

dt

= 0 ; (2:24)

da 
ui si legge la gi�a nota 
onservazione del momento angolare

mr

2

_

# = l : (2:25)

Per ogni valore l diM

z

(�ssato ad esempio dai dati iniziali) la (2.24) fornis
e l'equazio-

ne del primo ordine (2.22); per sostituzione nella prima delle (2.23) si ottiene allora

per r(t) l'equazione 
hiusa (
io�e 
oinvolgente solo l'in
ognita r)

m�r = f

�

l

(r) ; f

�

l

(r) = f(r) +

l

2

mr

3

;

o equivalentemente, ri
ordando f = �

dV

dr

, la (2.20). Q.E.D.

Per il moto 
entrale si studier�a dunque anzitutto il 
orrispondente problema �ttizio

unidimensionale nel modo indi
ato nel primo 
apitolo, 
io�e ridu
endolo alle quadra-

ture, grazie al fatto 
he la 
orrispondente energia E =

1

2

m _r

2

+ V

�

l

(r) �e 
ostante;

ottenuta 
os�� la funzione r(t), si potr�a poi 
al
olare #(t) per integrazione, usando la

legge di 
onservazione del momento angolare nella forma (2.22). In tal modo, si �e

ri
ondotto il problema alle quadrature, ovvero al 
al
olo di integrali.

Questa via di risoluzione per quadrature �e legata in modo essenziale alla presenza

delle due 
ostanti del moto indipendenti E e l. In e�etti, sarebbe stato possibile

ottenere la soluzione per quadrature direttamente dall'esistenza di tali 
ostanti del

moto, pre
isamente leggendo le equazioni

1

2

m( _r

2

+ r

2

_

#

2

) + V (r) = E ; mr

2

_

# = l (2:26)


ome sistema di due equazioni del primo ordine nelle in
ognite r(t), #(t) (si ottiene

_

#

dalla se
onda, la si sostituis
e nella prima, e si risolve per _r). Si osservi 
he, 
ome si

veri�
a immediatamente, l'energia

1

2

m _r

2

+V

�

l

(r) del problema �ttizio unidimensionale


oin
ide proprio 
on l'energia

1

2

m( _r

2

+ r

2

_

#

2

) + V (r) dell'originario problema piano.

� Osservazione. Dalla (2.22), 
he esprime la 
onservazione del momento ango-

lare, si 
onstata 
he

_

# �e di segno 
ostante, si

h�e la funzione #(t) �e monotona.

Pertanto # pu�o essere assunta 
ome variabile indipendente in luogo del tempo,

e dunque per ogni moto 
entrale la traiettoria pu�o essere des
ritta nella forma

espli
ita r = r(#).
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P

P+dP
dr

A

r

θ

θ

rd

θd

Fig. 2.1

� Osservazione. (Se
onda legge di Keplero, o legge delle aree) La 
ostanza del

momento angolare, 
he vale per il moto in ogni 
ampo 
entrale (an
he non a

simmetria sferi
a), risulta essere equivalente alla ben nota se
onda legge di Keplero

della 
ostanza della velo
it�a areolare. Infatti, se A(t) denota l'area della regione

A(t) spazzata dal raggio vettore x(t) = P (t) � O a partire da una posizione

pre�ssata (si veda la �gura 2.1), allora si ha

dA

dt

=

1

2

r

2

_

# : (2:27)

Per veri�
are questa a�ermazione, si osserva 
he l'area A(t) �e data, in 
oordinate

polari, dalla formula

A(t) =

Z

A

r

0

dr

0

d#

0

=

Z

#(t)

#

0

d#

0

Z

r(#

0

)

0

r

0

dr

0

=

1

2

Z

#(t)

#

0

r

2

(#

0

)d#

0

;

e si usa poi la nota regola di derivazione di un integrale.

Nella sostanza, 
ome si vede dalla �gura, 
i�o �e equivalente a osservare 
he

l'in
remento di area dA asso
iato allo spostamento dx �e dato (per de�nizione di

prodotto vettore) dalla 
omponente lungo l'asse z del vettore

1

2

x ^ dx, 
io�e da

1

2

k � x ^ vdt =

1

2m

M � kdt. S
riveremo dunque la legge di 
onservazione della

velo
it�a areolare (se
onda legge di Keplero) nella forma

1

2

r

2

_

# = 
 ; 
 =

l

2m

;


 �e detta 
ostante delle aree.

2.3.2 Dis
ussione qualitativa dell'orbita

Abbiamo mostrato sopra 
he in linea di prin
ipio, per i moti 
entrali a simmetria

sferi
a, il 
al
olo del movimento �e ri
ondotto alle quadrature.

�

E interessante tuttavia



2.16

svolgere un'analisi qualitativa, nello spirito della trattazione vista nel primo 
apitolo,


he non ri
hiede il 
al
olo espli
ito di integrali.

Si assuma ad esempio una forza attrattiva 
on potenziale di tipo gravitazionale

V (r) = �kr

�1

(si veda la �gura 2.2).

24)

Per ogni valore non nullo del parametro l, si ha

una energia potenziale eÆ
a
e V

�

l

(r) data dalla (2.21), 
on V

�

l

(r) �!

r!0

+1, V

�

l

(r) �!

r!1

0; inoltre V

�

l

presenta un uni
o punto di minimo �r, 
ui 
orrisponde, per il moto �ttizio

unidimensionale, un'uni
a soluzione parti
olare di equilibrio r(t) = �r. Sostituendo

questa soluzione nella (2.22), si ottiene

_

# = l=(m�r

2

), si

h�e #(t) � #(0) �e funzione

lineare del tempo; si ha 
os��, per il moto nel piano, un'orbita 
ir
olare, per
orsa 
on

moto uniforme, 
he 
orrisponde a un ben de�nito valore negativo

�

E

l

dell'energia E.

Come illustrato nel primo 
apitolo, per valori di energia E nell'intervallo

�

E

l

< E < 0

il moto del problema unidimensionale si svolge ne
essariamente in un intervallo di

estremi r

min

(peri
entro) ed r

max

(apo
entro) dipendenti da l ed E, dove r

min

e r

max

sono soluzioni dell'equazione E � V

�

l

(r) = 0. Corrispondentemente, il moto piano si

svolge entro una 
orona 
ir
olare, e l'angolo # varia in maniera monot�ona (stati legati).

Vedremo pi�u sotto 
he in generale l'orbita assume una forma 
omplessa, des
rivendo

un moto a rosetta, del tipo rappresentato in �gura 2.3; sarebbe poi possibile mostrare


he solo in al
uni 
asi e

ezionali (V = �k=r e V =

1

2

kr

2

) le orbite risultano essere

sempre 
hiuse. Per valori positivi di energia, si hanno inve
e orbite illimitate (stati

d'urto o di s
attering), per
h�e r(t)! +1 per t! �1, mentre il modulo della velo
it�a

tende al valore 
ostante

p

2E=m per t ! �1 (ovvero per r ! +1); il problema

pi�u interessante �e allora la determinazione dell'angolo tra la direzione entrante e la

direzione us
ente (angolo di s
attering).

Per determinare la forma dell'orbita, �e suÆ
iente far uso della relazione tra le

variabili #, r 
he si ottiene dalle equazioni di 
onservazione del momento angolare e

dell'energia,

_

# = l=mr

2

, _r =

q

2

m

[E � V

�

(r)℄. Pre
isamente, eliminando il tempo tra

le due equazioni (ovvero usando

d#

dr

=

_

#

_r

), si giunge all'equazione

d# =

l

p

2m

�

dr

r

2

p

E � V

�

(r)

; (2:28)

questa 
ontiene tutte le informazioni ne
essarie, e in parti
olare fornis
e, per quadra-

tura, l'espressione dell'orbita nella forma r = r(#).

Ma, an
he senza eseguire il 
al
olo espli
ito dell'orbita, dalla (2.28) si dedu
e gi�a

una interessante propriet�a. Consideriamo infatti il 
aso degli stati legati (E < 0).

Si �e gi�a visto 
he il moto della variabile r �e periodi
o, 
on periodo T

r

= T

r

(l; E)


he potrebbe essere 
al
olato 
ome indi
ato nel primo 
apitolo. Ora, durante ogni

periodo T

r

del moto radiale, la variabile angolare # avanza di una quantit�a ben de�nita

24)

La trattazione �e sostanzialmente identi
a nel 
aso pi�u generale in 
ui l'energia potenziale

si annulli meno rapidamente di 1=r

2

per r ! +1 , e tenda a �1 meno rapidamente

di �1=r

2

per r ! 0: ad esempio un'energia potenziale del tipo V (r) = �kr

�

, 
on

�2 < � < 0.
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Fig. 2.2

�#(l; E), 
he si ottiene integrando la (2.28); pre
isamente si ha

�#

2

=

l

p

2m

Z

r

max

r

min

dr

r

2

p

E � V

�

(r)

: (2:29)

All'avanzamento �# della 
oordinata angolare # durante il periodo T

r

del moto ra-

diale si pu�o asso
iare la quantit�a ! = �#=T

r

, 
he rappresenta la velo
it�a angolare

media su un periodo T

r

; essa de�nis
e 
orrispondentemente un periodo T

#

= 2�=!.

E' 
hiaro allora 
he l'orbita nel piano sar�a 
hiusa se e solo se i due periodi T

r

, T

#

sono 
ommensurabili (o equivalentemente se �# �e 
ommensurabile 
on 2�), mentre

in generale si avr�a un moto a rosetta.

Analogamente si pro
ede nel 
aso E > 0, 
orrispondente allo s
attering. In tal


aso, gi�a sappiamo 
he per t ! �1 la quantit�a _r ammette limite �nito non nullo,

e 
he r ! +1; da

_

# = l=(mr

2

) vediamo allora 
he

_

# ! 0, 
io�e #(t) ammette limiti

#

+

, #

�

. L'espressione per �# = #

+

� #

�

(angolo di s
attering) �e an
ora fornita

dalla (2.29), 
on r

max

= +1; si vede fa
ilmente 
he tale integrale 
onverge. Si ha

in�ne il 
aso intermedio E = 0, relativo al moto unidimensionale sulla separatri
e,

in 
orrispondenza del quale il moto piano �e illimitato ma 
on velo
it�a 
he si annulla

all'in�nito. Per una dis
ussione pi�u dettagliata dello s
attering rimandiamo ad esempio

al testo di Me

ani
a di Landau e Lif�sitz.

Come vedremo tra breve, nel 
aso parti
olare del potenziale gravitazionale le

orbite 
orrispondenti a valori negativi, nullo o positivi dell'energia risultano essere

rispettivamente ellissi, parabole ed iperboli.

� Eser
izio 2.8: Cal
olare �# per i potenziali elasti
o (V (r) =

1

2

kr

2

) e kepleriano

(V (r) = �k=r).
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Fig. 2.3

Esempio di moto a rosetta

� Osservazione. Abbiamo mostrato 
he il problema a un 
orpo, 
on 
ampo di

forze 
entrale a simmetria sferi
a, si ri
ondu
e alle quadrature, essendo sostanzial-

mente equivalente a un problema unidimensionale 
on potenziale eÆ
a
e V

�

l

(r).

Per un problema a un 
orpo di tipo pi�u generale, 
i�o per�o non avviene, e il

sistema di equazioni non �e ridu
ibile alle quadrature; si presentano anzi moti

alquanto 
ompli
ati. Un esempio signi�
ativo per l'astronomia, e pi�u in generale

per la teoria stessa delle equazioni di�erenziali, �e quello di H�enon e Heiles (As-

tronomi
al Journal, 1964), relativo al moto di un punto materiale in un 
ampo a

simmetria 
ilindri
a. E' questo il primo esempio 
he ha portato in tempi re
enti

alla s
operta dei moti 
osiddetti 
aoti
i in sistemi 
onservativi.

2.3.3 La formula di Binet

Abbiamo visto 
he, nel moto 
entrale a simmetria sferi
a des
ritto in 
oordinate

polari piane, la 
oordinata angolare # �e funzione monotona del tempo, in virt�u della


onservazione del momento angolare (o della legge delle aree

1

2

r

2

_

# = 
), si

h�e si pu�o

prendere 
ome variabile indipendente # anzi
h�e il tempo t. Si 
apis
e dunque 
he, al

�ne di determinare l'equazione per l'orbita r = r(#) a partire dalle equazioni di moto,

sia parti
olarmente interessante disporre di una formula 
he esprima l'a

elerazione

del punto in termini della funzione r(#) e di sue derivate; tra l'altro, una tale formula

ha an
he un ruolo molto rilevante nella dis
ussione del 
osiddetto problema inverso di


ui si dir�a sotto.

Si ha la seguente

Proposizione 2.8 (formula di Binet): Si 
onsideri un punto 
he si muova di moto
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piano soddisfa
endo la legge delle aree

1

2

r

2

_

# = 
, e sia l'orbita des
ritta nella forma

r = r(#). Allora l'espressione per l'a

elerazione (puramente radiale) a

r

�e data da

a

r

= �

4


2

r

2

�

d

2

d#

2

1

r

+

1

r

�

: (2:30)

Dimostrazione. Si 
onsideri l'orbita des
ritta nella forma analiti
a r = r(#(t)), e

la si derivi rispetto al tempo, fa
endo uso della nota formula per la derivata di una

funzione 
omposta,

d

dt

=

_

#

d

d#

, e della relazione

_

# =

2


r

2

. Si ha 
os��

_r =

_

#

dr

d#

=

2


r

2

dr

d#

= �2


d

d#

1

r

;

e derivando ulteriormente si ottiene poi

�r =

_

#

d _r

d#

= �2


_

#

d

2

d#

2

1

r

= �

4


2

r

2

d

2

d#

2

1

r

:

Si sostituis
e in�ne quest'ultima relazione nell'espressione della 
omponente radiale

dell'a

elerazione (2.19), a

r

= �r � r

_

#

2

. Q.E.D.

� Eser
izio 2.9: Determinare l'a

elerazione per un moto soddisfa
ente la legge delle

aree rispetto a un punto O, quando l'orbita sia un'ellisse 
on 
entro in O.

2.3.4 Il 
aso kepleriano

L'appli
azione 
lassi
a della teoria qui sviluppata, per la quale anzi si pu�o dire

sia nata la me

ani
a stessa, si ha nello studio del moto planetario; d'altra parte,

an
he il problema del moto 
lassi
o di un elettrone attorno al nu
leo �e equivalente a

quello del moto planetario, quando si tras
uri l'irraggiamento elettromagneti
o. Le


aratteristi
he fenomenologi
he del moto dei pianeti sono riassunte nelle ben note leggi

di Keplero, 
he si possono 
os�� enun
iare:

1. i pianeti si muovono des
rivendo delle ellissi, aventi tutte un fuo
o situato nel

sole;

2. il raggio vettore 
he 
ongiunge ogni pianeta al sole des
rive aree eguali in tempi

eguali;

3. i quadrati dei periodi di rivoluzione sono proporzionali ai 
ubi dei semiassi mag-

giori delle ellissi.

Il 
ontributo 
entrale di Newton 
onsistette nel dimostrare 
ome dalle leggi di

Keplero si determini univo
amente il 
ampo di a

elerazioni (e quindi il 
ampo di

forze) 
ui risulta soggetto ogni 
orpo gravitante attorno al sole. Questo 
ostituis
e il


osiddetto problema inverso: determinazione del 
ampo di a

elerazioni a partire dai

moti. Per problema diretto si intende inve
e il problema 
onsistente nel 
al
olare i

movimenti quando sia noto il 
ampo di forze (o di a

elerazioni).

25)

25)

Te
ni
amente, nel dis
utere questi problemi, faremo uso della formula di Binet, 
he fu

stabilita ben pi�u tardi dell'epo
a di Newton. Alquanto interessante �e la trattazione origi-
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a) Il problema diretto

Ci si propone dunque di studiare il moto (e determinare la forma delle orbite)

per un punto soggetto all'energia potenziale di tipo kepleriano V (r) = �k=r, k > 0.

Questa energia potenziale 
omprende 
ome 
aso parti
olare, 
he 
hiameremo propri-

amente kepleriano o gravitazionale, quello in 
ui la 
ostante k �e proporzionale alla

massa m del punto; pi�u pre
isamente k = GmM , ove M �e la massa del 
orpo 
entrale

supposto �sso (il sole, nel 
aso dei pianeti), e G la 
ostante di gravitazione universale.

Un esempio molto importante di energia potenziale di tipo kepleriano ma non gravi-

tazionale �e quello della forza di attrazione 
oulombiana tra 
ari
he di segno opposto

(moto di un elettrone soggetto all'attrazione di un nu
leo).

26)

Seguiremo il pro
edimento pi�u sempli
e, 
he fa uso della formula di Binet. Si ha

la seguente fondamentale

Proposizione 2.9: Per il moto 
entrale 
on energia potenziale di tipo kepleriano V (r) =

�k=r, k > 0, le orbite sono 
oni
he 
on un fuo
o nell'origine (
entro delle forze), di

equazione

r =

p

1 + e 
os(#� #

0

)

; (2:31)


on parametro p ed e

entri
it�a e dati da

p =

l

2

mk

; e =

r

1 +

2El

2

mk

2

; (2:32)

(dove l �e l'intensit�a del momento angolare e E l'energia); esse sono pertanto ellissi,

parabole o iperboli, rispettivamente per E < 0, E = 0 o E > 0.

Dimostrazione. Gi�a sappiamo 
he la proiezione dell'equazione di Newton sul versore

e

#

fornis
e la 
onservazione del momento angolare mr

2

_

# = l. Cos�� an
he, proiettan-

dola sul versore e

r

, abbiamo

ma

r

= �k=r

2

:

Usiamo ora la formula di Binet (2.30) per a

r

. Introdu
endo la variabile 1=r = u, e

denotando 
on un api
e la derivata rispetto alla variabile #, si ottiene per la funzione

in
ognita u(#) l'equazione

27)

u

00

+ u = 1=p ; p = 4m


2

=k : (2:33)

L'integrazione di questa equazione �e immediata, per
h�e �e analoga all'equazione del-

l'os
illatore armoni
o (
on variabile indipendente # in luogo di t), non omogenea; si

ha dunque

u(#) = 1=p+A 
os(#� #

0

) ;

nale di Newton; si veda V.I.Arnold, Huygens and Barrow, Newton and Hooke, Birkh�auser

(Basel, 1990).

26)

Il 
aso di 
ari
he dello stesso segno 
orrisponde a k < 0.

27)

Si noti la 
an
ellazione dei fattori r

�2

, 
he si presenta solo nel 
aso della forza di Newton.
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dove A e #

0

sono 
ostanti arbitrarie. Sostituendo, in luogo della 
ostante arbitraria

A, la 
ostante arbitraria e de�nita da A = e=p, si ritrova la nota equazione in forma

polare (2.31) per una 
oni
a di e

entri
it�a e e parametro p (per un ri
hiamo, si veda

l'appendi
e A).

Resta da determinare l' espressione di e e p in termini delle 
ostanti l, E. Per p,

basta sostituire nella (2.33) la nota relazione tra velo
it�a areolare 
 e momento della

quantit�a di moto l, ossia l = 2m
. Per e, si osserva quanto segue. Da una parte, in

base alla (2.31), il valore minimo del raggio (il perielio) �e r

min

=

p

1+e

; d'altra parte, si

ha 
he, 
ome punto di inversione, r

min

deve essere radi
e dell'equazione E�V

�

l

(r) = 0,


on V

�

l

(r) =

l

2

2mr

2

�

k

r

. Questa �e un'equazione di se
ondo grado in r, 
on soluzioni

r =

l

2

=(mk)

1�

q

1 +

2El

2

mk

2

;

per 
onfronto si trova allora l'espressione di e. Ri
ordando 
he le ellissi, le parabole

e le iperboli 
orrispondono rispettivamente a 0 � e < 1, e = 1, e > 1, si ottiene il

legame fra l'energia E e il tipo di 
oni
a. Q.E.D.

Ri
ordiamo 
he, per le ellissi, il parametro p e l'e

entri
it�a e si esprimono in

termini del semiasse maggiore a e del semiasse minore b mediante le relazioni

p =

b

2

a

; e =

r

1�

b

2

a

2

: (2:34)

Veniamo ora al 
al
olo del periodo T 
on 
ui sono per
orse le ellissi. Si ha la

seguente fa
ile

Proposizione 2.10: Per il moto 
entrale 
on energia potenziale di tipo kepleriano,

V (r) = �k=r, il periodo T del moto sulle ellissi �e legato al loro semiasse maggiore a

dalla relazione

T

2

a

3

=

4�

2

m

k

:

Dimostrazione. Il periodo T �e dato 
hiaramente dal rapporto tra l'area �ab dell'ellis-

se e la velo
it�a areolare (
ostante) l=2m. Basta allora ri
ordare b

2

= ap, p = l

2

=(mk),

e sostituire. Q.E.D.

� Osservazione. Nel 
aso della forza gravitazionale, in 
ui k �e proporzionale a

m, pre
isamente k = GmM , si ottiene 
he il rapporto T

2

=a

3

non dipende dalla

massa m del 
orpo, in a

ordo 
on la terza legge di Keplero:

T

2

a

3

=

4�

2

GM

: (2:35)

D'altra parte, an
he dalla proposizione 2.10 si vede 
he, nel 
aso della forza

gravitazionale, per �ssati dati iniziali di posizione e velo
it�a, il parametro p e

l'e

entri
it�a e 
aratterizzanti l'orbita perdono la dipendenza da m. In e�etti,



2.22

il fatto 
he il movimento sia indipendente dalla massa m del 
orpo �e evidente a

priori per ogni 
orpo soggetto a una forza proporzionale alla sua massa, per
h�e

allora nella legge di Newton ma � F = 0 la massa m si fattorizza e pu�o essere

eliminata (
ome nel moto galileiano dei gravi).

� Osservazione. Abbiamo visto 
he nel 
aso di energia potenziale gravitazionale

tutte le orbite limitate hanno forma ellitti
a, 
onformemente alla prima legge di

Keplero. Sono possibili per�o an
he orbite non limitate, non previste dalle leggi di

Keplero, 
he pure 
orrispondono a moti e�ettivi di altri 
orpi 
elesti. Si osservi in


on
lusione quale �e stata la strada per
orsa logi
amente (e stori
amente): dalle

leggi fenomenologi
he di Keplero, 
he fa
evano riferimento ad ellissi, si giunge


on Newton alla 
on
ezione di un 
ampo di a

elerazioni (o di forze) attorno al

sole: a = a

r

e

r

, a

r

(r) = �k=r

2

. Interpretando poi questa 
ome un'equazione

di�erenziale per l'orbita, pre
isamente �r � r

_

#

2

= �k=r

2

(e usando la legge delle

aree

1

2

r

2

_

# = 
 
he segue dalla se
onda legge) si ritrovano le ellissi, ma si trovano

inoltre le iperboli e le parabole.

� Eser
izio 2.10: Svolgere il 
al
olo dell'orbita nel 
aso kepleriano, integrando diretta-

mente la (2.28).

(Suggerimento: si sostituis
a nella (2.28) il potenziale eÆ
a
e V

�

l

(r) =

l

2

2mr

2

�

k

r

, e

si integri; si otterr�a

#� #

0

=

l

p

2m

Z

r

r

0

d�

�

2

q

E +

k

�

�

l

2

2m�

2

:

Si esegua poi la sostituzione u =

l

p

2m

�

1

�

�

p

m

2

k

l

; ri
ordando

Z

du

q

E +

mk

2

2l

2

� u

2

= ar

os

0

�

u

q

E +

mk

2

2l

2

1

A

;

si ottiene allora


os(#� #

0

) =

l

p

2m

�

1

r

�

p

m

2

k

l

q

E +

mk

2

2l

2

:

Basta in�ne ri
ondurre questa equazione alla forma polare di una 
oni
a, de�nendo

opportunamente p ed e.)

� Eser
izio 2.11: Svolgere il 
al
olo dell'orbita per il 
aso del potenziale della forza

elasti
a, V (r) =

1

2

kr

2

.

� Eser
izio 2.12: Studiare il problema del moto 
entrale 
on potenziale 
oulombiano

repulsivo: V (r) = k=r, k > 0.

� Eser
izio 2.13: Mostrare 
he nel 
aso del potenziale kepleriano, V (r) = �k=r, si ha

un vettore 
onservato, pre
isamente il vettore

A = p ^M�mkx=r (2:36)
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(vettore di Lapla
e o di Runge{Lenz). Dedurne l'equazione delle orbite.

b) Il problema inverso.

Vogliamo ora mostrare 
ome dalle leggi di Keplero si giunge a 
omprendere 
he

attorno al sole risulta stabilito un 
ampo di a

elerazioni (o di forze) 
entrale e inver-

samente proporzionale al quadrato della distanza.

Per 
omprendere nella maniera pi�u sempli
e il 
uore dell'argomento, 
omin
iamo

a 
onsiderare il 
aso ideale in 
ui le prima legge 
ontemplasse orbite 
ir
olari inve
e


he ellitti
he generi
he. In tal 
aso la se
onda legge, r

2

_

# = 
ost, si ridurrebbe ad

a�ermare 
he il moto �e uniforme. Ora, in un moto 
ir
olare uniforme �e ben noto 
he

l'a

elerazione �e diretta verso il 
entro, e di intensit�a !

2

r, 
on ! =

_

# = 2�=T , dove T

�e il periodo. Si avrebbe dunque un'a

elerazione radiale di intensit�a

4�

2

T

2

r =

4�

2

r

2

r

3

T

2

;


he, proprio in virt�u della terza legge, �e proporzionale a r

�2

.

Ci�o �e vero an
he sulla base delle leggi e�ettive di Keplero. Si ha infatti la

Proposizione 2.11: In virt�u delle leggi di Keplero, l'a

elerazione di ogni pianeta �e

sempre diretta verso il sole, ed �e inversamente proporzionale al quadrato della distanza da

esso. Pre
isamente si ha

a = a

r

e

r

; a

r

= ��=r

2

; (2:37)

dove la 
ostante � > 0 �e indipendente dal pianeta ed �e data da

� = 4�a

3

=T

2

; (2:38)

essendo a il semiasse maggiore dell'orbita del pianeta, e T il 
orrispondente periodo.

Dimostrazione. Il fatto 
he l'a

elerazione sia puramente radiale �e immediata 
on-

seguenza delle propriet�a 
he il moto �e piano e la velo
it�a areolare �e 
ostante; in-

fatti, 
ome abbiamo gi�a visto, l'a

elerazione trasversa �e proporzionale alla derivata

temporale della velo
it�a areolare, e questa �e nulla per la se
onda legge di Keplero.

L'a�ermazione sulla intensit�a dell'a

elerazione si dimostra nella maniera pi�u sem-

pli
e fa
endo uso della formula di Binet; basta a tal �ne ri
ordare 
he l'equazione

dell'ellisse in 
oordinate polari ha la forma

r(#) =

p

1 + e 
os#

; (2:39)

ove il parametro p e l'e

entri
it�a e sono delle 
ostanti, le 
ui relazioni 
on i semiassi

maggiore a e minore b dell'ellisse sono date dalle (2.34); in parti
olare per un'ellisse

deve essere e < 1. Sostituendo questa funzione r(#) nella formula di Binet si trova

allora

a

r

= �

4


2

p

1

r

2

; (2:40)

si

h�e si ha appunto 
he per ogni pianeta il modulo dell'a

elerazione (puramente

radiale) �e inversamente proporzionale al quadrato della distanza dal sole.
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L'espressione (2.37), 
on � dato dalla (2.38), si ottiene ri
ordando 
he l'area

dell'ellisse �e �ab, si

h�e, detto T il periodo di rivoluzione, la velo
it�a areolare 
 risulta

essere data da 
 = �ab=T ; sostituendo tale espressione di 
 e l'espressione di p data

dalla (2.34), si ottiene allora

4


2

p

= 4�

2

a

3

T

2

= � : (2:41)

D'altra parte, in virt�u della terza legge, la quantit�a � �e indipendente dal pianeta, 
io�e

�e una 
ostante. Q.E.D.

� Osservazione. Le leggi fenomenologi
he di Keplero, indotte da osservazioni su

un numero �nito di 
orpi, indu
ono dunque a ritenere 
he ogni 
orpo subis
a una

a

elerazione diretta verso il sole, e dipendente solo dalla distanza da esso; si ha


os��, 
ome si di
e oggi, un 
ampo di a

elerazioni 
entrato sul sole. Pertanto si pu�o

pensare, in qual
he modo, 
he tale 
ampo sia \
ausato" dal sole. Si noti il ruolo

della terza legge, 
he �e essenziale nell'interpolare fra i vari pianeti e stabilire una

dipendenza analiti
a, valida per qualunque distanza. Se poi si a

etta la legge

di Newton ma = F, questa situazione 
orrisponde al fatto 
he il sole 
rea un


ampo di forze inversamente proporzionale al quadrato della distanza da esso, e

proporzionale alla massa del pianeta; dunque su qualunque punto materiale posto

nello spazio 
ir
ostante il sole agis
e una forza di tipo 
entrale 
on intensit�a

f(r) = ��m=r

2

; (2:42)

dove � �e una 
ostante 
he dipende dal sole e m �e la massa del punto.

� Osservazione. Si osservi ulteriormente 
he nelle leggi di Keplero il moto risulta

essere indipendente dalla massa del punto materiale 
onsiderato. Il fatto 
he

questa 
ir
ostanza si veri�
hi an
he per il moto dei gravi in prossimit�a della su-

per�
ie terrestre suggeris
e 
he an
he il moto dei gravi possa attribuirsi a una


ausa analoga, e 
io�e 
he an
he la terra 
rei intorno a s�e un 
ampo di a

eler-

azioni (o di forze), 
he pu�o a sua volta dar ragione an
he del moto della luna. E'

allora naturale ammettere 
he tale 
ampo si prolunghi �no al sole, ossia 
he la

terra eser
iti sul sole una forza di intensit�a

~

f(r) = �
M=r

2

;

dove M �e la massa del sole e 
 una 
ostante dipendente solo dalla terra. Si noti

bene 
he, se si a

etta questo punto di vista, si viene a negare la 
entralit�a del

sole (si veda a questo proposito il paragrafo sul problema a due 
orpi). Se in�ne

si ammette il prin
ipio di azione e reazione

~

f(r) = f(r), si ottiene

�m = 
M ;

pertanto l'intensit�a della forza 
he si eser
ita tra la terra e il sole deve valere

GmM=r

2

, dove G �e una 
ostante universale.

28)

Lo stesso argomento si appli
a

28)

Infatti, da �m = 
M si ha �=M = 
=m � G, e dunque � = GM , 
 = Gm. Per in
iso,
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evidentemente a qualunque altro pianeta, e deve portare alla stessa legge 
on

la medesima 
ostante G. E' dunque spontaneo, almeno per una persona 
ome

Newton, ammettere 
he tra due masse qualsiasi m

1

e m

2

si eser
itino due forze

dirette in senso opposto, e della medesima intensit�a data da

f(r) = �G

m

1

m

2

r

2

; (2:43)

ove r �e la distanza tra le masse.

29)

� Eser
izio 2.14: (detto an
he problema della mela di Newton): 
onos
endo il raggio

della terra (6:378 � 10

8


m), il raggio medio dell'orbita della luna (3:844 � 10

10


m) e

il periodo di rivoluzione della luna (27 321 giorni), si 
al
oli l'a

elerazione di gravit�a in

prossimit�a della super�
ie terrestre.

2.4 Problema a due 
orpi

Nel trattare il problema a un 
orpo in un 
ampo di forze 
entrale 
i siamo valsi

dell'equazione di Newton, 
on l'a

elerazione 
al
olata rispetto a un sistema solidale


on il 
entro delle forze, 
ome se tale sistema di riferimento fosse inerziale. In e�etti,

appare intuitivo 
he 
i�o sia signi�
ativo quando il 
orpo 
he �e 
onsiderato originare il


ampo sia molto pi�u massivo di quello 
he \subis
e la forza". E' tuttavia pi�u spontaneo


onsiderare una des
rizione simmetri
a, in 
ui nessuno dei due 
orpi possa ritenersi

\�sso", e 
ias
uno di essi eser
iti sull'altro una forza, in a

ordo 
on il prin
ipio di

azione e reazione. Si s
riveranno dunque le equazioni di Newton per 
ias
uno dei due


orpi, 
al
olando le a

elerazioni rispetto a un sistema \assoluto" (o inerziale) 
he �e

a priori indipendente dai due 
orpi. Si veri�
a tuttavia, 
ome vedremo fra po
o, la


ir
ostanza signi�
ativa 
he il moto \relativo" di un 
orpo rispetto all'altro si pu�o

des
rivere in maniera 
oerente senza far riferimento espli
ito al sistema di riferimento

\assoluto" o inerziale.

osserviamo 
he la stessa relazione fornis
e an
he m=M = 
=�, e questa permette di


al
olare il rapporto delle masse quando si 
onos
ano 
, �; d'altra parte questi ultimi

parametri sono dati evidentemente da 4�a

3

=T

2

, 
on i 
orrispondenti valori di a, T , e

dunque sono noti se i due 
orpi hanno dei satelliti. In tal modo si ottiene ad esempio

per la terra ed il sole M=m ' 330 000.

29)

Evidentemente, per ottenere il valore della 
ostante universale G, o

orre misurare di-

rettamente le forze di attrazione tra due 
orpi di 
ui si 
onos
a il rapporto delle masse

(ad esempio determinato 
on una bilan
ia). Tale esperienza sembrava irrealizzabile a

Newton, per l'e�etto preponderante della massa della terra nelle esperienze ordinarie;

tuttavia, 
ome �e ben noto, essa fu 
ompiuta da Cavendish nel 1797 
on una bilan
ia di

torsione. Si trova 
os�� G = 6:66� 10

�8

unit�a CGS. In tal modo si ottiene allora il \peso

della terra", m ' 6� 10

27

grammi. La determinazione della massa della luna si ottiene

inve
e in base alla teoria delle maree.
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Veniamo dunque al problema dei due 
orpi, 
he 
onsiste nello studiare il moto di

due punti materiali interagenti. Denotiamo 
on a

1

, a

2

le a

elerazioni di due punti

P

1

, P

2

rispetto a un sistema assoluto (di origine O), e ammettiamo 
he si abbia una

equazione di Newton per 
ias
uno dei due punti, 
io�e valga il sistema delle equazioni

m

1

a

1

= F

12

m

2

a

2

= F

21

;

(2:44)

dove F

12

�e la forza eser
itata su P

1

da P

2

, e F

21

la forza eser
itata su P

2

da P

1

. Si

tratta di un sistema di due equazioni di�erenziali vettoriali, ovvero di sei equazioni

s
alari, in generale a

oppiate.

Mostriamo ora 
ome sia possibile ridursi formalmente a un problema a un 
orpo.

Ci�o si ottiene fa
endo uso del prin
ipio di azione e reazione, se
ondo 
ui si ha F

12

=

�F

21

� F, e fa
endo l'ulteriore ipotesi 
he le forze siano 
entrali, 
io�e 
he F dipenda

dai vettori posizione x

1

, x

2

solo attraverso la loro di�erenza, o vettore di posizione

relativa:

r � (P

1

� P

2

) = x

1

� x

2

;

ovvero 
he sia F = F(r). Infatti, sommando le due equazioni, per il prin
ipio di azione

e reazione si ottiene m

1

a

1

+m

2

a

2

= 0, o an
he

ma

B

= 0 (2:45)

dove a

B

�e l'a

elerazione, rispetto al sistema di riferimento 
onsiderato, del bari
entro

B. Questo �e de�nito da

m(B �Q) = m

1

(P

1

�Q) +m

2

(P

2

�Q) ;

dove m = m

1

+m

2

�e la massa totate e Q un punto arbitrario, o equivalentemente da

mx

B

= m

1

x

1

+m

2

x

2

;

dove x

1

= (P

1

�O), x

2

= (P

2

� O), x

B

= (B �O). Dunque, rispetto al sistema

assoluto, il moto del bari
entro �e banale, per
h�e il bari
entro �e fermo o si muove di

moto rettilineo uniforme.

Inoltre, per l'ipotesi delle forze 
entrali, �e poi possibile ottenere un'equazione in


ui non si fa menzione del sistema di riferimento, ma solo del vettore r di posizione

relativa di uno dei 
orpi rispetto all'altro. Infatti, sottraendo dalla prima equazione

la se
onda in (2.44), avendole prima divise rispettivamente per m

1

e m

2

, si ha

a

1

� a

2

=

1

m

1

F

12

�

1

m

2

F

21

= F

�

1

m

1

+

1

m

2

�

:

Dunque, essendo evidentemente a

1

� a

2

=
�
r, si ha l'equazione �

�
r = F, dove si �e

introdotta la 
osiddetta massa ridotta �, de�nita da

1

m

1

+

1

m

2

=

1

�

; ovvero � =

m

1

m

2

m

1

+m

2

(2:46)
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(si osservi 
he � =

1

2

m

1

=

1

2

m

2

per m

1

= m

2

, mentre � ! 0 quando una qualunque

delle due masse tende a 0; in�ne, se una delle due masse tende all'in�nito, � prende il

valore dell'altra).

Pertanto, per l'ipotesi delle forze 
entrali F = F(r), si resta 
on l'equazione

�
�
r = F(r) ; (2:47)


he �e formalmente l'equazione per una parti
ella �ttizia, di massa pari alla massa

ridotta, in 
ui �gura solo il vettore relativo r: in questo senso si �e ridotto il problema

a due 
orpi al problema a un 
orpo. Si noti 
he un sistema di riferimento 
on origine

in P

2

ed \assi �ssi" non �e inerziale: il signi�
ato della (2.47) �e dunque 
he 
i si pu�o


omportare 
ome se tale sistema di riferimento fosse inerziale, pur di sostituire la

massa m

1


on la massa ridotta �.

In 
on
lusione, abbiamo provato la seguente

Proposizione 2.12: Nel problema a due 
orpi, 
on forze interne F

12

, F

21

dipendenti

soltanto da r = x

1

�x

2

e soddisfa
enti il prin
ipio di azione e reazione F

12

= �F

21

� F, il


ambiamento di variabili (x

1

;x

2

)! (x

B

; r) muta il sistema delle due equazioni vettoriali

a

oppiate (2.44) nel sistema disa

oppiato

�
x

B

= 0

�
�
r = F(r) ;

(2:48)

dove � �e la massa ridotta de�nita dalla (2.46).

Ammettiamo ora di 
onos
ere il moto relativo r = r(t), avendo risolto il problema

a un 
orpo (2.47) 
os�� 
ome si �e fatto nel paragrafo 2.2.

�

E allora immediato ottenere il

moto assoluto di P

1

e di P

2


on il 
ambiamento di variabili inverso (x

B

; r) 7! (x

1

;x

2

).

In e�etti dalla de�nizione di bari
entro data sopra, dove Q �e un punto arbitrario,

prendendo in parti
olare Q = P

1

oppure Q = P

2

, segue

m(B � P

1

) = m

2

(P

2

� P

1

) ; m(B � P

2

) = m

1

(P

1

� P

2

) ;

pertanto, in termini del vettore di posizione relativa r = P

1

� P

2

, segue

P

1

� B =

m

2

m

r ; P

2

� B = �

m

1

m

r ; (2:49)


io�e i vettori P

1

�B; P

2

�B sono noti quando �e noto il movimento relativo r = r(t).

D'altra parte il moto assoluto del bari
entro �e banale, essendo il moto per inerzia.

E' interessante osservare 
he il passaggio alle 
oordinate x

B

; r, oltre a disa

oppi-

are le equazioni del moto, 
onsente di s
rivere in forma disa

oppiata an
he l'energia


ineti
a totale, de�nita da

T =

1

2

m

1

v

2

1

+

1

2

m

2

v

2

2

:

Si ha infatti la
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Proposizione 2.13: L'energia 
ineti
a totale T per il problema a due 
orpi prende, nelle


oordinate x

B

; r, la forma

T =

1

2

m
_
x

2

B

+

1

2

�
_
r

2

; m = m

1

+m

2

: (2:50)

Dimostrazione. Dalle (2.49), usando la (2.5) 
on B in luogo di O, si ottiene

v

1

=
_
x

B

+

m

2

m

_
r ; v

2

=
_
x

B

�

m

1

m

_
r :

La 
on
lusione �e immediata. Q.E.D.

E' an
he interessante studiare la forma di�erenziale del lavoro elementare totale,

de�nita da

ÆL = F

12

� dx

1

+ F

21

� dx

2

: (2:51)

Si ha infatti la

Proposizione 2.14: Nel problema a due 
orpi, 
on forze interne soddisfa
enti il prin
ipio

di azione e reazione e di tipo 
entrale a simmetria sferi
a, 
io�e tali 
he

F

12

= �F

21

� F ; F(r) = f(r)r=r ; (2:52)

il lavoro elementare totale, de�nito dalla (2.51), �e un di�erenziale esatto, 
io�e si ha

ÆL = �dV ;

e V �e una primitiva (
ambiata di segno) dell'intensit�a f(r), 
io�e tale 
he f(r) = �

dV

dr

(r).

Dimostrazione. Dalla de�nizione di lavoro elementare totale, usando il prin
ipio di

azione e reazione e la linearit�a del prodotto s
alare, si ha ÆL = F � (dx

1

� dx

2

), e

quindi, per la linearit�a del di�erenziale,

ÆL = F(r) � dr :

Ma questa �e la stessa espressione 
he si ha per il lavoro elementare nel 
aso del prob-

lema a un 
orpo in un 
ampo 
entrale;

30)

dunque, 
ome per il problema a un 
orpo

per la simmetria 
entrale si ha ÆL = f(r)dr, e segue la 
on
lusione. Q.E.D.

Le de�nizioni date di energia 
ineti
a totale T e di lavoro elementare totale ÆL,

per 
ui si ha ÆL = dV , sono signi�
ative in relazione alla seguente

Proposizione 2.15 (Teorema di 
onservazione dell'energia): Si 
onsideri il problema

a due 
orpi retto dalle equazioni (2.44), 
on forze interne soddisfa
enti il prin
ipio di azione

e reazione, 
entrali a simmetria sferi
a. Se T �e l'energia 
ineti
a totale e V l'energia

potenziale delle forze interne, allora l'energia totale

E = T + V

30)

In generale, ÆL �e a priori una forma di�erenziale in sei variabili; abbiamo dunque

mostrato 
he, passando dalle variabili x

1

, x

2

alle variabili x

B

, r, i 
oeÆ
ienti relativi

alle variabili del bari
entro risultano nulli.
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�e una 
ostante del moto.

Dimostrazione. Si pro
ede 
ome per il problema a un 
orpo. Moltipli
ando s
alar-

mente le (2.44) rispettivamente per v

1

, v

2

e sommando si ottiene

_

T = F

12

�v

1

+F

21

�v

2

.

D'altra parte si ha

F

12

� v

1

+ F

21

� v

2

= F

12

� (v

1

� v

2

) = F(r) �
_
r = f(r) _r = �

_

V ;

da 
ui segue

d

dt

(T + V ) = 0. Q.E.D.

� Osservazione. Nel 
aso delle forze gravitazionali, si deve osservare 
he la 
or-

rezione dovuta all'introduzione della massa ridotta non apporta nessuna modi�
a

alle prime due leggi di Keplero, mentre viene modi�
ata la terza. In e�etti, ri
or-

dando l'espressione della forza gravitazionale si vede subito 
he l'equazione per

r assume la forma �r = �G(m

1

+ m

2

) � r=r

3

. Si 
onfronti ora questa equazione


on l'analoga equazione
�
r = �GMr=r

3


he si ha per il moto 
entrale quando si

assume 
he il punto 
entrale di massa M sia fermo; si vede allora 
he alla massa

M del 
orpo 
entrale si deve sostituire, quando si passa al problema a due 
orpi,

la massa totale M + m = M(1 + m=M). La terza legge verr�a allora sostituita

dalla relazione

T

2

a

3

=

4�

2

GM

1

1 +m=M

; (2:53)


he presenta una 
orrezione dipendente dal rapporto m=M , pi

ola se m � M .

Nel 
aso limite m=M ! 0 (in 
ui si ha an
he P

2

= B) si ritrova il risultato del

problema a un 
orpo.

� Osservazione. In �si
a atomi
a, la sostituzione della massa ridotta alla massa

e�ettiva nel problema a due 
orpi per l'atomo d'idrogeno si ri
ette in una vari-

azione della 
osiddetta 
ostante di Rydberg per le righe spettrali. Per questo

motivo la 
ostante di Rydberg nell'approssimazione del problema a un 
orpo

(M !1) viene denotata 
on R

1

.

� Eser
izio 2.15: Studiare il moto di due punti soggetti alla forza peso (forze esterne)

e alle forze mutue interne dovute all'azione di una molla lineare ideale.

(Suggerimento: si e�ettui il 
ambiamento di variabili ai vettori r = P

1

� P

2

e

x

B

= (B � O), posizione relativa e posizione del bari
entro; si osservi 
he le equazioni

si disa

oppiano, e si pro
eda all'integrazione.)

2.5 Problema a n 
orpi: teoremi generali

Mentre il problema a due 
orpi �e stato ri
ondotto sostanzialmente al problema a

un 
orpo, 
he �e integrabile almeno nel 
aso di forze 
entrali a simmetria sferi
a, nulla

inve
e pu�o dirsi a priori in generale per un sistema a pi�u di due 
orpi, al di fuori delle
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due equazioni 
ardinali e del teorema dell'energia, 
ome ora illustreremo.

31)

Veniamo

dunque ai teoremi generali.

Per un sistema di n punti materiali P

1

; : : : ; P

n

, di masse m

1

; : : : ;m

n

, individuati

in un sistema di riferimento da vettori posizione x

1

; : : : ;x

n

, si ammette 
he valgano

le n equazioni di Newton

m

1

a

1

= F

1

(x

1

; : : : ;x

n

;v

1

; : : : ;v

n

; t)

� � �

� � �

m

n

a

n

= F

n

(x

1

; : : : ;x

n

;v

1

; : : : ;v

n

; t) :

(2:54)

Queste 
ostituis
ono un sistema di n equazioni vettoriali in generale a

oppiate, 
he

pertanto non possono essere risolte separatamente.

�

E per�o possibile introdurre delle

quantit�a globali, analoghe a quelle gi�a introdotte nel 
aso del moto di un punto, e

studiarne l'evoluzione temporale.

2.5.1 Quantit�a me

ani
he

Per un sistema di n punti P

1

; : : : ; P

n

introdu
iamo delle quantit�a globali, analoghe

a quelle introdotte per un punto. Esse vengono de�nite additivamente, ossia per

somma sulle 
orrispondenti quantit�a relative ai singoli punti,

32)


ome segue:

massa m =

X

i

m

i

energia 
ineti
a T =

X

i

T

i

=

1

2

X

i

m

i

v

2

i

quantit�a di moto p =

X

i

p

i

=

X

i

m

i

v

i

momento della quantit�a di moto M

Q

=

X

i

M

Qi

=

X

i

(P

i

�Q) ^m

i

v

i

risultante delle forze R =

X

i

F

i

momento risultante delle forze N

Q

=

X

i

N

Qi

=

X

i

(P

i

�Q) ^ F

i

lavoro elementare delle forze ÆL =

X

i

ÆL

i

=

X

i

F

i

� dP

i

potenza delle forze � =

X

i

�

i

=

X

i

F

i

� v

i

(2:55)

31)

In e�etti, 
ome fu messo in lu
e da Poin
ar�e alla �ne del se
olo s
orso, gi�a il problema dei

tre 
orpi, persino nella sua pi�u sempli
e versione di problema ristretto, piano e 
ir
olare,

pu�o essere 
onsiderato 
ome il prototipo dei sistemi dinami
i 
he presentano moti non

solo non ridu
ibili a quadrature, ma anzi signi�
ativamente 
ompli
ati, e in un 
erto

senso impredi
ibili quanto un problema di lan
io di dadi (
i�o �e dovuto alla presenza dei


osiddetti punti omo
lini di Poin
ar�e).

32)

Quantit�a di tale tipo vengono dette estensive.
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Pi�u sotto si introdurr�a un'altra quantit�a globale, l'energia totale; vedremo tuttavia 
he,

nel 
aso tipi
o di forze interne a due 
orpi, essa non apparir�a de
omposta naturalmente


ome somma di quantit�a relative ai singoli punti.

La nozione di quantit�a di moto totale p di un sistema di punti materiali �e stret-

tamente 
onnessa alla nozione di bari
entro. Ri
ordiamo 
he questo �e de�nito 
ome il

punto B tale 
he

B �O =

1

m

X

i

m

i

(P

i

� O) (2:56)

(essendo O un punto arbitrario e m =

P

m

i

la massa totale); equivalentemente, in

termini di x

B

= (B �O), x

i

= (P

i

� O), esso �e de�nito da

mx

B

=

X

i

m

i

x

i

: (2:57)

La relazione tra bari
entro e quantit�a di moto totale p �e data dalla

Proposizione 2.16: La quantit�a di moto totale p di un sistema di punti �e pari a quella

di un solo punto di massa eguale alla massa totale m del sistema, e 
oin
idente ad ogni

istante 
ol bari
entro del sistema stesso:

p = mv

B

;

dove v

B

=
_
x

B

�e la velo
it�a del bari
entro.

Dimostrazione. Basta derivare rispetto al tempo la (2.57), 
he de�nis
e la posizione

del bari
entro, ottenendo mv

B

=

P

i

m

i

v

i

� p. Q.E.D.

Per quanto riguarda il momento della quantit�a di moto (o momento angolare)

rispetto a un polo arbitrario Q, si ha un risultato pi�u 
omplesso: oltre al termine

(B �Q) ^mv

B

� (x

B

� x

Q

) ^mv

B

, 
he si avrebbe pensando la massa 
on
entrata

nel bari
entro (momento angolare orbitale), si ha un ulteriore termine, dovuto al moto

relativo al bari
entro; risulta 
he questo ulteriore termine non dipende dal polo Q, e

pertanto esso viene detto momento angolare intrinse
o, o di spin. Vale infatti la

Proposizione 2.17: Il momento della quantit�a di moto (o momento angolare) M

Q

di

un sistema di punti rispetto a un polo Q �e dato da

M

Q

= S+ (B �Q) ^mv

B

; (2:58)

dove S, indipendente dal polo Q. �e de�nita da

S =

X

i

(P

i

�B) ^m

i

v

i

=

X

i

(P

i

� B) ^m

i

v

0

i

; (2:59)


on

v

0

i

= v

i

� v

B

: (2:60)

Dimostrazione. Partendo dalla de�nizione M

Q

=

P

i

(P

i

�Q) ^m

i

v

i

, si fa

ia uso

dell'identit�a (P

i

�Q) = (P

i

�B) + (B �Q), si

h�e si ha

M

Q

=

X

i

(P

i

�B) ^m

i

v

i

+ (B �Q) ^

X

i

m

i

v

i

;
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l'asserto segue allora dalla proposizione 2.16, 
on S =

P

i

(P

i

�B)^m

i

v

i

. Per mostrare


he tale espressione per S �e equivalente alla se
onda, si usa

P

mi (P

i

� B) = 0.

Q.E.D.

Per l'energia 
ineti
a vale una analoga formula di s
omposizione, nota 
ome teo-

rema di K�onig. Pre
isamente, introdotta la 
osiddetta energia 
ineti
a relativa al bari-


entro T

0

de�nita da

33)

T

0

=

1

2

X

i

m

i

kv

0

i

k

2

;


on v

0

i

dato dalla (2.60), si ha la

Proposizione 2.18: L'energia 
ineti
a di un sistema di punti pu�o s
riversi nella forma

T = T

0

+

1

2

mv

2

B

: (2:61)

Dimostrazione. Nella de�nizione T =

1

2

P

i

m

i

v

2

i

, si sostituis
e v

i

= v

0

i

+ v

B

, si

h�e

si ha

T =

1

2

X

i

m

i

kv

0

i

k

2

+

1

2

X

i

m

i

v

2

B

+

X

i

m

i

v

0

i

� v

B

:

D'altra parte si ha

P

i

m

i

v

0

i

= 0, 
ome segue dalla de�nizione di bari
entro. Q.E.D.

Si ha poi la

Proposizione 2.19: La quantit�a di moto, il momento angolare e l'energia 
ineti
a

evolvono se
ondo equazioni analoghe a quelle ri
avate per un punto materiale nelle propo-

sizioni 2.1 e 2.2, pre
isamente

_
p = R ;

_

M

Q

= N

Q

� v

Q

^ p ; (2:62)

_

T = � : (2:63)

Dimostrazione. Per 
ias
un punto si fa uso delle proposizioni 2.1 e 2.2, e del fatto 
he

tutte le quantit�a sono de�nite in modo additivo. Cos��, ad esempio, per la proposizione

2.1 si ha
_
p

i

= F

i

per 
ias
un punto P

i

, e sommando membro a membro si ottiene la

prima delle (2.62); analogamente per le altre. Q.E.D.

Le equazioni (2.62) e (2.63) si presentano 
ome la generalizzazione diretta delle

proposizioni 2.1 e 2.2 al 
aso di pi�u punti, e sono le sole proposizioni 
he risultano vere

in generale. In e�etti, per�o, esse non sono an
ora molto interessanti, per
h�e presup-

pongono la 
onos
enza di tutte le forze 
he agis
ono su 
ias
un punto; mostreremo ora


he in 
ondizioni molto generali �e suÆ
iente fare riferimento alle sole forze esterne.

33)

Si tratta dell'energia 
ineti
a rispetto ad un sistema 
he trasla solidalmente al bari
entro.

Si veda pi�u avanti.
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2.5.2 Forze interne e forze esterne

�

E utile, a questo punto, introdurre una 
aratterizzazione pi�u pre
isa delle forze.

Pre
isamente, supponiamo in generale di poter distinguere le forze 
he agis
ono su un

sistema di punti materiali in forze interne e forze esterne, s
rivendo la forza 
he agis
e

su 
ias
un punto P

i


ome

F

i

= F

(int)

i

+ F

(ext)

i

; i = 1; : : : ; n ; (2:64)

ed attribuendo F

(int)

i

all'azione di tutti gli altri punti del sistema e F

(ext)

i

all'azione di

un non meglio spe
i�
ato ambiente esterno. Potremo 
os�� a�ermare 
he F

(ext)

i

dipende

solo dallo stato del punto P

i

, e non da quello degli altri punti, ossia 
he si ha F

(ext)

i

=

F

(ext)

i

(x

i

;v

i

; t). Supponiamo poi 
he le forze interne dipendano solo dalla posizione

dei punti, e non dalle loro velo
it�a o dal tempo, si

h�e F

(int)

i

= F

(int)

i

(x

1

; : : : ;x

n

), e


he siano inoltre forze a due 
orpi, ossia si possano a loro volta s
omporre nella forma

F

(int)

i

(x

1

; : : : ;x

n

) =

X

1�j�n

j 6=i

F

(int)

ij

(x

i

;x

j

) : (2:65)

Si intende 
on questo 
he si suppone di poter identi�
are la forza F

(int)

ij


he il punto

P

j

eser
ita sul punto P

i

, 
he questa dipenda solo dalla posizione dei punti P

i

e P

j

,

e 
he la forza totale si ottenga sempli
emente per sovrapposizione, ossia sommando

vettorialmente le singole forze.

Per ogni 
oppia i; j, introdu
iamo il vettore di posizione relativa

r

ij

= (P

i

� P

j

) = x

i

� x

j

; (2:66)

e 
ome di 
onsueto la 
orrispondente distanza

r

ij

= kr

ij

k : (2:67)

Sulle forze interne si fanno le seguenti ipotesi 
lassi
he:

i. 
he obbedis
ano al prin
ipio di azione e reazione, ossia 
he si abbia

F

(int)

ij

+ F

(int)

ji

= 0 ; (2:68)

ii. 
he siano di tipo 
entrale, ossia dirette 
ome la 
ongiungente i punti P

i

, P

j

:

r

ij

^ F

(int)

ij

= 0 ; (2:69)

iii. 
he dipendano dalla sola distanza r

ij

tra i punti P

i

e P

j

.

Queste forze si s
rivono allora nella forma

F

(int)

ij

=

r

ij

r

ij

f

ij

(r

ij

) ; f

ij

= f

ji

: (2:70)

� Osservazione. Si tenga presente 
he la 
aratterizzazione ora data per le forze,


on forze interne a due 
orpi, posizionali, di tipo 
entrale a simmetria sferi
a,
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soddisfa
enti il prin
ipio di azione e reazione (forze 
he Poin
ar�e 
hiama \di tipo


lassi
o"), non dis
ende dai prin
ipi generali della me

ani
a, ma 
ostituis
e un

modello matemati
o di des
rizione della materia. La des
rizione della materia


ome un sistema di n punti materiali interagenti 
on forze del tipo suddetto 
osti-

tuis
e il 
osiddetto modello me

ani
isti
o 
lassi
o, di�uso nel di
iottesimo se
olo

parti
olarmente da Ruggero Bos
ovi
h.

In questo modello non si hanno dunque, in parti
olare, forze dipendenti dalla

velo
it�a. Tali forze sono allora 
on
epite 
ome des
riventi in maniera approssi-

mata l'e�etto delle forze posizionali dovute a tutti i punti 
ostituenti il \mezzo" in


ui si viene a trovare il punto 
onsiderato. Resta poi il problema di dimostrare 
he

tale des
rizione �e matemati
amente 
oerente 
on lo s
hema di partenza, 
io�e pu�o

essere ottenuta 
ome un teorema in qual
he limite opportuno. Si ha qui in e�etti

un problema molto simile a quello di \dedurre" le leggi della termodinami
a dal

modello me

ani
isti
o 
lassi
o. E' questo il problema della \me

ani
a statis-

ti
a", alla 
ui formulazione ha parti
olarmente 
ontribuito Ludwig Boltzmann.

2.5.3 Equazioni 
ardinali

Una prima fondamentale 
onseguenza delle ipotesi fatte sopra �e 
he le forze interne

non hanno al
una in
uenza sull'evoluzione temporale della quantit�a di moto e del

momento angolare. Pre
isamente, introdotti il risultante delle forze esterne R

(ext)

=

P

i

F

(ext)

i

ed il momento risultante delle forze esterne N

(ext)

Q

=

P

i

(P

i

�Q)^F

(ext)

i

, si

ha la

Proposizione 2.20: Per un sistema di n punti materiali, 
on forze interne a due 
orpi

di tipo 
lassi
o, la quantit�a di moto totale p ed il momento angolare totale M

Q

evolvono

nel tempo obbedendo alle equazioni

_
p = R

(ext)

; (2:71)

ovvero ma

B

= R

(ext)

, e

_

M

Q

= N

(ext)

Q

� v

Q

^ p : (2:72)

In parti
olare, se il polo Q �e �sso, oppure v

Q

�e parallelo a p, l'equazione del momento

angolare (2.72) prende la forma

_

M

Q

= N

(ext)

Q

: (2:73)

Dimostrazione. Per ottenere la (2.71) si usa la prima delle (2.62). Grazie alla (2.64),

si de
ompone R nella somma

R = R

(ext)

+R

(int)

;

dove R

(int)

=

P

i

F

(int)

i

, e si osserva 
he R

(int)

= 0, in virt�u della (2.65) e del prin
ipio
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di azione e reazione (2.68). Infatti, basta osservare 
he, grazie alla (2.65), si ha

R

(int)

=

X

i 6=j

F

(int)

ij

=

X

i<j

(F

(int)

ij

+ F

(int)

ji

) ;

e 
he ogni termine di quest'ultima somma si annulla in virt�u del prin
ipio di azione

e reazione. La forma equivalente si ottiene osservando 
he da p = mv

B

segue
_
p =

ma

B

. La (2.72) si ottiene dalla se
onda delle (2.62), s
omponendo, in modo analogo,

N

Q

= N

(ext)

Q

+ N

(int)

Q

, 
on N

(int)

Q

=

P

i

(P

i

� Q) ^ F

(int)

i

. Fa
endo an
ora uso della

(2.65) e del prin
ipio di azione e reazione si ha

N

(int)

Q

=

X

1�i�n

(P

i

�Q) ^

X

j=1;n

j 6=i

F

(int)

ij

=

X

1�i<j�n

h

(P

i

�Q) ^ F

(int)

ij

+ (P

j

�Q) ^ F

(int)

ji

i

=

X

1�i<j�n

(P

i

� P

j

) ^ F

(int)

ij

;

e quest'ultima somma si annulla in virt�u dell'ipotesi (2.69) 
he le forze siano 
entrali.

Q.E.D.

2.5.4 Energia potenziale, teorema dell'energia 
ineti
a e 
onservazione dell'energia

Consideriamo ora il lavoro elementare totale ÆL =

P

i

F

i

� dx

i

. Introdu
endo la

de
omposizione (2.64) per le forze si avr�a

ÆL = ÆL

(ext)

+ ÆL

(int)

;


on

ÆL

(ext)

=

X

i

F

(ext)

i

� dx

i

; ÆL

(int)

=

X

i

F

(int)

i

� dx

i

:

Analogamente si ha, per la potenza, � = �

(ext)

+ �

(int)

.

Comin
iamo a 
onsiderare le forze interne. Si ha anzitutto la fondamentale

Proposizione 2.21: Per forze interne di tipo 
lassi
o, il lavoro elementare totale delle

forze interne �e un di�erenziale esatto, e si ha

ÆL

(int)

= �dV

(int)

; V

(int)

(x

1

; : : : ;x

n

) =

1

2

X

1�i;j�n

i6=j

V

ij

(r

ij

) ; (2:74)

dove V

ij

�e una primitiva, 
ambiata di segno, di f

ij

, ossia tale 
he f

ij

= �

dV

ij

dr

ij

.

Dimostrazione. Per le ipotesi (2.70) 
aratterizzanti le forze interne, si ha 
he il


ontributo ÆL

(int)

ij

al lavoro elementare totale dovuto a 
ias
una 
oppia di punti P

i

; P

j

�e lo stesso 
he si ha nel problema a due 
orpi:

ÆL

(int)

ij

= F

(int)

ij

� dx

i

+ F

(int)

ji

� dx

j

:
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Si ha pertanto

ÆL

(int)

ij

= F

(int)

ij

� d(x

i

� x

j

) =

1

r

ij

f

ij

(r

ij

)r

ij

� dr

ij

:

Pro
edendo 
ome per il problema a un 
orpo si trova r

ij

� dr

ij

= r

ij

dr

ij

, e quindi

ÆL

(int)

ij

= f

ij

(r

ij

)dr

ij

:

Si ha dunque 
he esiste l'energia potenziale V

ij

(r

ij

) per ogni 
oppia di punti (una

qualunque primitiva di f

ij


ambiata di segno). Il lavoro elementare totale delle forze

interne pu�o pertanto s
riversi nella forma

ÆL

(int)

=

X

i=1;n

dx

i

�

X

j=1;n

j 6=i

F

(int)

ij

=

X

1�i<j�n

(F

(int)

ij

� dx

i

+ F

(int)

ji

� dx

j

) =

X

1�i<j�n

f

ij

(r

ij

)dr

ij

;

ossia 
ome somma sui 
ontributi di 
ias
una 
oppia, e si ha la 
on
lusione.

34)

Q.E.D.

In termini della potenza delle forze interne, si ha 
orrispondentemente �

(int)

=

�

d

dt

V

(int)

, e il teorema dell'energia 
ineti
a (2.63) 
ondu
e allora alla seguente

Proposizione 2.22: Per forze interne di tipo 
lassi
o, l'energia interna T +V

(int)

evolve

nel tempo se
ondo l'equazione

d

dt

(T + V

(int)

) = �

(ext)

: (2:75)

� Osservazione. Per quanto riguarda le forze interne, si noti bene la di�erenza

tra quanto avviene per l'energia potenziale interna da un parte, e per il risultante

R e il momento risultanteN

Q

dall'altra; infatti le forze interne di tipo 
lassi
o non


ontribuis
ono a R e a N

Q

, mentre 
ontribuis
ono all'energia potenziale interna

(additivamente sulle 
oppie).

Vi �e solo un 
aso spe
iale, alquanto interessante, in 
ui le forze interne non


ontribuis
ono all'energia potenziale interna, 
io�e pu�o porsi V

(int)

= 0.

�

E questo

il 
aso dei 
orpi rigidi, o pi�u pre
isamente delle forze interne 
he mantengono rigido

un 
orpo. Ri
ordiamo

35)


he un 
orpo si di
e rigido se le distanze mutue dei suoi

punti sono 
ostanti, r

ij

= 
ost. Ora, 
ome abbiamo appena visto, in generale

ogni 
oppia di punti 
ontribuis
e al lavoro interno 
on un termine F

(int)

ij

� dx

i

+

F

(int)

ji

� dx

j

= f

ij

dr

ij

; dunque per i 
orpi rigidi il lavoro delle forze interne �e

nullo, per
h�e r

ij

= 
ost 
omporta dr

ij

= 0.

34)

Il fattore 1=2 nella formula (2.74) �e dovuto sempli
emente al modo diverso in 
ui vi si

denota la somma sulle 
oppie. Infatti, nell'insieme f1 � i; j � n; i 6= jg 
ias
una 
oppia


ompare due volte

35)

Una trattazione pi�u dettagliata dei 
orpi rigidi sar�a data pi�u avanti.
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Per quanto riguarda le forze esterne, essendo F

(ext)

i

= F

(ext)

i

(x

i

;v

i

; t), il problema �e

immediatamente ri
ondotto a quello di un punto materiale. Si potr�a quindi a�ermare


he esiste l'energia potenziale delle forze esterne se la forza F

(ext)

i


he agis
e su 
ias
un

punto P

i

�e puramente posizionale, e se il 
orrispondente lavoro elementare ÆL

(ext)

i

=

F

(ext)

i

� dx

i

pu�o s
riversi 
ome il di�erenziale �dV

(ext)

i

di una funzione V

(ext)

i

(x

i

). In

tal 
aso per il lavoro elementare totale esterno ÆL

(ext)

si avr�a ÆL

(ext)

= �dV

(ext)

, 
on

V

(ext)

(x

1

; : : : ;x

n

) =

P

i

V

(ext)

i

(x

i

). An
he qui si potr�a esprimere lo stesso risultato

mediante la potenza delle forze esterne, s
rivendo �

(ext)

= �

dV

(ext)

dt

.

E' dunque signi�
ativo introdurre l'energia interna totale V = V

(int)

+ V

(ext)

,

per
h�e allora si ha la

Proposizione 2.23: Si 
onsideri un sistema di n punti materiali soggetti a forze interne

di tipo 
lassi
o e a forze esterne derivanti da potenziale. Allora la forza totale F

i

agente

sul punto materiale i{simo deriva da potenziale, e si ha

F

i

= �grad

i

V ; (ossia F

ix

=

�V

�x

i

; � � �) ; (2:76)

dove V = V

(int)

+ V

(ext)

.

In�ne, introdu
endo l'energia totale E = T + V

(int)

+ V

(ext)

, si ha la

Proposizione 2.24 (Teorema di 
onservazione dell'energia): Si 
onsideri un sistema

di n punti 
on forze interne sono del tipo 
lassi
o (2.70) e 
on forze esterne derivanti da

potenziale. Allora l'energia totale E = T + V

(int)

+ V

(ext)

�e una 
ostante del moto.

Passiamo ora a 
onsiderare al
uni esempi signi�
ativi, 
omin
iando dal 
aso grav-

itazionale, ovvero un sistema di n pianeti orbitanti attorno a una stella S (il sole),

nell'approssimazione in 
ui la stella �e 
onsiderata �ssa. Denotiamo x

i

= (P

i

� S),

r

i

= kx

i

k, r

ij

= x

i

� x

j

, r

ij

= kr

ij

k. Le forze interne di interazione Newtoniana tra i

pianeti sono

F

ij

= �G

m

i

m

j

r

ij

2

r

ij

r

ij

;

e si ha pertanto

36)

V

(int)

= �

X

i;j; i<j

G

m

i

m

j

r

ij

= �

1

2

X

i;j

G

m

i

m

j

r

ij

:

Le forze esterne sono posizionali e 
onservative:

F

(ext)

i

= �G

m

i

m

S

r

2

i

x

i

r

i

;

e si ha

ÆL

(ext)

i

= F

(ext)

i

� dx

i

= �d G

m

i

m

S

r

i

:

36)

Si tratta di due modi diversi di s
rivere 
he si somma su tutte le 
oppie diverse ij.
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Dunque l'energia potenziale del sistema sar�a

V = V

(int)

+ V

(ext)

= �

1

2

X

i;j

G

m

i

m

j

r

ij

�

X

i

G

m

i

m

S

r

i

: (2:77)

Come se
ondo esempio, 
onsideriamo l'atomo di elio (an
ora nell'approssimazione

del nu
leo �sso) Denotando 
on x

1

, x

2

i vettori posizione dei due elettroni e 
on e la


ari
a dell'elettrone, si ha

V (x

1

;x

2

) = �

2e

2

kx

1

k

�

2e

2

kx

2

k

+

e

2

kx

1

� x

2

k

;

dove �

2e

2

kx

1

k

;�

2e

2

kx

2

k

sono dovuti alle forze esterne del nu
leo sugli elettroni, e

e

2

kx

1

�x

2

k

alla forza di interazione (repulsiva) fra gli elettroni.

Un terzo esempio �e fornito dal 
orpo rigido pesante, nell'approssimazione del 
ampo

di forze peso 
ostante. L'energia potenziale interna �e 
ostante, 
ome visto sopra, e

pu�o quindi assumersi nulla. Restano da 
onsiderare le forze esterne F

(ext)

i

= �m

i

gk,

per 
ui si ha

ÆL

(ext)

= �

X

i

m

i

gk � dx

i

= �

X

i

d(m

i

gz

i

) = �d(g

X

m

i

z

i

) = �dV

(ext)

;


on

V

(ext)

= mgz

B

;

essendo z

B

l'altezza del bari
entro (si �e orientato l'asse z verso l'alto).

2.5.5 Connessione tra propriet�a di simmetria e leggi di 
onservazione

Riportiamo qui una dis
ussione preliminare; una trattazione pi�u 
ompleta verr�a

data nel 
apitolo sulla me

ani
a analiti
a (teorema di Noether). Consideriamo il 
aso

di un sistema di n punti, 
on forze posizionali derivanti da potenziale, si

h�e si abbia

F

i

= �grad

i

V ; (2:78)

ovvero F

ix

= �

�V

�x

i

, F

iy

= �

�V

�y

i

, F

iz

= �

�V

�z

i

.

Una \traslazione in�nitesima" nella direzione del versore e �e de�nita

37)

dalla

trasformazione x

i

7! x

"

i

, 
on

x

"

i

= x

i

+ "e ; i = 1; � � � ; n :

Diremo 
he il sistema �e invariante per traslazione nella direzione e, se si ha

d

d"

V (x

"

1

; : : : ;x

"

n

)

�

�

�

"=0

= 0 :

37)

A di�erenza del 
aso della rotazione trattato sotto, la trasformazione qui de�nita �e una

vera traslazione per ogni valore " 2 lR.
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Segue subito

X

i

(grad

i

V ) � e = 0 ;

ovvero, per la (2.78),

e �R = 0 ; (2:79)

ove R �e il risultante delle F

i

. Dunque, la propriet�a di invarianza per traslazione

nella direzione e 
omporta 
he sia nulla la 
omponente del risultante nella stessa

direzione, e quindi, per la prima equazione 
ardinale, 
he sia 
ostante la 
orrispondente


omponente della quantit�a di moto, e�p = 
ost. Se poi si ha invarianza per traslazione

in ogni direzione, allora R �e nullo, e p si 
onserva.

Analogamente una \rotazione in�nitesima" attorno alla retta parallela a e, pas-

sante per l'origine, �e de�nita

38)

dalla trasformazione x

i

7! x

"

i

, 
on

x

"

i

= x

i

+ "e ^ x

i

; i = 1; � � � ; n :

Dalla propriet�a di invarianza per rotazione di V (de�nita in ovvia analogia 
on l'inva-

rianza per traslazione) segue immediatamente

X

i

(grad

i

V ) � e ^ x

i

= 0 ;

ovvero (
i
lando e mettendo in evidenza e)

e �N = 0 ;

dalla se
onda equazione 
ardinale si dedu
e allora 
he �e 
ostante la 
omponente di M

in direzione dell'asse di rotazione: e �M = 
ost. Se poi si ha invarianza per rotazione

attorno a una direzione qualsiasi, allora si ha N = 0 e M si 
onserva.

Si vede 
os�� 
he all'invarianza dell'energia potenziale rispetto a una trasformazione

�e asso
iata la 
onservazione di una 
orrispondente quantit�a dinami
a, se
ondo lo

s
hema

traslazione spaziale �! quantit�a di moto

rotazione spaziale �! momento angolare :

Analogamente, pu�o dirsi 
he si ha an
he una relazione

traslazione temporale �! energia :

Infatti, per forze derivanti da potenziale, il 
aso pi�u generale 
he possa 
onsiderarsi �e

quello in 
ui V = V (x

1

; : : : ;x

n

; t), ovvero l'energia potenziale dipenda espli
itamente

dal tempo (si pensi ad esempio al 
aso di una forza esterna 
ausata da un punto il


ui moto �e preassegnato); in tal 
aso si dir�a evidentemente 
he V �e invariante per

traslazioni temporali, se V non dipende espli
itamente dal tempo. Ma in questa ipotesi

si 
onserva l'energia totale E = T + V : dunque, l'invarianza per traslazioni temporali


omporta la 
ostanza dell'energia.

38)

Tale trasformazione di�eris
e da una rotazione per quantit�a O("

2

); in questo senso �e

detta \in�nitesima". Che si tratti di una rotazione sar�a forse pi�u 
hiaro dopo aver visto,

in un prossimo paragrafo, la formula fondamentale della 
inemati
a dei sistemi rigidi.
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2.6 Moti rigidi e moti relativi

Il problema del moto relativo 
onsiste nel determinare le relazioni 
he inter
orrono

tra le des
rizioni del moto di un punto P fornite da due osservatori in moto l'uno

rispetto all'altro. In quest'ambito si ottiene an
he la formula fondamentale per la


osiddetta 
inemati
a dei moti rigidi.

2.6.1 Formulazione del problema

Si 
onsideri un sistema di riferimento S

�

� (O

�

; e

�

1

; e

�

2

; e

�

3

) �sso, identi�
ato da

un'origine e da una terna ortonormale 
ostanti nel tempo, e un se
ondo sistema di

riferimento S � (O; e

1

; e

2

; e

3

) mobile. Si supponga noto il moto di S rispetto ad

S

�

, ossia si suppongano noti i vettori x

O

(t) � (O(t) � O

�

); e

1

(t); e

2

(t); e

3

(t), o pi�u

pre
isamente le 
orrispondenti 
omponenti sulla base �ssa e

�

i

, 
io�e le quantit�a

x

�

Oi

(t) = e

�

i

� x

O

(t) ; R

ij

(t) = e

�

i

� e

j

(t) : (2:80)

Si supponga in�ne noto il moto di un punto P rispetto ad S, ovvero il vettore po-

sizione relativa x

(r)

(t) de�nito da x

(r)

= (P � O), o pi�u pre
isamente le 
orrispondenti


oordinate relative x

(r)

i

(t) de�nite da

(P � O) � x

(r)

=

X

x

(r)

i

e

i

:

Il problema del moto relativo 
onsiste allora nel determinare il moto di P rispetto ad

S

�

, ossia il vettore x(t) dove x � (P � O

�

), o pi�u pre
isamente nel determinare le


orrispondenti 
oordinate \assolute" x

�

i

de�nite da

39)

x =

X

x

�

i

e

�

i

:

Analogamente si pone il problema di determinare la relazione tra la velo
it�a assoluta

e l'a

elerazione assoluta da una parte, de�nite da

v =

X

_x

�

i

e

�

i

; a =

X

�x

�

i

e

�

i

;

e la velo
it�a relativa e l'a

elerazione relativa dall'altra, de�nite da

v

(r)

=

X

_x

(r)

i

e

i

; a

(r)

=

X

�x

(r)

i

e

i

;

si noti 
he v

(r)

e a

(r)

non sono le derivate rispetto al tempo di x

(r)

, ma rappresentano

la velo
it�a e l'a

elerazione 
ome apparirebbero a 
hi assumesse �sso il sistema di

riferimento S (osservatore solidale 
on il sistema mobile).

39)

In generale, per ogni vettore u, denoteremo 
on u

i

le 
omponenti sulla base e

i

, e 
on u

�

i

le 
omponenti sulla base e

�

i

:

u =

X

i

u

i

e

i

=

X

i

u

�

i

e

�

i

:

Qui abbiamo poi a 
he fare 
on due vettori diversi, x

(r)

= (P � O) e x = (P �O

�

).
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� Osservazione. Come mostrano 
hiaramente le formule (2.80), la disposizione

della terna mobile rispetto a quella �ssa �e determinata quando siano note le tre


oordinate x

�

Oi

, e i nove 
oseni direttori R

ij

. Di questi ultimi per�o solo tre sono in-

dipendenti, dovendo essere soddisfatte le sei 
ondizioni (indipendenti) di ortonor-

malit�a e

i

� e

j

= Æ

ij

, 1 � i � j � 3. La disposizione della terna mobile �e dunque

individuata da sei parametri, tre per l'origine O e tre per l'orientazione degli

assi. Il modo pi�u 
lassi
o per assegnare l'orientazione degli assi mediante tre

parametri �e quello dei 
osiddetti angoli di Eulero, 
he saranno des
ritti pi�u avanti.

Per una dis
ussione delle propriet�a della matri
e R

ij

(matri
e di rotazione), si

veda l'appendi
e B.

� Eser
izio 2.16: Determinare i vettori (O�O

�

)(t); e

1

(t); e

2

(t); e

3

(t) nei 
asi seguenti:

i) S trasla in una direzione �ssa, mantenendo 
ostante la direzione degli assi (si pensi ad

un treno in moto rettilineo); ii) S ruota intorno ad un asse �sso (si pensi ad esempio

ad una giostra).

Veniamo ora alla 
onnessione 
ol problema del moto rigido.

De�nizione 2.1: Si di
e 
he un sistema di punti esegue un moto rigido se, per ogni


oppia di punti P , Q, la mutua distanza k (P �Q) k non dipende dal tempo:

d

dt

k (P �Q) k = 0 :

Ora, �e evidente 
he un qualunque insieme di punti 
he mantengano 
oordinate


ostanti rispetto alla terna mobile S esegue un moto rigido; tale moto viene detto moto

di tras
inamento asso
iato alla terna mobile, ed �e 
aratterizzato dal fatto 
he ogni punto

ha velo
it�a relativa e a

elerazione relativa nulle; in e�etti, pi�u 
he 
ome moto di un

insieme parti
olare di punti, il moto di tras
inamento appare 
ome moto di un intero

spazio \solidale 
on la terna mobile" (in generale, un vettore 
he mantenga 
omponenti


ostanti rispetto al una terna mobile verr�a detto vettore solidale). Vi
eversa, non

sarebbe diÆ
ile vedere 
he per ogni moto rigido si pu�o determinare una terna mobile S,

tale 
he il moto rigido assegnato appaia 
ome moto di tras
inamento ad essa asso
iato.

� Eser
izio 2.17: Veri�
are espli
itamente quest'ultima a�ermazione.

In questa lu
e il problema del moto rigido appare 
ome un 
aso parti
olare del prob-

lema del moto relativo, 
io�e il moto dei punti tras
inati dalla terna mobile o solidali,

ovvero tali tali 
he v

(r)

= a

(r)

= 0.

2.6.2 Formula fondamentale per i moti rigidi

Diamo qui la deduzione di una formula importante 
he 
aratterizza i moti rigidi.

Preliminarmente mostriamo la

Proposizione 2.25: Si 
onsideri un moto rigido. Ad ogni istante t esiste un uni
o vettore
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!(t) tale 
he, per ogni vettore u solidale, si ha

_
u = ! ^ u ; (2:81)

in parti
olare, per i versori e

i

di una qualunque terna ortonormale solidale valgono le

\formule di Poisson"

_
e

i

= ! ^ e

i

; i = 1; 2; 3 : (2:82)

Il vettore ! ha l'espressione

! =

1

2

X

i

e

i

^
_
e

i

; (2:83)

dove fe

i

g �e an
ora una qualunque terna ortonormale solidale.

Il vettore !(t) �e detto velo
it�a angolare istantanea al tempo t del moto rigido.

Riportiamo qui di seguito una dimostrazione elementare 
ostruttiva. Una ele-

gante dimostrazione di esistenza (si veda Arnold, Metodi matemati
i della me

ani
a


lassi
a), 
he fa uso delle nozioni di operatore lineare, operatore aggiunto, derivata di

un operatore ... , �e riportata in appendi
e B.

Dimostrazione. Si pro
ede in tre passi.

1. Si osserva anzitutto 
he la (2.81) e le formule di Poisson (2.82) sono equivalenti:

infatti, da un lato queste sono 
asi parti
olari della prima; d'altra parte, s
rivendo

u =

P

i

u

i

e

i

, dalle formule di Poisson si ottiene la prima derivando e ri
ordando


he, per ipotesi, �e _u

i

= 0.

2. Se ! esiste, allora esso ha ne
essariamente la forma (2.83), e quindi in parti
olare

�e uni
o. Ci�o si vede 
onsiderando le relazioni (2.82) 
ome un sistema di equazioni

algebri
he nell'in
ognita !, mentre le e

i

e
_
e

i

si 
onsiderano note. Per risolvere

queste equazioni, 
io�e \liberare" !, basta moltipli
are a sinistra ognuna delle

(2.82) vettorialmente per e

i

, e si trova

e

i

^
_
e

i

= e

i

^ (! ^ e

i

) = !(e

i

� e

i

)� e

i

(! � e

i

) = ! � e

i

!

i

;

essendo e

i

� e

i

= 1, !

i

= ! � e

i

e avendo usato la formula del doppio prodotto

vettore. Sommando su i segue allora

P

i

e

i

^
_
e

i

= 3! � ! = 2!.

3. Il vettore ! dato dalla (2.83) �e e�ettivamente soluzione,

40)


io�e soddisfa le formule

di Poisson (2.82). Ci�o si 
ontrolla immediatamente sostituendo per !, in (2.82),

l'espressione (2.83). Si ottiene 
os��

! ^ e

i

=

1

2

X

j

(e

j

^
_
e

j

) ^ e

i

=

1

2

X

j

[(e

j

� e

i

)
_
e

j

� (
_
e

j

� e

i

)e

j

℄ :

Si rielaborano poi questi due termini usando la relazione di ortonormalit�a e

j

�e

i

=

Æ

ij

; sostituita direttamente nel primo, essa fornis
e

P

j

(e

j

� e

i

)
_
e

j

=
_
e

i

, mentre,

40)

La ne
essit�a di questa veri�
a �e dovuta al fatto 
he il pro
edimento sopra seguito

potrebbe a priori avere introdotto una soluzione spuria.
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per derivazione, fornis
e la relazione di antisimmetria
_
e

j

�e

i

= �e

j

�
_
e

i

, 
he d�a per

il se
ondo termine

P

j

(
_
e

j

� e

i

)e

j

= �

P

j

(e

j

�
_
e

i

)e

j

= �
_
e

i

. Q.E.D.

� Osservazione. Poi
h�e il vettore solidale u ha norma 
ostante, allora si ha
_
u�u =

0 (basta derivare u �u = 
ost). Come immediata 
onseguenza della de�nizione di

prodotto vettore, si vede allora 
he esiste ne
essariamente un vettore ! per 
ui vale

la (2.81) (anzi, ne esistono in�niti, per
h�e risulta indeterminata la 
omponente di

! parallela a u). Il signi�
ato della proposizione 2.25 �e 
he si pu�o trovare uno

stesso vettore ! 
he va bene per tutti i vettori u, e inoltre questo �e uni
o.

Come 
orollario della proposizione ora dimostrata si ottiene la

Proposizione 2.26 (Formula fondamentale dei moti rigidi): Per ogni 
oppia di punti

P , Q di un sistema 
he 
ompie un moto rigido si ha

d

dt

(P �Q) = ! ^ (P �Q) ; (2:84)

o equivalentemente

v

P

= v

Q

+ ! ^ (P �Q) ; (2:85)

dove ! �e la velo
it�a angolare istantanea.

Dimostrazione. Basta appli
are la (2.81), 
on u = (P �Q). Q.E.D.

� Osservazione. Il motivo del nome \velo
it�a angolare" attribuito a ! si 
om-

prende 
onsiderando il 
aso elementare delle rotazioni attorno a un asse �sso (asse

di rotazione), ad esempio l'asse z; possiamo allora prendere O = O

�

, e e

3

= e

�

3

. In

tal 
aso �e evidente 
he ogni punto P si muove su un 
er
hio in un piano ortogonale

all'asse di rotazione, 
on velo
it�a di modulo d

_

#, se d �e la distanza di P dall'asse,

e # �e l'angolo tra e

1

e e

�

1

. E' allora evidente 
he si ha

v

P

=

d

dt

(P � O) = ! ^ (P �O) ; (2:86)


on ! =

_

# e

�

3

.

Un altro 
aso molto signi�
ativo �e quello delle rotazioni attorno a un punto

�sso O

�

(moto polare); prendiamo allora O = O

�

. Dalla formula (2.85), 
on

Q = O, si ottiene per v

P

an
ora la formula (2.86), ove per�o non solo il modulo,

ma an
he la direzione di ! varia in generale nel tempo; la formula (2.86) 
i di
e

allora 
he in ogni istante il 
ampo di velo
it�a del moto rigido (o atto di moto

rigido) 
on
ide 
on quello di un opportuno moto rotatorio attorno a un asse �sso

passante per O e diretto 
ome ! (asse di istantanea rotazione). Per una ulteriore

dis
ussione dei moti rigidi in 
asi pi�u generali si veda l'appendi
e C.

� Eser
izio 2.18: Un moto rigido si di
e piano quando esiste un piano solidale �, 
he

si muove su un piano �sso �

�

. Si veri�
hi 
he in tal 
aso la velo
it�a angolare �e data da

! =

_

#e ;
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dove # �e l'angolo tra un asse �sso in �

�

e un asse solidale in �, mentre e �e un versore

normale ai due piani. Il 
aso pi�u 
omune �e quello di un sistema rigido piano (un'asta,

un dis
o), vin
olato a un piano pre�ssato.

2.6.3 Formula di Galileo e teorema di Coriolis

La relazione tra il vettore di posizione assoluta x = (P � O

�

) e il vettore di

posizione relativa x

(r)

= (P � O) �e 
hiaramente data da

x = x

(r)

+ x

O

; (2:87)

ovvero da (P � O

�

) = (P � O)+(O �O

�

). Per derivazione seguono senza diÆ
olt�a le

analoghe relazioni tra velo
it�a assoluta e relativa e tra a

elerazione assoluta e relativa.

Per quanto riguarda le velo
it�a, si ha la

Proposizione 2.27 (Formula di Galileo): La relazione tra velo
it�a assoluta e relativa

�e data da

v = v

(r)

+ v

(T)

; v

(T)

= v

O

+ ! ^ (P � O) : (2:88)

Coerentemente 
on la nozione sopra introdotta di moto di tras
inamento, il vettore

v

(T)

viene detto velo
it�a di tras
inamento, per
h�e �e la velo
it�a (assoluta) dei punti 
he

hanno velo
it�a relativa nulla.

Dimostrazione. Derivando rispetto al tempo la (2.87), ottiene v = _x

(r)

+v

O

. D'altra

parte, da x

(r)

=

P

x

(r)

i

e

i

si ha

_x

(r)

=

X

i

_x

(r)

i

e

i

+

X

i

x

(r)

i

_
e

i

= v

(r)

+

X

i

x

(r)

i

_
e

i

;

utilizzando le formule di Poisson la 
on
lusione �e immediata.

� Osservazione. La formula di Galileo si s
rive an
he nella forma

d

dt

(P � O) = v

(r)

+ ! ^ (P �O) ; (2:89)


he �e una naturale generalizzazione della (2.84).

Venendo poi all'a

elerazione, si ha la

Proposizione 2.28 (Teorema di Coriolis): La relazione tra a

elerazione assoluta e

relativa �e data da

a = a

(r)

+ a

(T)

+ a

(
)

; (2:90)


on

a

(T)

= a

O

+
_
! ^ (P � O) + ! ^ [! ^ (P � O)℄ ;

a

(
)

= 2! ^ v

(r)

:

(2:91)
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Il vettore a

(T)

viene detto, 
ome �e naturale, a

elerazione di tras
inamento (
io�e a
-


elerazione dei punti 
on velo
it�a relativa nulla); il vettore a

(
)

viene detto inve
e

a

elerazione 
omplementare, o di Coriolis.

Dimostrazione. Derivando la (2.88) si ha

a =

dv

(r)

dt

+

dv

O

dt

+

d

dt

[! ^ (P �O)℄ :

D'altra parte si ha

dv

(r)

dt

=

d

dt

X

i

_x

(r)

e

i

=

X

i

�x

(r)

e

i

+

X

i

_x

(r)

_
e

i

= a

(r)

+ ! ^ v

(r)

dv

O

dt

= a

O

d

dt

[! ^ (P �O)℄ =
_
! ^ (P �O) + ! ^

d

dt

(P � O) ;

avendo usato nella prima relazione le formule di Poisson. Cos�� an
he si pu�o rielaborare

l'ultima relazione utilizzando la (2.89), e si trova

d

dt

[! ^ (P � O)℄ =
_
! ^ (P � O) + ! ^ [! ^ (P � O)℄ + ! ^ v

(r)

:

Basta poi sommare i termini 
os�� ottenuti. Q.E.D.

2.6.4 Sistemi inerziali; sistemi non inerziali e forze apparenti

Dal teorema di Coriolis otteniamo dunque 
he, se nel sistema di riferimento \as-

soluto" (O

�

; e

�

1

; e

�

2

; e

�

3

) vale la legge di Newton

ma = F ; (2:92)

e si 
onsidera un altro sistema di riferimento \mobile" (O; e

1

; e

2

; e

3

), allora per l'a

e-

lerazione relativa si ha

ma

(r)

= F�ma

(T)

�ma

(
)

: (2:93)

Dunque in un sistema di riferimento relativo si ha an
ora formalmente la legge di

Newton, pur di aggiungere alla forza \vera" F le forze \apparenti" (dette an
he �ttizie,

o inerziali) F

(T)

= �ma

(T)

, F

(
)

= �ma

(
)

, proporzionali alla massa del 
orpo. D'altra

parte, tali forze dipendono dal moto del sistema di riferimento e dalla velo
it�a relativa

del punto, e si annullano per ogni moto se e solo se il sistema di riferimento trasla

uniformemente, per
h�e allora si ha a

O

= 0, ! = 0, e dunque a

(T)

= a

(
)

= 0.

Si vede in tal modo 
he un ipoteti
o sistema di riferimento assoluto, in 
ui valga

la legge di Newton 
on una assegnata forza assoluta (indipendente dalla velo
it�a),

non �e distinguibile da ogni sistema di riferimento 
he si muova di moto traslatorio

uniforme rispetto ad esso: viene 
os�� ad esistere una 
lasse di equivalenza di sistemi di

riferimento, 
he sono detti sistemi inerziali, per
h�e sono 
aratterizzati dal fatto 
he in


ias
uno di essi vale la legge di Newton 
on la medesima forza, si

h�e in parti
olare i
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punti in assenza di forze si muovono di moto rettilineo uniforme (moto per inerzia).

41)

Come �e ben noto, la 
ir
ostanza 
he le forze di inerzia sono proporzionali alla massa,


ome avviene per le forze gravitazionali, �e alla base del prin
ipio di equivalenza di

Einstein; e questo sta a fondamento della relativit�a generale, in 
ui appunto la 
lasse

di equivalenza di sistemi di riferimento viene estesa ai sistemi non inerziali.

� Osservazione. E' immediato 
onstatare, usando la de�nizione di prodotto vet-

tore, 
he il termine !^(!^(P � O)) 
he �gura nell'a

elerazione di tras
inamento

�e uguale a �!

2

x

(r)

?

, dove x

(r)

?

�e la proiezione del vettore (P �O) sul piano or-

togonale al vettore !. La 
orrispondente forza apparente m!

2

x

(r)

?

�e nota 
on il

nome di forza 
entrifuga.

� Eser
izio 2.19: Veri�
are 
he, in 
onseguenza della rotazione della terra, il termine

!^[!^(P �O)℄ = �!

2

x

(r)

?

nell'a

elerazione di tras
inamento provo
a una diminuzione

dell'a

elerazione di gravit�a, passando dal polo all'equatore, proporzionale a 
os�, dove

� �e la latitudine. Cal
olare l'entit�a di tale variazione nell'approssimazione in 
ui la terra

�e sferi
a.

� Eser
izio 2.20: Spiegare per
h�e un astronauta in una stazione spaziale orbitante in-

torno alla terra si trova in 
ondizioni di assenza apparente di gravit�a. Evidentemente,

o

orre far uso del fatto 
he la stazione ha dimensioni molto pi�u pi

ole della sua dis-

tanza dal 
entro della terra, si

h�e lo
almente il 
ampo gravitazionale pu�o essere 
on-

siderato uniforme. Inve
e, gli e�etti della gravit�a non sono tras
urabili per oggetti

suÆ
ientemente estesi. Cos�� �e ad esempio per un �lo della lunghezza di qual
he 
enti-

naio di 
hilometri 
he venga las
iato pendere dalla stazione: in assenza di peso tale

�lo resterebbe 
os
io, mentre si trova 
he esso si distende. Su questa idea si basa un

programma spaziale, proposto da G.Colombo.

2.6.5 Appli
azione: la deviazione dei gravi

Una prova sperimentale della rotazione della terra �e fornita dal fatto, gi�a previsto

da Galileo, 
he la traiettoria di un grave 
he venga las
iato 
adere �e deviata verso

oriente rispetto alla verti
ale. Tale e�etto �e dovuto all'a

elerazione 
ompementare, e


i proponiamo qui di valutarlo.

Denotiamo qui 
on g il risultante dell'a

elerazione di gravit�a e del termine 
en-

trifugo !

2

r

?

dovuto all'a

elerazione di tras
inamento. Un attimo di ri
essione mostra


he questo risultante (e non la sola gravit�a) fornis
e la direzione della verti
ale lo
ale

(indi
ata ad esempio dal �lo a piombo). Per un osservatore solidale 
on la terra, la


aduta dei gravi �e allora regolata dall'equazione

�
x = g � 2! ^

_
x ; (2:94)

41)

La prima 
hiara 
on
ezione di questa equivalenza di sistemi di riferimento fu vivida-

mente espressa nelle famose pagine del Dialogo di Galileo (giornata se
onda) in 
ui sono

des
ritte varie esperienze \sotto 
overta di al
un gran naviglio", da nessuna delle quali

si pu�o 
apire se il naviglio sia in quiete o in moto rettilineo uniforme.
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he tiene 
onto dell'a

elerazione 
omplementare, dove ! �e la velo
it�a angolare di

rotazione della terra.

Questa equazione, essendo lineare non omogenea, sarebbe integrabile in modo

esatto; vogliamo tuttavia illustrare un metodo di soluzione approssimata, interes-

sante an
he per altri problemi. A tal �ne si osserva 
he, essendo per la terra j!j '

7:3 � 10

�5

se


�1

, per velo
it�a iniziali abbastanza pi

ole il termine di a

elerazione


omplementare sar�a pi

olo in modulo di fronte a jgj, ed �e pertanto spontaneo instau-

rare un pro
edimento di approssimazioni su

essive. Limitando
i qui a 
onsiderazioni

di 
arattere euristi
o, 
er
hiamo una soluzione della forma

x(t) = x

(0)

(t) + x

(1)

(t) + x

(2)

(t) + : : : ;

dove x

(j)

(t), (j � 0) si 
onsidera essere dell'ordine di j!j

j

.

42)

Per sostituzione nell'e-

quazione (2.94) si ottiene

�
x

(0)

+
�
x

(1)

+
�
x

2

(+) : : : = g � 2! ^ (
_
x

(0)

+
_
x

(1)

+
_
x

(2)

+ : : :) ;

ed eguagliando separatamente i termini dello stesso ordine in ! si ha il sistema (in-

�nito)

�
x

(0)

= g

�
x

(1)

= �2! ^
_
x

(0)

�
x

(2)

= �2! ^
_
x

(1)

:

: : :

(2:95)

La forma di questo sistema permette, in linea di prin
ipio, di 
al
olare quante approssi-

mazioni si vogliano (poi
h�e il sistema �e ri
orsivo, nel senso 
he 
ias
una equazione 
on-

tiene nel membro di destra solo termini 
he sono determinati risolvendo le equazioni

degli ordini pre
edenti). La prima equazione (di ordine zero) d�a il noto moto dei

gravi, 
on soluzione x

(0)

(t) = x

0

+

1

2

gt

2

se si 
onsidera il 
aso di dati iniziali 
on

velo
it�a nulla:
_
x(0) = 0, x(0) = x

0

. Per valutare l'e�etto prin
ipale del termine 
om-

plementare, veniamo all'equazione del primo ordine; sostituendo la soluzione nota per

x

(0)

si ha
�
x

(1)

= �2t! ^ g, e dunque x

(1)

(t) = �

t

3

3

! ^ g. La soluzione approssimata

a meno di termini del se
ondo ordine in ! �e dunque

x(t) = x

0

+

1

2

gt

2

�

t

3

3

! ^ g ; (2:96)

e si veri�
a fa
ilmente 
he il termine del primo ordine in ! ha 
ome e�etto una

deviazione verso oriente.

Per valutare l'entit�a di tale deviazione si pu�o 
al
olare

Æ � jx

1

(t)j =

t

3

3

j!j jgj 
os� ;

42)

Pi�u pre
isamente, l'ordine di approssimazione dovrebbe venire individuato fa
endo rier-

imento a un parametro adimensionale, 
he pu�o essere � = !v=g, ove v �e il modulo della

massima velo
it�a 
he si vuole studiare. Con v = 100m=se
, si ha � ' 10

�4

.
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dove � �e la latitudine; la deviazione �e dunque nulla ai poli e massima all'equatore.

� Eser
izio 2.21: Si 
onsideri un grave 
he, partendo 
on velo
it�a nulla, 
ade da un'altezza

h; veri�
are 
he si ha Æ =

1

3

q

8h

3

g

! 
os� (nota: il tempo di 
aduta pu�o determinarsi

senza tener 
onto della deviazione). In parti
olare, si determini la deviazione per un

grave 
he 
ade da un'altezza di 100 m alla latitudine lo
ale.

Un ulteriore 
al
olo permetterebbe di determinare il termine del se
ondo ordine

in !, 
he risulta essere x

(2)

(t) =

t

4

6

! ^ (! ^ g); l'e�etto di questo termine �e una

deviazione verso sud ed un lieve rallentamento del moto di 
aduta.

2.6.6 Appli
azione: il pendolo di Fou
ault

Una se
onda veri�
a sperimentale della rotazione della terra, e�ettuata per la

prima volta da Fou
ault nel 1851, 
onsiste nell'osservazione del moto apparente di

rotazione del piano di os
illazione di un pendolo.

Comin
iamo 
ol ri
ordare l'equazione di moto per un pendolo ideale (o pen-

dolo matemati
o) muoventesi in un piano verti
ale �sso. Si tratta di un punto vin-


olato a muoversi su una 
ir
onferenza (di raggio l), soggetto alla forza peso ver-

ti
ale e all'azione di una reazione vin
olare 
he gli impedis
e di allontanarsi dalla


ir
onferenza.

43)

Il modo pi�u sempli
e per ottenere un'equazione in 
ui non 
ompaia

la reazione vin
olare 
onsiste nel 
onsiderare l'equazione del momento angolare, pren-

dendo per polo il 
entro della 
ir
onferenza; infatti in tal 
aso il momento della reazione

vin
olare �e nullo, per
h�e si suppone 
he essa sia parallela al raggio vettore del punto

(
io�e abbia proiezione nulla sulla tangente, ovvero non opponga al
una resistenza al

moto \lungo la 
ir
onferenza").

44)

Denotando 
on # l'angolo del raggio vettore 
on la

verti
ale, 
ontato ad esempio in verso antiorario a partire dal basso, si 
onstata allora

immediatamente 
he l'equazione per l'in
ognita # �e data da l

2

�

# = �lg sin#, ovvero

�

#+ �

2

sin# = 0 ; �

2

=

g

l

:

Questa equazione del pendolo matemati
o �e stata studiata nel primo 
apitolo, e si �e

visto 
he essa presenta, per energie non troppo grandi, soluzioni periodi
he 
on peri-

odo T dipendente dall'ampiezza (
he tende all'in�nito avvi
inandosi alla separatri
e).

Per pi

ole ampiezze, approssimando sin# 
on #, si ha l'equazione approssimante

dell'os
illatore armoni
o 
on pulsazione �, ovvero

�

#+ �

2

# = 0, e si ha T = 2�=�.

Se ora rimuoviamo il vin
olo 
he il moto avvenga in un �ssato piano verti
ale, e

las
iamo inve
e 
he il punto possa muoversi senza attrito su una super�
ie sferi
a, ot-

43)

Materialmente, si pu�o pensare al vin
olo 
ome realizzato da un'asta rigida di massa

tras
urabile, in
ernierata al 
entro della 
ir
onferenza; in un prossimo paragrafo si dir�a


ome tener 
onto della massa dell'asta. Una dis
ussione generale delle reazioni vin
olari

�e data nel 
apitolo sul formalismo Lagrangiano.

44)

Un vin
olo di questo tipo si di
e perfetto o ideale, ed �e 
aratterizzato dal fatto 
he la

reazione vin
olare non 
ompie lavoro per spostamenti \
onformi ai vin
oli".



2.49

teniamo il 
osiddetto pendolo sferi
o, e si potrebbe fa
ilmente mostrare

45)


he an
ora,

nell'approssimazione delle pi

ole os
illazioni, 
i si ridu
e a un os
illatore armoni
o in

un piano orizzontale; la 
orrispondente equazione di moto �e

�
x

or

+ �

2

x

or

= 0 ; (2:97)

dove si �e indi
ata 
on x

or

la proiezione di x sul piano orizzontale. Se poi si tiene 
onto

della rotazione della terra, �e 
hiaro 
he nell'equazione di moto (2.97) va aggiunta

a se
ondo membro la proiezione orizzontale della forza di Coriolis,

46)

e si ottiene

l'equazione di moto

�
x

or

= ��

2

x

or

� 2(! ^
_
x)

or

: (2:98)

Poi
h�e nell'approssimazione 
onsiderata di moto piano si ha _x

3

= 0, �e immediato


onstatare 
he il termine di Coriolis nella (2.98) si ridu
e a �2!

ve

^
_
x

or

, dove il

vettore 
ostante noto !

ve

�e la proiezione verti
ale di !. Si ha 
os�� in�ne l'equazione


he �ssa lo s
hema di approssimazione:

�
x

or

= ��

2

x

or

� 2(!

ve

^
_
x

or

) : (2:99)

E' questo un sistema di due equazioni s
alari lineari, 
he potrebbe essere studiato


on i noti metodi dell'analisi. E' interessante tuttavia ottenere la soluzione in modo

pi�u sempli
e, ri
orrendo an
ora una volta a un 
ambiamento di sistema di riferimento,


he permette addirittura di evitare ogni 
al
olo. Infatti, se si passa dal sistema lo
ale

solidale 
on la terra a un altro sistema di riferimento lo
ale, rotante attorno alla ver-

ti
ale 
on velo
it�a angolare 
ostante proprio �!

ve

, si ottiene 
he nel nuovo sistema di

riferimento l'equazione di moto ha di nuovo esattamente la forma (2.97) dell'os
illatore

armoni
o piano, 
on �

0

2

= �

2

�!

2

ve

al posto di �

2

(la pi

olissima 
orrezione �e dovuta

al termine 
entrifugo); di questa equazione sono ben note le soluzioni. Si vede 
os��


he l'insieme dei moti rispetto al sistema di riferimento solidale 
on la terra �e quello

dell'os
illatore armoni
o piano, 
on sovrimposta una rotazione !

ve

; pertanto i movi-

menti si svolgono 
ome se l'osservatore fosse su una piattaforma rotante 
on velo
it�a

angolare !

ve

(e non !) rispetto a un sistema inerziale. In parti
olare, se nel sistema

inerziale il moto del pendolo si svolge in un piano verti
ale, allora nel sistema solidale


on la terra si vedr�a ruotare il piano di os
illazione attorno alla verti
ale, 
on velo
it�a

angolare !

ve

= e

3

! sin�, dove � �e la latitudine del punto di osservazione.

2.7 Il 
orpo rigido

La dimami
a del 
orpo rigido 
ostituis
e uno dei problemi 
lassi
i della me

ani
a,

non fa
ile e an
ora non 
ompletamente risolto. Ci limitiamo qui ad uno studio ele-

45)

Si veda il 
apitolo sulle equazioni di Lagrange.

46)

La forza 
entrifuga �e pensata in
lusa nella gravit�a, 
ome spiegato nel paragrafo pre
e-

dente.
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mentare, fa
endo riferimento alle equazioni generali valide per sistemi di punti, ovvero

alle equazioni 
ardinali e al teorema dell'energia.

Comin
eremo studiando la parti
olare forma 
he assumono per un 
orpo rigido le

prin
ipali quantit�a me

ani
he (quantit�a di moto, momento angolare, energia 
inet-

i
a); 
i�o 
ondurr�a spontaneamente all'introduzione dei momenti di inerzia e dell'opera-

tore di inerzia. Analizzeremo poi il problema, tipi
o del 
orpo rigido, della 
osiddetta

riduzione dei sistemi di forze esterne a sistemi pi�u sempli
i equivalenti. In�ne, 
ome

appli
azione, oltre al 
aso banale del pendolo 
omposto, 
onsidereremo il problema

del 
orpo rigido 
on un punto �sso (la trottola), ma solo nel 
aso sempli
e del moto

per inerzia (
io�e tras
urando il peso); il 
aso pi�u signi�
ativo della trottola pesante �e

rinviato al 
apitolo sulle equazioni di Lagrange.

Faremo sempre riferimento, nella nostra trattazione, a sistemi rigidi dis
reti, 
io�e


omposti da un numero �nito di punti materiali. Il 
aso dei 
orpi rigidi 
on in�niti

punti, in parti
olare 
ontinui, �e alquanto deli
ato, e 
ertamente non si pu�o \dedurre"

(nel senso matemati
o del termine) dal 
aso �nito. Si veri�
a tuttavia 
he in tutte

le formule rilevanti (espressioni di p, M, T ), e nelle equazioni del moto, la struttura

parti
olare del 
orpo non interviene se non attraverso la massa totale, le 
oordinate

del bari
entro, i momenti di inerzia e pi�u in generale l'operatore di inerzia; poi
h�e

tutte queste quantit�a si de�nis
ono agevolmente an
he per i sistemi 
ontinui, in modo


oerente 
on l'idea intuitiva (�si
a) di \passaggio al limite del 
ontinuo", �e naturale

ammettere 
he le analoghe espressioni o equazioni siano valide an
he per i sistemi 
on-

tinui. Ci�o non d�a luogo ad al
una diÆ
olt�a 
on
reta; tuttavia �e bene tenere presente


he si tratta di un vero postulato, non dedu
ibile in senso matemati
o dalla me

ani
a

dei punti materiali.

Nel testo faremo sempre riferimento, per sempli
it�a, al 
aso dis
reto; il 
aso 
on-

tinuo 
omporta in prati
a la sola sostituzione delle sommatorie 
on integrali (di linea,

di super�
ie, o di volume, a se
onda della geometria del 
orpo), 
on opportuna densit�a

assegnata.

2.7.1 Quantit�a me

ani
he; momenti di inerzia e operatore d'inerzia

Il 
al
olo della quantit�a di moto di un 
orpo rigido non presenta parti
olari dif�-


olt�a, essendo ri
ondu
ibile, 
ome gi�a mostrato, alla determinazione della velo
it�a del

bari
entro. Pi�u deli
ato �e il 
al
olo del momento della quantit�a di moto (o momento

angolare), e dell'energia 
ineti
a, 
he tuttavia si possono 
omunque ri
ondurre al 
aso

di un 
orpo rigido 
on un punto �sso. Infatti, an
he nel 
aso di un 
orpo rigido

libero, si pu�o far uso dei teoremi di s
omposizione espressi dalle proposizioni 2.17 e

2.18; il 
al
olo del momento angolare orbitale e dell'energia 
ineti
a del bari
entro �e

allora banale, mentre per il momento angolare di spin e per l'energia 
ineti
a relativa

al bari
entro 
i si 
omporta 
ome se il bari
entro fosse �sso. Ci riferiamo dunque

senz'altro al 
aso di un 
orpo rigido 
on un punto �sso O.

Comin
iamo dal 
al
olo dell'energia 
ineti
a, nel quale interviene naturalmente la

nozione di momento di inerzia di un 
orpo rispetto a un asse.
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De�nizione 2.2: Per un sistema di punti materiali P

1

; : : : ; P

n

, si di
e momento di inerzia

I

a

rispetto a un assegnato asse a la quantit�a

I

a

=

X

i

m

i

d

2

i

; (2:100)

dove d

i

�e la distanza del punto i{esimo dall'asse.

Vale allora la

Proposizione 2.29: Per un 
orpo rigido 
on un punto �sso O si ha

T =

1

2

I

!

!

2

; (2:101)

dove ! �e la velo
it�a angolare istantanea, e I

!

�e il momento di inerzia rispetto all'asse per

O parallelo a !.

Dimostrazione. Essendo v

i

= !^ (P

i

� O), per de�nizione di prodotto vettore si ha

kv

i

k = k!kd

i

; basta allora sostituire tale espressione nella de�nizione T =

1

2

P

i

m

i

v

2

i

.

Q.E.D.

Nel 
aso di rotazione attorno a un asse a �sso, il momento d'inerzia I

!

= I

a

resta


ostante nel tempo, e l'espressione dell'energia 
ineti
a �e sempli
emente T =

1

2

I

a

_

#

2

,

essendo # l'angolo 
he individua la 
on�gurazione del 
orpo; in generale inve
e I

!

�e

variabile nel tempo, per
h�e varia la direzione di ! nel 
orpo. Una diversa espres-

sione dell'energia 
ineti
a, pi�u utile 
on
retamente in tale ultimo 
aso, verr�a data pi�u

sotto, dopo avere introdotto l'operatore di inerzia, 
he appare in modo molto naturale

nell'espressione del momento angolare. Si ha infatti la

Proposizione 2.30: Il momento angolare M � M

O

di un 
orpo rigido rispetto ad un

punto �sso O dipende linearmente dalla velo
it�a angolare !, e si esprime nella forma

M = I! ; (2:102)

dove I �e l'operatore lineare de�nito da

Iu =

X

i

m

i

(P

i

�O) ^ [u ^ (P

i

�O)℄ ; u 2 lR

3

: (2:103)

L'operatore I, 
he denoteremo an
he 
on I

O

quando si voglia mettere in evidenza la

sua dipendenza da O, viene detto operatore d'inerzia (relativo al polo O). Si osservi


he la de�nizione (al pari della de�nizione di I

a

) �e di 
arattere puramente geometri
o,

e dunque il fatto 
he il polo O sia �sso o meno �e del tutto irrilevante per la de�nizione

di I

O

.

Dimostrazione. Dalla de�nizione di momento angolare

M =

X

i

m

i

(P

i

�O) ^ v

i

;
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on v

i

= ! ^ (P

i

� O), si ha

M =

X

i

m

i

(P

i

� O) ^ [! ^ (P

i

�O)℄ : (2:104)

Questa espressione �e evidentemente lineare in !, e ha proprio la forma data nella

proposizione. Q.E.D.

La 
onnessione tra energia 
ineti
a e operatore di inerzia �e data dalla

Proposizione 2.31: L'energia 
ineti
a di un 
orpo rigido 
on un punto �sso O si esprime

nella forma

T =

1

2

M � ! ; (2:105)

o equivalentemente

T =

1

2

I! � ! : (2:106)

Dimostrazione. Dall'espressione generale dell'energia 
ineti
a, e dalla regola del

doppio prodotto misto, si ha

T =

1

2

X

i

m

i

[! ^ (P

i

�O)℄ � [! ^ (P

i

� O)℄

=

1

2

! �

X

i

m

i

(P

i

�O) ^ [! ^ (P

i

� O)℄

=

1

2

! �M :

Dalla (2.102) segue poi la se
onda espressione. Q.E.D.

� Osservazione. Il 
onfronto fra le due espressioni (2.106) e (2.101) dell'energia


ineti
a permette di 
on
ludere 
he per ogni asse a si ha

I

a

= Ie

a

� e

a

; (2:107)

dove e

a

�e il versore di a (basta sostituire ! = k!ke

!

nella (2.106), e usare

l'arbitrariet�a di !). Tale relazione, di 
arattere puramente geometri
o, 
aratte-

rizza in e�etti l'operatore d'inerzia, e potrebbe essere utilizzata 
ome sua de�ni-

zione.

Due importanti propriet�a dell'operatore di inerzia sono espresse dalla

Proposizione 2.32: L'operatore di inerzia (2.103) �e simmetri
o, 
io�e si ha

Iu � u

0

= Iu

0

� u per ogni u, u

0

;

esso inoltre �e de�nito positivo, ovvero si ha

Iu � u > 0 per ogni u 6= 0 ;

se il 
orpo �e 
ostituito da almeno tre punti non allineati.
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Dimostrazione. Vediamo innanzitutto la simmetria dell'operatore. Dalla de�nizione

di I, ri
ordando la regola del doppio prodotto misto, si ha

Iu � u

0

=

X

i

m

i

(P

i

� O) ^ [u ^ (P

i

� O)℄ � u

0

=

X

i

[u

0

^ (P

i

�O)℄ � [u ^ (P

i

� O)℄ ;

e la simmetria dell'ultima espressione rispetto a u, u

0

�e evidente. Per quanto riguarda

la positivit�a dell'operatore, essa �e evidente dalla (2.107), essendo, nelle ipotesi fatte,

I

a

> 0 per ogni asse a (equivalentemente si pu�o far uso dell'espressione (2.106) per T ,

ri
ordando 
he T �e de�nita positiva). Q.E.D.

� Osservazione (ellissoide di inerzia). Come �e noto dalla geometria, all'ope-

ratore I, simmetri
o e de�nito positivo, �e naturalmente asso
iato un ellissoide,

de�nito da

Ix � x = 1 :

Tale ellissoide �e detto ellissoide di inerzia. Una sua interessante propriet�a �e la

seguente: sia dato un asse a passante per O, e sia d la distanza da O del punto

di intersezione di a 
on l'ellissoide; si ha allora I

a

= 1=d

2

. Infatti, dall'equazione

dell'ellissoide, essendo x = d e

a

, si ottiene d

2

Ie

a

� e

a

= 1; la 
on
lusione �e imme-

diata.

E' molto utile nelle appli
azioni avere l'espressione espli
ita della matri
e 
he rappre-

senta l'operatore di inerzia in una assegnata base ortonormale (O; e

1

; e

2

; e

3

).

Proposizione 2.33: In una assegnata base ortonormale e

i

l'operatore di inerzia �e rapp-

resentato dalla matri
e, detta matri
e d'inerzia,

0

�

I

xx

I

xy

I

xz

I

xy

I

yy

I

yz

I

xz

I

yz

I

zz

1

A

;


on

I

xx

= I

e

1

=

X

i

m

i

(y

2

i

+ z

2

i

)

I

xy

= �

X

i

m

i

x

i

y

i

; I

xz

= �

X

i

m

i

x

i

z

i

;

(2:108)

ed analoghe espressioni per i restanti elementi, dove x

i

; y

i

; z

i

denotano le 
oordinate del

punto i{esimo.

Dimostrazione. Basta 
onsiderare l'espressione (2.104) diM, e far uso della formula

del doppio prodotto vettoriale,

(P

i

�O) ^ [! ^ (P

i

� O)℄ = jP

i

�Oj

2

! � (P

i

� O) [(P

i

� O) � !℄ ;

s
rivendo in 
oordinate il se
ondo membro di questa espressione,

47)

e sommando, si

ottengono immediatamente le (2.108). Q.E.D.

47)

Ad esempio, per la 
omponente x, si trova (x

2

i

+ y

2

i

+ z

2

i

)!

x

� x

i

(x

i

!

x

+ y

i

!

y

+ z

i

!

z

) =

(y

2

i

+ z

2

i

)!

x

� x

i

y

i

!

y

+ x

i

z

i

!

z

.
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L'espressione della matri
e di inerzia ri
hiede dunque il 
al
olo dei momenti

d'inerzia rispetto agli assi 
oordinati, 
he 
ompaiono sulla diagonale della matri
e, e

an
he il 
al
olo degli elementi non diagonali, 
he prendono il nome di prodotti d'inerzia.

E' per�o spontaneo asso
iare al 
orpo rigido una terna solidale, rispetto alla quale la

matri
e d'inerzia sia diagonale. E' noto dalla geometria 
he 
i�o �e possibile grazie al

fatto 
he l'operatore di inerzia �e simmetri
o: la terna 
er
ata �e data dai suoi autovet-

tori, 
he risultano essere ortogonali (la s
elta non �e univo
a se gli autovalori di I

non sono tutti distinti), mentre gli elementi diagonali della matri
e sono dati dai 
or-

rispondenti autovalori, 
he per la positivit�a dell'operatore risultano positivi. Gli assi

di questa terna (terna prin
ipale di inerzia relativa al punto O) vengono detti assi prin
i-

pali d'inerzia, mentre i tre elementi diagonali I

1

; I

2

; I

3

, 
he rappresentano i momenti di

inerzia rispetto ai tre assi prin
ipali, vengono detti momenti prin
ipali d'inerzia. Gli assi

prin
ipali 
oin
idono evidentemente 
on gli assi di simmetria dell'ellissoide di inerzia;

nella base prin
ipale l'ellissoide ha equazione I

1

x

2

+ I

2

y

2

+ I

3

z

2

= 1 (forma normale).

Ritornando alle espressioni per il momento angolare e l'energia 
ineti
a, si ha la

Proposizione 2.34: Sia (O; e

1

; e

2

; e

3

) una terna prin
ipale di inerzia per un 
orpo rigido


on un punto �sso O. Si ha allora

48)

M =

X

j

I

j

!

j

e

j

; T =

1

2

X

j

I

j

!

2

j

; (2:109)

dove !

j

sono le 
omponenti di ! nella base 
onsiderata.

Dimostrazione. Basta usare I! = I

P

j

!

j

e

j

=

P

j

I

j

!

j

e

j

. Q.E.D.

� Osservazione. Dalla (2.102) si vede 
he in generaleM e ! non sono paralleli

49)

(lo sono soltanto se ! �e autovettore di I). Si 
onsideri allora il 
aso di un 
orpo

rigido 
ui si imponga di ruotare 
on velo
it�a assegnata attorno a un asse �sso

non prin
ipale (rotore non equilibrato). Allora ! �e 
ostante, mentre M muta


ontinuamente di direzione, pre
isamente ruota solidalmente al 
orpo. Ci�o �e 
hiaro

se si fa riferimento a una terna mobile, 
on asse e

3


oin
idente 
on l'asse �sso

di rotazione: infatti, in questa base ! ha 
omponenti 
ostanti, e d'altra parte

an
he la matri
e d'inerzia, rappresentativa di I, ha elementi 
ostanti; pertanto le


omponenti di M nella base mobile sono 
ostanti.

Il fatto 
he M non sia 
ostante si tradu
e nella ne
essit�a di appli
are un

momento esterno N non nullo, al �ne di tenere in posizione l'asse di rotazione.

Tale momento si 
al
ola fa
ilmente: infatti, poi
h�e 
ome si �e visto il vettore M �e

solidale, si ha

_

M = !^M, mentre dalla se
onda equazione 
ardinale si haN =

_

M

(il momento da appli
are risulta in parti
olare proporzionale a !

2

).

48)

In gran parte dei manuali 
lassi
i si hanno le notazioni A;B;C in luogo di I

1

; I

2

; I

3

, e di

p; q; r in luogo di !

1

; !

2

; !

3

.

49)

La (2.105) mostra tuttavia 
he l'angolo tra essi �e sempre a
uto.



2.55

Con
ludiamo questo paragrafo 
on un breve studio della dipendenza del momento di

inerzia I

a

dall'asse a, e dell'operatore di inerzia I

O

dal polo O. La dipendenza di I

a

da a �e gi�a stata 
hiarita per il 
aso di assi 
on
orrenti; resta il 
aso di assi paralleli.

Tale problema �e risolto da un ben noto teorema:

Proposizione 2.35 (Teorema di Huygens{Steiner): Sia a

B

un qualunque asse

passante per il bari
entro B del sistema, a un asse parallelo ad a

B

, e d la loro distanza.

Risulta allora

I

a

= I

a

B

+md

2

: (2:110)

Dimostrazione. La dimostrazione �e parti
olarmente sempli
e in un sistema di 
oor-

dinate adattato, pre
isamente 
on origine in B, asse z 
oin
idente 
on l'asse a

B

, e asse

a nel semipiano xz 
on x > 0. Si ha allora

I

a

B

=

X

i

m

i

(x

2

i

+ y

2

i

) ; I

a

=

X

i

m

i

((x

i

� d)

2

+ y

2

i

) ;

e dunque, sviluppando il quadrato, I

a

= I

a

B

+d

2

P

i

m

i

�2d

P

i

m

i

x

i

. Ora, il se
ondo

termine di questa espressione �e pre
isamente md

2

, mentre l'ultimo si annulla, essendo

proporzionale a x

B


he nel sistema di riferimento pres
elto �e zero. Q.E.D.

Un analogo risultato si ottiene per l'operatore di inerzia:

Proposizione 2.36: Siano I

O

e I

B

gli operatori d'inerzia relativi a un polo generi
o O

e al bari
entro B. Si ha allora

I

O

= I

B

+ I

B

O

; (2:111)


on I

B

O

de�nito da

I

B

O

u = m (B � O) ^ (u ^ (B � O)) ; per ogni u 2 lR

3

:

Si osservi 
he, 
ome �e tipi
o di tutti questi teoremi, il termine aggiuntivo I

B

O


or-

risponde al 
ontributo 
he darebbe a I

O

il bari
entro, se in esso fosse 
on
entrata

tutta la massa. Inoltre �e 
hiaro 
he questa proposizione 
ontiene in parti
olare la

pre
edente, ove si ri
ordi 
he i momenti di inerzia appaiono sulla diagonale della ma-

tri
e di inerzia.

Dimostrazione. Dalle de�nizioni

I

O

u =

X

i

m

i

(P

i

�O)^(u^(P

i

� O)) ; I

B

u =

X

i

m

i

(P

i

� B)^(u^(P

i

�B)) ;

usando l'identit�a (P

i

� O) = (P

i

� B)+(B � O), si ottiene immediatamente, per ogni

u,

I

O

u = I

B

u+

X

i

m

i

(B �O) ^ (u ^ (P

i

�B))

+

X

i

m

i

(P

i

� O) ^ (u ^ (B �O)) +m (B �O) ^ (u ^ (B � O)) :
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E' suÆ
iente allora osservare 
he, per la de�nizione stessa di bari
entro, 
ias
uno dei

due termini intermedi si annulla quando si esegue la somma. Q.E.D.

� Eser
izio 2.22: Studiare la relazione tra la matri
e di inerzia relativa a due sistemi

di 
oordinate 
on diversa origine e assi paralleli.

2.7.2 Sistemi equivalenti di forze

Veniamo ora alla nozione di sistemi di forze equivalenti (o equipollenti) per un


orpo rigido, 
he si presenta spontaneamente in relazione sia al lavoro delle forze, 
he

�e rilevante per il teorema dell'energia, sia alle equazioni 
ardinali. A questo proposito,


omin
iamo 
on l'enun
iare una proposizione parti
olarmente rilevante per la dinami
a

del 
orpo rigido:

Proposizione 2.37: Le equazioni 
ardinali determinano univo
amente la dinami
a del


orpo rigido (ovvero, 
ome si di
e, per un 
orpo rigido esse sono suÆ
ienti oltre 
he

ne
essarie).

Di tale proposizione non diamo qui una dimostrazione formale, limitando
i a osservare


he le equazioni 
ardinali 
ostituis
ono un sistema di sei equazioni s
alari, ovvero tante

quante ne servirebbero per determinare il movimento. Il punto deli
ato, 
he qui non

a�rontiamo, 
onsiste nel mostrare 
he tali equazioni sono indipendenti.

50)

Osservando 
he nelle equazioni 
ardinali le forze �gurano soltanto attraverso il

loro risultante e momento risultante, si 
apis
e 
he non si altera il movimento se si

sostituis
e all'originario sistema di forze F

1

; : : : ;F

n

appli
ate in P

1

; : : : ; P

n

un altro

sistema di forze �ttizie

~

F

1

; : : : ;

~

F

~n

, appli
ate in punti �ttizi

~

P

1

; : : : ;

~

P

~n

, pur
h�e tali

sistemi abbiano il medesimo risultante e il medesimo momento risultante rispetto a

un polo arbitrario. E' allora signi�
ativa la

De�nizione 2.3: Due sistemi di forze appli
ate

(F

1

; P

1

); : : : ; (F

n

; P

n

) ; (

~

F

1

;

~

P

1

); : : : ; (

~

F

~n

;

~

P

~n

) ;

si di
ono equivalenti, se hanno il medesimo risultante e il medesimo momento risultante

rispetto a un polo arbitrario:

~

R = R,

~

N

O

= N

O

per ogni O.

Si vede tuttavia fa
ilmente 
he per veri�
are l'equivalenza �e suÆ
iente 
onsiderare un

solo polo: si ha infatti 
he

~

R = R;

~

N

O

= N

O


omporta an
he

~

N

O

0

= N

O

0

.

51)

Si noti

50)

Per 
omprendere 
ome tale problema non sia banale, si 
onsideri ad esempio il problema

dei due 
orpi: esso ha sei gradi di libert�a, e si potrebbe dunque ritenere di des
rivere il

movimento usando le sei equazioni 
ardinali; 
i si trova allora davanti al paradosso 
he

le forze interne non 
ontano nelle equazioni 
ardinali, mentre 
on evidenza (si pensi al

sistema isolato!) esse sono essenziali nella determinazione del movimento.

51)

Infatti, vale N

O

0

=

P

(P

i

�O

0

)^F

i

=

P

[(P

i

�O)+(O�O

0

)℄^F

i

= N

O

+(O�O

0

)^R,

e analogamente

~

N

O

0

=

~

N

O

+ (O �O

0

) ^

~

R, donde l'asserto.
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in parti
olare 
he la quantit�a s
alare

I = R �N

O

�e indipendente dal polo; per tale motivo essa viene detta invariante s
alare del sistema

di forze.

Si tratta allora di determinare, per un dato sistema di forze, un altro sistema a esso

equivalente e il pi�u sempli
e possibile. A tale s
opo mirano appunto i pro
edimenti

elementari 
orrispondenti a:

1) traslare le forze lungo le proprie rette di appli
azione;

2) 
omporre o de
omporre le forze.

Infatti, 
on tali operazioni, dette operazioni invariantive elementari, non si alterano R

ed N

O

, si

h�e si 
ostruis
ono sistemi equivalenti. Si pu�o an
he dimostrare (si veda il

trattato di Levi Civita-Amaldi) 
he, dati due sistemi equivalenti, si pu�o sempre passare

dall'uno all'altro 
on una su

essione di tali operazioni invariantive elementari.

Fig. 2.4

Si dimostra poi il seguente 
lassi
o risultato:

Proposizione 2.38: Ogni sistema di forze pu�o essere sempre ridotto a un sistema equiv-

alente formato da una sola forza appli
ata a un punto opportuno, pi�u una 
oppia .

Dimostrazione. Banalmente, se R e N

O

sono il risultante e il momento risultante

del sistema assegnato, basta prendere il sistema equivalente 
ostituito da R appli
ato

in O, e una qualunque 
oppia di momento N

O

(
omunque appli
ata). Q.E.D.

In 
asi parti
olari notevoli si pu�o avere 1) assenza di forze (sistema equilibrato); 2)

la sola forza; 3) la sola 
oppia. Evidentemente in questi tre 
asi l'invariante s
alare

I = R �N

O

�e nullo; si potrebbe an
he mostrare 
he, vi
eversa, esso �e nullo solo in tali


asi.

Come esempio, mostriamo 
he il sistema delle forze peso F

i

= �m

i

gk appli-


ate ai punti P

1

; : : : ; P

n

�e equivalente al peso totale �mgk (il risultante) appli
ato

al bari
entro. Poi
h�e i due sistemi hanno gi�a uguale il risultante, per 
ostruzione,

basta allora mostrare 
he hanno uguale momento. Denotiamo �gk = 
. Si ha
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N

O

=

P

[(P

i

�O)^)m

i


)℄ = [

P

m

i

(P

i

�O)℄^
 = m(B�O)^
 = (B�O)^m
 =

~

N

O

,

e i due sistemi di forze sono dunque equivalenti. Ci�o �e in a

ordo 
on il fatto gi�a

mostrato, 
he (an
he per un sistema non rigido) l'energia potenziale del sistema delle

forze peso �e uguale a quella del bari
entro, in 
ui si pensi 
on
entrata tutta la massa.

Oltre al 
aso di forze parallele e proporzionali alle masse, un altro 
aso signi�
ativo

in 
ui si potrebbe mostrare 
he il sistema originario �e equivalente al risultante appli
ato

al bari
entro �e quello delle forze gravitazionali (o 
oulombiane) eser
itate su un sistema

avente simmetria sferi
a da uno o pi�u punti esterni. Inve
e, in assenza di simmetria

sferi
a �e ne
essario introdurre an
he la 
oppia. Tale 
oppia �e responsabile, ad esempio,

del moto di pre
essione dell'asse terrestre, ed �e fondamentale an
he nello studio del

moto della luna.

� Eser
izio 2.23: Si 
onsideri il modello sempli�
ato piano in 
ui la luna �e rappre-

sentata da un 
orpo rigido 
ostituito da due punti di ugual massa a distanza mutua

�ssa d (dipolo), il 
entro dei quali si muova di moto 
ir
olare uniforme attorno a un

punto (rappresentante la terra) a distanza l. Cal
olare l'energia potenziale gravitazionale

nell'approssimazione di dipolo (d � l), e determinare l'equazione di movimento. Si usi

il metodo elementare (sistema di riferimento rotante), e an
he il metodo delle equazioni

di Lagrange, dis
usso nel prossimo 
apitolo.

Come sopra a

ennato, la nozione di sistemi di forze equivalenti �e signi�
ativa an
he

in relazione al 
al
olo del lavoro e dell'energia potenziale per un 
orpo rigido. Si ha

infatti la

Proposizione 2.39: Per un arbitrario moto rigido 
on un assegnato sistema di forze, la

potenza � =

P

F

i

�v

i

si esprime attraverso il risultante e il momento risultante (rispetto

a un qualsiasi polo O) nella forma

� = R � v

O

+N

O

�! : (2:112)

Dimostrazione. Per la formula fondamentale dei moti rigidi si ha

� =

X

i

F

i

� v

i

=

X

i

F

i

� [v

O

+ ! ^ (P

i

�O)℄

= v

O

�

X

i

F

i

+

X

i

[F

i

� ! ^ (P

i

� O)℄

= R � v

O

+

X

i

! � [(P

i

�O) ^ F

i

℄ = R � v

O

+ ! �N

O

:

Q.E.D.

2.7.3 Appli
azione: 
orpo rigido 
on un asse �sso (pendolo 
omposto)

Come prima appli
azione si 
onsideri un 
orpo rigido libero di ruotare attorno a

un asse �sso (asse di sospensione). Chiaramente la 
on�gurazione del 
orpo �e individ-

uata da una sola 
oordinata libera, tipi
amente l'angolo # tra una direzione solidale,

gia
ente in un piano normale all'asse di sospensione, e una direzione �ssa in tale piano.
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Nel 
aso di un 
orpo pesante sospeso a un asse orizzontale (in �gura, l' asse �e normale al

piano del foglio), si parla di pendolo 
omposto. Per des
rivere il movimento, o

orrer�a

allora s
rivere una equazione nella in
ognita #, e il problema 
onsiste nel trovare una

equazione in 
ui non �guri la reazione vin
olare, 
he non �e nota a priori. Infatti, nello

s
rivere le equazioni di moto, 
io�e equazioni 
ardinali e teorema dell'energia, o

orre

in linea di prin
ipio tener 
onto sia di forze esterne attive, 
ome tipi
amente il peso,

sia della reazione vin
olare 
he mantiene �sso l'asse. Per quanto riguarda tale ultima

forza, �e naturale assumere 
he essa abbia potenza nulla, 
oerentemente 
on l'idea 
he

essa �e appli
ata ai punti dell'asse, 
he hanno velo
it�a nulla; pertanto la reazione vin
o-

lare, pur non essendo nulla, �e tale da non �gurare nell'equazione dell'energia.

52)

Cos��

an
he �e spontaneo assumere

53)


he sia nulla la proiezione del momento della reazione

vin
olare sull'asse di sospensione, quando si prenda per polo un punto qualunque di

tale asse;

54)

dunque, an
he dalla se
onda equazione 
ardinale si ottiene un'equazione

pura prendendone la proiezione sull'asse di sospensione.
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Fig. 2.5

� Eser
izio 2.24: Si 
onsideri il pendolo matemati
o: un punto P di massam, vin
olato

52)

In generale, �e parti
olarmente interessante dedurre, a partire dalle equazioni fondamen-

tali, delle equazioni in 
ui non �guri la reazione vin
olare. Equazioni di tale tipo si

di
ono pure.

53)

Come si vedr�a meglio nel 
apitolo sulle equazioni di Lagrange, l'ipotesi essenziale �e in

ogni 
aso 
he le reazioni vin
olari non 
ompiano lavoro (vin
oli ideali, o perfetti).

54)

In generale, per un vettore u appli
ato a un punto P , la proiezione N

a

su un asse a del

momento N

O

di u rispetto a un qualunque punto O dell'asse (
he risulta indipendente

dalla s
elta di O),

N

a

= e

a

� (P �O) ^ u ;

�e detta momento di u rispetto all'asse.
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a un 
er
hio verti
ale, di 
entro O raggio l (si pensi ad esempio a un punto all'estremo di

un'asta di massa tras
urabile, �ssata all'altro estremo O). Il moto del punto P �e allora

retto dall'equazione

ma = �mgk+� ; (2:113)

dove � �e la forza di reazione vin
olare.

Per l'in
ognita #(t), se # �e l'angolo 
ontato in senso antiorario dalla verti
ale dis-


endente, si ottenga l'equazione pura

l

�

#+ g sin# = 0 ; (2:114)

nei tre modi seguenti:

1) proiettando l'equazione (2.113) sul versore trasverso e

#

;

2) s
rivendo l'equazione del momento angolare, e prendendo per polo il punto di

sospensione O (l'uni
a 
omponente non nulla �e quella sull'asse di sospensione);

3) s
rivendo l'equazione dell'energia.

In e�etti, 
ol metodo dell'energia si ottiene l'equazione del primo ordine

1

2

l

_

#

2

� g 
os# = E ; (2:115)


he �e una 
onseguenza dell'equazione (2.114). Vi
eversa, la (2.114) pu�o ottenersi dalla

(2.115) per derivazione.

Tornando al problema del pendolo 
omposto, denotiamo 
on I il momento d'inerzia

rispetto all'asse di sospensione, 
on l

B

la distanza del bari
ento da tale asse, e 
onm la

massa totale del 
orpo; potendosi pensare il peso appli
ato al bari
entro, dalla se
onda

equazione 
ardinale per proiezione sull'asse di sospensione otteniamo l'equazione

I

�

#+mgl

B

sin# = 0 : (2:116)

Per 
onfronto 
on l'equazione (2.114) del pendolo matemati
o di lunghezza l, si vede

dunque subito 
he il pendolo 
omposto si 
omporta 
ome un pendolo matemati
o di

lunghezza equivalente

l =

I

ml

B

;


he viene 
hiamata usualmente lunghezza ridotta del pendolo 
omposto. L'asse paral-

lelo all'asse di sospensione, a distanza l da esso, nel sempipiano de�nito dall'asse di

sospensione e dal bari
entro, viene detto asse di os
illazione.

� Eser
izio 2.25: Si dimostri 
he per un pendolo 
omposto si hanno le seguenti pro-

priet�a:

i. si ha l

B

< l ;

ii. gli assi di os
illazione e di sospensione possono essere s
ambiati, nel senso 
he, se si

sospende il 
orpo per l'asse di os
illazione, il nuovo asse di os
illazione 
oin
ide 
ol

ve

hio asse di sospensione.

Svolgimento. La prima propriet�a si dimostra ri
ordando 
he, denotando 
on I

B

il momento d'inerzia rispetto a un asse parallelo all'asse di sospensione passante per il

bari
entro, per il noto teorema di Huygens si ha I = I

B

+ml

2

B

. Dunque, de�nendo Æ

mediante la relazione I

B

= mÆ

2

e ri
ordando I = ml

B

l, si ottiene

l

B

l = Æ

2

+ l

2

B

;
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da questa segue allora l = l

B

+ Æ

2

=l

B

> l

B

, 
he �e appunto la prima propriet�a. Per

dimostrare la se
onda, fa

iamo uso della relazione appena trovata, s
rivendola nella

forma l

B

(l � l

B

) = Æ

2

. Osserviamo poi 
he, se si s
ambiano gli assi di os
illazione e

di sospensione, si avranno a priori due nuove quantit�a l

0

; l

0

B

in luogo delle ve

hie l; l

B

,

mentre Æ rester�a immutata, essendo una propriet�a intrinse
a del 
orpo, e si avr�a pertanto

l

B

(l� l

B

) = l

0

B

(l

0

� l

0

B

) :

Da questa relazione, usando la relazione evidente l

0

B

= l � l

B

, per sostituzione si trova

allora l

B

= (l

0

� l + l

B

), ovvero l

0

= l.

2.7.4 Appli
azione: 
orpo rigido 
on un punto �sso (questioni elementari)

Per un 
orpo rigido 
on un punto �sso �e spontaneo prendere i sistemi di riferimento

�sso e mobile 
on origine 
omune nel punto �sso assegnato; 
ome gi�a si �e detto, tre

parametri sono allora suÆ
ienti per individuare la disposizione della terna solidale

(e

1

; e

2

; e

3

), e quindi la 
on�gurazione del 
orpo, rispetto alla terna �ssa (e

�

1

; e

�

2

; e

�

3

).

Illustriamo qui il metodo tradizionale dei 
osiddetti angoli di Eulero.

e*
1

e*
2

e*3

e
1

e2

e3
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n
Gli angoli di Eulero

Si inizi 
on l'introdurre (si veda la �gura 2.6) l'angolo # formato dagli assi e

3

ed

e

�

3

; tale angolo viene detto angolo di nutazione. Supposto poi # 6= 0,�, si 
onsideri

la retta 
he risulta dall'intersezione tra i piani e

1

, e

2

ed e

�

1

, e

�

2

(
oin
idente 
on la

normale al piano e

3

, e

�

3

passante per l'origine): tale retta viene detta asse dei nodi,

e pu�o identi�
arsi mediante il versore n = e

�

1


os' + e

�

2

sin', ove ', detto angolo

di pre
essione, �e l'angolo formato dal versore e

�

1


on la direzione dell'asse dei nodi.
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In�ne si 
onsideri l'angolo  tra i versori n ed e

1

, detto angolo di rotazione propria. La

terna (#; ';  ) �e suÆ
iente a determinare la posizione della terna (e

1

; e

2

; e

3

) rispetto

a quella �ssa (e

�

1

; e

�

2

; e

�

3

). In e�etti, si parta 
on le due terne 
oin
identi, e si operino

tre rotazioni nel modo seguente: si tenga �sso l'asse e

3

= e

�

3

, e si ruoti di un angolo '

(pre
essione), portando l'asse e

1

a 
oin
idere 
on l'asse dei nodi n; si tenga �sso e

1

,

e si ruoti di un angolo # (nutazione); in�ne, si tenga �sso e

3

e si ruoti di un angolo  

(rotazione propria).

55)

Lo studio della dinami
a del 
orpo rigido 
on un punto �sso ri
hiederebbe allora

di s
rivere tre equazioni del se
ondo ordine nelle tre in
ognite #, ',  . Rinviando al


apitolo sulle equazioni di Lagrange la s
rittura espli
ita di queste equazioni e il loro

studio in un 
aso signi�
ativo (la trottola di Lagrange), 
i limitiamo qui a un breve

studio orientato al 
aso parti
olarmente sempli
e (ben
h�e non banale) di assenza di

forze esterne (moto per inerzia, o 
aso di Eulero{Poinsot).

S
elta preliminarmente 
ome terna mobile una terna prin
ipale di inerzia, l'idea


entrale �e quella di proiettare in ogni istante su di essa l'equazione per il momento

angolare

_

M = N

(ext)

(se
onda equazione 
ardinale);

56)

si sfrutta in questo modo il

fatto 
he �e 
ostante la matri
e di inerzia, e quindi in parti
olare sono 
ostanti i momenti

di inerzia rispetto agli assi di riferimento.

Si ha la

Proposizione 2.40 (Equazioni di Eulero): Nel moto di un 
orpo rigido 
on un punto

�sso sono soddisfatte le equazioni

8

>

>

<

>

>

:

I

1

_!

1

� (I

2

� I

3

)!

2

!

3

= N

(ext)

1

I

2

_!

2

� (I

3

� I

1

)!

1

!

3

= N

(ext)

2

I

3

_!

3

� (I

1

� I

2

)!

1

!

2

= N

(ext)

3

:

(2:117)

55)

Queste operazioni possono esprimersi mediante tre matri
i di rotazione R

'

, R

#

e R

 

;

dunque mediante la matri
e R(#;';  ) = R

 

R

#

R

'

�e possibile 
al
olare direttamente le

posizioni dei versori e

1

, e

2

, e

3

della terna mobile rispetto a quelli e

�

1

; e

�

2

; e

�

3

della terna

�ssa. E' evidente 
he le tre matri
i R

'

, R

#

e R

 

sono date rispettivamente da

 


os' sin' 0

� sin' 
os' 0

0 0 1

!

;

 

1 0 0

0 
os# sin#

0 � sin# 
os#

!

;

 


os sin 0

� sin 
os 0

0 0 1

!

:

A 
onti fatti, risulta allora 
he la matri
e R(#;';  ) = R

 

R

#

R

'

�e data da

 


os' 
os'� sin sin' 
os# 
os sin'+ sin 
os' 
os# sin sin#

� sin 
os'� 
os sin' 
os# � sin sin'+ 
os 
os' 
os# 
os sin#

sin' sin# � 
os sin# 
os#

!

:

56)

Come nel 
aso del pendolo 
omposto, si assume 
he la reazione vin
olare abbia momento

nullo rispetto al polo O.
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Dimostrazione. Ri
ordando M =

P

j

I

j

!

j

e

j

e le formule di Poisson per
_
e

j

, si ha

anzitutto

_

M =

X

j

I

j

_!

j

e

j

+

X

j

I

j

!

j

(! ^ e

j

) =

X

j

I

j

_!

j

e

j

+

X

j;k

I

j

!

j

!

k

(e

k

^ e

j

) :

E' allora immediato proiettare l'equazione sui versori e

j

, per
h�e basta ri
ordare 
he si

ha ad esempio e

2

^ e

3

= �e

3

^ e

2

= e

1

. Q.E.D.

A queste equazioni si dovrebbero aÆan
are tre equazioni 
he esprimono le 
om-

ponenti di ! in termini dei tre angoli di Eulero; si ottengono 
os�� per sostituzione

tre equazioni s
alari del se
ondo ordine, 
he (per forze esterne assegnate an
h'esse in

funzione degli angoli di Eulero) 
ostituis
ono le e�ettive equazioni di moto.

Si osserva per�o 
he nel 
aso libero, o an
he nel 
aso di 
orpo pesante sospeso nel

bari
entro, in 
ui N

(ext)

= 0, le tre equazioni di Eulero si presentano 
ome equazioni


hiuse del primo ordine per !

1

, !

2

e !

3

, indipendentemente dal legame di tali 
om-

ponenti 
on gli angoli di Eulero. Queste equazioni si possono direttamente utilizzare

per ottenere al
une interessanti informazioni sul moto.

a) moto per inerzia (o di Eulero{Poinsot)

Un primo 
aso parti
olarmente sempli
e �e quello di un 
orpo i 
ui momenti prin-


ipali d'inerzia 
oin
idono, ovvero l'ellissoide di inerzia �e sferi
o:

I

1

= I

2

= I

3

� I

(ad esempio una sfera o un 
ubo omogeneo). Infatti, in tal 
aso (senza nemmeno

bisogno di introdurre la terna mobile, n�e tantomeno usare le equazioni di Eulero) si

ha direttamente la relazione di sempli
e proporzionalit�a

M = I! ;

si

h�e dalla 
ostanza di M segue 
he an
he ! = M=I �e 
ostante. Pertanto, il moto

per inerzia �e un moto rotatorio uniforme attorno a un asse �sso nello spazio.

Un altro 
aso parti
olarmente interessante �e quello in 
ui il 
orpo ha struttura

giros
opi
a, 
io�e due dei momenti prin
ipali d'inerzia 
oin
idono, ovvero l'ellissoide

d'inerzia �e di rotazione (un 
ilindro, un prisma regolare, un 
ono). Consideriamo ad

esempio il 
aso in 
ui si abbia simmetria rispetto all'asse z, 
io�e sia I

1

= I

2

6= I

3

.

In tal 
aso non avviene pi�u 
he ! sia 
ostante, ma si ha la

Proposizione 2.41: Nel moto di un 
orpo rigido 
on un punto �sso, avente struttura

giros
opi
a attorno all'asse e

3

, si hanno le seguenti propriet�a:

i. la norma k!k di ! �e 
ostante;

ii. il momento angolare M, la velo
it�a angolare ! e l' asse e

3

sono 
omplanari;

iii. sono 
ostanti gli angoli tra due qualsiasi di tali vettori (in parti
olare sono 
ostanti le


omponenti di ! su e

3

e su M).
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Dimostrazione. Anzitutto, dalle equazioni di Eulero, 
he in questo 
aso si s
rivono

8

>

<

>

:

I

1

_!

1

� (I

1

� I

3

)!

2

!

3

= 0

I

1

_!

2

� (I

3

� I

1

)!

3

!

1

= 0

I

3

_!

3

= 0 ;

segue !

3

= 
ost, e !

2

1

+ !

2

2

= 
ost,

57)

e, pertanto, si ha an
he 
he k!k = 
ost. D'altra

parte, l'angolo � tra M e ! �e 
ostante, dal momento 
he


os� =

M � !

kMk k!k

=

2E

kMk k!k

;

l' angolo � tra ! ed e

3

�e 
ostante, dato 
he


os � = !

3

=k!k ;

l'angolo 
 tra M ed e

3

�e pure 
ostante, per
h�e


os 
 =M

3

=kMk = I

3

!

3

=kMk :

Inoltre, i tre vettori M, !, e

3

sono 
omplanari, poi
h�e si ha

det

�

�

�

�

�

�

I

1

!

1

I

1

!

2

I

3

!

3

!

1

!

2

!

3

0 0 1

�

�

�

�

�

�

= 0 :

Q.E.D.

Il moto �e allora des
ritto dalla

Proposizione 2.42: Si 
onsideri il moto di un 
orpo rigido 
on un punto �sso, avente

struttura giros
opi
a attorno all'asse e

3

. Il vettore ! ruota uniformemente attorno alla

direzione �ssa di M, des
rivendo un 
ono C

0

di rotazione; analogamente, la tra

ia di !

nel 
orpo �e un 
ono di rotazione C

00

, des
ritto an
h'esso 
on velo
it�a 
ostante. I due 
oni

rotolano l'uno sull'altro senza stris
iare.

Tali 
oni sono detti 
oni di Poinsot; il moto del vettore ! su 
ias
uno dei due 
oni si

di
e moto di pre
essione.

Dimostrazione. Il fatto 
he in entrambi i sistemi di riferimento ! gia

ia su un


ono 
orrisponde sempli
emente al fatto 
he gli angoli tra ! e M, e tra ! e e

3

sono


ostanti. Il fatto 
he i due 
oni rotolino senza stris
iare 
orrisponde al fatto 
he i punti

sull'asse passante per O e parallelo a !, 
io�e sull'asse di istantanea rotazione, hanno

velo
it�a nulla. Resta da stabilire 
he la rotazione �e uniforme. Per vederlo, s
riviamo

innanzitutto

! = !

0

e

M

+ !

00

e

3

;

dove e

M

�e il versore di M (tale de
omposizione �e possibile per la 
omplanarit�a dei tre

vettori), osservando 
he !

0

e !

00

sono 
ostanti. Si vede allora fa
ilmente 
he il piano �

57)

Basta 
al
olare

d

dt

(!

2

1

+ !

2

2

) = 2 (!

1

_!

1

+ !

2

_!

2

) = 0.
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omune ai tre vettori ruota attorno a M 
on velo
it�a angolare 
ostante: infatti, dalle

formule di Poisson si ha

_
e

3

= ! ^ e

3

= !

0

e

M

^ e

3

:

Ci�o 
omporta l'uniformit�a della pre
essione su C

0

. L'uniformit�a della pre
essione su

C

00

si vede poi fa
ilmente des
rivendo la rotazione della terna mobile attorno a e

3

in

un sistema di riferimento solidale 
on il piano �. Q.E.D.

� Osservazione. La terra �e 
on buona approssimazione un 
orpo a struttura giro-

s
opi
a, 
on ellissoide di inerzia po
o s
hia

iato. Per quanto riguarda il moto

di rotazione, si trova 
he gli angoli tra !, M e e

3

sono molto pi

oli, ma non

nulli; 
on gli argomenti riportati sopra si 
al
ola 
he il moto di pre
essione su C

0

dovrebbe avere un periodo di 
ir
a die
i anni. Tale movimento �e stato osservato

solo re
entemente; il periodo osservato non 
oin
ide esattamente 
ol valore pre-

visto, e 
i�o si interpreta 
ome dovuto al fatto 
he la terra non �e perfettamente

rigida.

58)

Consideriamo in�ne il 
aso generale, in 
ui i tre momenti prin
ipali d'inerzia siano

tutti distinti, e sia, per �ssare le idee, I

1

> I

2

> I

3

. Una sempli
e des
rizione del moto

si ottiene utilizzando gli integrali primi del momento angolare,

M = 
ost ; (2:118)

e dell'energia (
he 
oin
ide 
on l'energia 
ineti
a),

T = 
ost : (2:119)

Riferendosi alla terna prin
ipale d'inerzia e

i

, e denotando 
on M

i

le 
orrispondenti


omponenti del momento angolare rispetto al punto �sso,M =

P

M

i

e

i

, e 
onM il suo

modulo (o norma), si ottengono dunque 
ome 
onseguenza le due equazioni s
alari

59)

M

2

1

+M

2

2

+M

2

3

=M

2

M

2

1

I

1

+

M

2

2

I

2

+

M

2

3

I

3

= 2E :

(2:120)

Da queste due equazioni si dedu
e 
he il momento angolare gia
e ad ogni istante

sull'intersezione tra un ellissoide ed una sfera; l'esistenza dell'intersezione �e poi garan-

tita dalle ovvie disuguaglianze 2EI

3

< M

2

< 2EI

1

, 
he seguono dall'ordinamento

assunto per i momenti prin
ipali d'inerzia. L'ellissoide avr�a allora semiassi

p

2EI

1

>

58)

Questo fenomeno di pre
essione, relativo al moto proprio della terra, non va 
onfuso

il familiare moto di pre
essione dell'asse terrestre attorno alla perpendi
olare al piano

dell'e
litti
a (
ui �e legato il fenomeno della pre
essione degli equinozi), dovuto inve
e

all'attrazione gravitazionale del sole, ove si tenga 
onto della non sferi
it�a della terra.

59)

Si osservi 
he dalla 
ostanza di M non segue la 
ostanza di M

1

;M

2

;M

3

, 
he sono le

sue 
omponenti rispetto ad assi mobili; �e inve
e 
ostante la somma dei quadrati di tali


omponenti, per
h�e esprime il quadrato della norma.
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p

2EI

2

>

p

2EI

3

. e, dipendendo dal valore della norma M di M, le intersezioni

saranno dei 
inque tipi seguenti:

M =

p

2EI

3

: due punti sull'asse e

3

;

p

2EI

3

< M <

p

2EI

2

: 
urve 
hiuse attorno ai punti suddetti;

M =

p

2EI

2

: due punti sull'asse e

2

; 
onnessi da separatri
i;

p

2EI

2

< M <

p

2EI

1

: 
urve 
hiuse attorno all'asse e

1

;

M =

p

2EI

1

: due punti sull'asse e

1

:

Mostriamo ora 
he, nei 
asi in 
ui le intersezioni si ridu
ono a punti, si hanno in


orrispondenza dei moti in 
ui il 
orpo ruota, rispetto al sistema �sso, 
on velo
it�a

angolare 
ostante attorno a uno degli assi prin
ipali d'inerzia. Consideriamo ad esem-

pio il 
aso M =

p

2EI

1

. In tal 
aso le 
omponenti del momento angolare sugli assi

mobili sono (M; 0; 0), e sono quindi 
ostanti, e 
i�o signi�
a 
he il primo asse d'inerzia

�e parallelo al vettore 
ostante M; ma poi
h�e le 
omponenti sugli assi mobili sono

in generale del tipo M

i

= I

i

!

i

, si ha ! = �

M

I

1

e

1

, si

h�e si dedu
e 
he an
he ! �e


ostante. Si trovano in tal modo sei soluzioni (a due a due simmetri
he rispetto al

verso di rotazione), 
he vengono dette rotazioni stazionarie attorno agli assi prin
ipali

d'inerzia.

Le altre intersezioni 
orrispondenti alle 
urve sopra des
ritte danno inve
e moti

pi�u 
ompli
ati. Una signi�
ativa des
rizione del movimento �e fornita in tal 
aso dalla

seguente

Proposizione 2.43: L'ellissoide d'inerzia rotola senza stris
iare su un piano �sso per-

pendi
olare al momento angolare M.

Dimostrazione. Si 
onsidera l'intersezione � tra la direzione del vettore ! e l'ellisso-

ide, 
he evidentemente �e data da � =

!

p

2E

(infatti, da

1

2

I! � ! = E si ha I� � � = 1).

Si osserva poi 
he

i. il piano tangente all'ellissoide nel punto � �e perpendi
olare al vettore (
ostante)

M;

ii. la distanza di tale piano dal punto �sso O �e 
ostante;

iii. la velo
it�a del punto di 
ontatto tra ellissoide e piano �e nulla.

Per il punto i, basta mostrare 
he la normale all'ellissoide in � �e parallela a M; a

tal �ne basta 
al
olare grad(Ix � x) = 2Ix, 
he, valutata nel punto � =

!

p

2E

, d�a

I!

q

2

E

= M

q

2

E

. Per il punto ii, si osserva 
he la distanza del piano dal punto O

�e data dal prodotto s
alare

��M

jMj

=

1

p

2E

�

I!�!

jMj

=

p

2E

jMj

, 
he �e 
ostante. In�ne, il

punto iii segue dal fatto 
he � appartiene all'asse di rotazione, ed ha dunque velo
it�a

nulla. Q.E.D.

b) 
enno al 
aso generale

Per potere s
rivere espli
itamente le equazioni di moto per un 
orpo rigido 
on
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un punto �sso, �e ne
essario fornire un'espressione per le 
omponenti !

i

della velo
it�a

angolare in termini degli angoli di Eulero.

Proposizione 2.44: Le 
omponenti della velo
it�a angolare ! nel riferimento mobile sono

espresse in termini degli angoli di Eulero dalle relazioni

!

1

= _' sin# sin +

_

# 
os 

!

2

= _' sin# 
os �

_

# sin 

!

3

= _' 
os#+

_

 :

(2:121)

Dimostrazione. Si dedu
e innanzitutto 
he si ha

! = _'e

�

3

+

_

#n+

_

 e

3

: (2:122)

A tale s
opo si s
rive la posizione di un punto P solidale 
ome funzione degli angoli

di Eulero: P = P ('; #;  ); derivando rispetto al tempo si ha allora

v =

�P

�'

_'+

�P

�#

_

#+

�P

� 

_

 :

Cias
uno dei tre termini rappresenta la velo
it�a 
orrispondente a una rotazione, rispet-

tivamente attorno agli assi e

�

3

, n, e

3

, e si ha quindi

v = _'e

�

3

^ (P � O) +

_

#n ^ (P � O) +

_

 e

3

^ (P � O) ;

la (2.122) segue allora per la linearit�a del prodotto vettore. In�ne, le (2.121) si otten-

gono da questa usando l'espressione espli
ita di e

�

3

e di n. Q.E.D.

E' ora possibile dare l'espressione dell'energia 
ineti
a T =

1

2

P

I

i

!

2

i

, sostituendo

le espressioni ora trovate di !

i

. La forma di T �e parti
olarmente sempli
e nel 
aso

giros
opi
o, I

1

= I

2

, per
h�e �e immediato 
onstatare 
he allora si ha

T =

I

1

2

( _'

2

sin

2

#+

_

#

2

) +

I

3

2

( _' 
os#+

_

 )

2

: (2:123)

Si noti 
he nell'espressione dell'energia 
ineti
a non �gurano i due angoli ',  . L'as-

senza del primo �e dovuta sempli
emente al fatto 
he la s
elta della terna �ssa (in

parti
olare dell'asse polare) �e arbitraria (e quindi l'angolo di pre
essione non �gura in

generale nelle espressioni delle !

i

); l'assenza del se
ondo �e dovuta inve
e alla assunta

propriet�a di simmetria del 
orpo. Come si mostrer�a nel 
apitolo sulle equazioni di

Lagrange, l'assenza di tali 
oordinate si ri
ette nell'esistenza di due 
ostanti del moto,

pre
isamente M �e

�

3

e M �e

3

. A partire da questo fatto, �e abbastanza fa
ile des
rivere

il moto di una trottola giros
opi
a 
on un punto �sso soggetta alla forza peso (trottola

di Lagrange). Si veda ad esempio V.I.Arnold, Me

ani
a, parag. 30.
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APPENDICE A

Ri
hiami sull' equazione polare delle 
oni
he

Dati un punto F (fuo
o) e una retta f (direttri
e) non passante per F , sia k la

distanza del fuo
o dalla direttri
e (Fig.2.7); 
hiamiamo asse fo
ale la normale alla

direttri
e per il fuo
o.

θ

P h

r

F

f

Fig. 2.7

Le 
oni
he possono essere de�nite 
ome quelle 
urve del piano, luogo dei punti

P per 
ui �e 
ostante il rapporto delle distanze r = PF ed h = Pf dal fuo
o e dalla

diretti
e:

r=h = e :

La 
ostante e si di
e e

entri
it�a della 
oni
a, mentre p = ke si di
e parametro. Le


oni
he 
on e < 1, e = 1, e > 1 si di
ono rispettivamente ellissi, parabole, iperboli.

Si 
onsideri un sistema di 
oordinate polari (r; #), avente per origine il fuo
o

e per origine delle anomalie # l' asse fo
ale. Dalla relazione 
os# =

k�h

r

, ovvero


os# =

p

er

�

1

r

=

1

e

(

p

r

� 1) si ottiene la

Proposizione 2.45: Le 
oni
he sono rappresentate da funzioni r = r(#) 
on

r =

p

1 + e 
os#

: (2:124)

Si ri
onos
e in parti
olare p = r(�=2).

Veniamo ora alle ellissi (de�nite da e < 1), e mostriamo 
he esse possono essere


aratterizzate 
ome le 
urve del piano 
he sono luogo dei punti P per 
ui �e 
ostante la

somma delle distanze r = PF , r

0

= PF

0

da due punti F , F

0

, detti fuo
hi (Fig. 2.8).

Pre
isamente, si ha la
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Proposizione 2.46: Le 
urve dei punti P per 
ui �e 
ostante la somma 2a delle distanze

r e r

0

da due punti (fuo
hi):

r + r

0

= 2a ; (2:125)

sono ellissi, 
on e

entri
it�a e e parametro p dati da

e =




a

; p =

a

2

� 


2

a

;

dove 
 (
on 
 < a) �e la semidistanza tra i fuo
hi.

Dimostrazione. Dal teorema del 
oseno

60)

si ha r

02

= r

2

+4


2

+4
r 
os#. Eliminando

r

0


on la relazione r

0

= 2a� r si ottiene subito

r =

a

2

� 


2

a+ 
 
os#

;

e basta 
onfrontare 
on la (2.124). Q.E.D.

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

O FF’

P

r’ r

c c

θ

Fig. 2.8

Da questa se
onda 
aratterizzazione si ri
onos
e immediatamente 
he la ellisse �e

simmetri
a rispetto all'asse fo
ale (
he evidentemente 
ontiene entrambi i fuo
hi), ed

an
he rispetto all'asse parallelo alla direttri
e e passante per il punto medio, O del

segmento FF

0

(
entro). E' quindi 
onveniente introdurre un sistema di 
oordinate

ortogonali 
on origine in O e asse 
oin
idente 
on l'asse fo
ale. Si ri
onos
e subito


he a ha an
he il signi�
ato di as
issa dell'intersezione dell'ellisse 
on l'asse delle x,

mentre l'intersezione 
on l'asse y ha ordinata b data b

2

+ 


2

= a

2

(e dunque �e b < a).

In termini delle 
ostanti a, b le 
ostanti e, p sono date da

e =

r

1�

b

2

a

2

; p =

b

2

a

: (2:126)

60)

E' nient'altro 
he la relazione (P � F

0

) = (P � F ) � (F

0

� F ), prendendo il quadrato

della norma.
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Un'altra ben nota 
aratterizzazione delle ellissi �e espressa dalla equazione, detta


anoni
a,

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1 : (2:127)

Per b = a (ovvero e = 0), si ha un 
er
hio. Si ri
ordino an
he le equazioni paramet-

ri
he dell'ellisse, x = a 
os t, y = b sin t; dalla formula per l'area del 
er
hio, 
on un


ambiamento di variabili, si ottiene allora, per l'area A dell'ellisse, A = �ab.
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Operatore di rotazione

Consideriamo un sistema di riferimento \�sso" fe

�

i

g e uno \mobile" fe

i

g, entrambi

ortonormali. Resta allora de�nito l' operatore lineare R 
he manda la terna �ssa nella

terna mobile:

e

i

= Re

�

i

; i = 1; 2; 3 ;

il modo di operare di R su un generi
o vettore u =

P

i

u

i

e

�

i

�e de�nito in maniera ovvia

per linearit�a. Nella base �ssa, l'operatore R �e rappresentato dalla matri
e

R

ij

= e

�

i

� Re

�

j

= e

�

i

� e

j

;

la matri
e R 
oin
ide dunque 
on la matri
e di rotazione inrodotta nel paragrafo 2.6.1.

L'operatore R viene detto operatore di rotazione.

Dal fatto 
he l'operatore R manda una terna ortonormale in un'altra an
h'essa

ortonormale, si dedu
e immediatamente 
he l'operatore R �e ortogonale, ovvero sod-

disfa la propriet�a

R

+

R = 1l ; (2:128)

dove R

+

denota l'operatore aggiunto,

61)

e 1l l'identit�a. Questa propriet�a �e di veri�
a

immediata: infatti si ha

Æ

ij

= e

i

� e

j

= Re

�

i

� Re

�

j

= (R

+

R)e

�

i

� e

�

j

;

e dunque R

+

R �e l'identit�a. Come �e noto, una propriet�a 
aratteristi
a degli operatori

ortogonali, 
he si potrebbe usare 
ome de�nizione, �e 
he essi 
onservano il prodotto

s
alare (e dunque le lunghezze e gli angoli):

62)

Ru � Rv = u � v per ogni u, v. Dalla

propriet�a (2.128) segue immediatamente

detR = �1 :

Gli operatori ortogonali su lR

3

formano un gruppo, denotato abitualmente 
on O(3).

La 
omponente 
onnessa 
ontenente l'identit�a, 
aratterizzata da detR = +1, �e de-

notata 
on SO(3) (S sta per \spe
iale"); si tratta di un sottogruppo di O(3), detto

gruppo delle rotazioni.

63)

61)

Come �e noto, l'operatore aggiunto �e de�nito dalla propriet�a R

+

u � v = u � Rv per ogni

u, v, ed �e rappresentato dalla matri
e R

t

trasposta di R. Si dimostra immediatamente


he per ogni 
oppia di operatori lineari R

1

, R

2

vale (R

1

R

2

)

+

= R

t

2

R

+

1

.

62)

Se ben si ri
ette, queste propriet�a, 
he possono apparire astratte, sono inve
e molto


on
rete, e tradu
ono proprio la nozione intuitiva di rotazione, nel senso 
he le relazioni

re
ipro
he tra vettori, 
he siano di tipo metri
o (
io�e ri
ondu
ibili al prodotto s
alare),

non si alterano quando i vettori vengono ruotati.

63)

Si potrebbe de�nire in maniera intrinse
a una rotazione 
ome una appli
azione di lR

3

in s�e biiettiva, 
on le propriet�a di essere lineare e di 
onservare il prodotto s
alare e

l'orientazione; in e�etti, �e fa
ile an
he mostrare 
he la linearit�a �e 
onseguenza della
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Dunque, ogni 
on�gurazione della terna mobile (e quindi ogni 
on�gurazione di

un 
orpo rigido 
on un punto �sso) si identi�
a 
on un elemento di SO(3). Il gruppo

SO(3) 
ostituis
e 
os�� lo spazio delle 
on�gurazioni di un 
orpo rigido 
on un punto

�sso.

64)

Consideriamo ora un movimento rotatorio; per quanto detto, esso sar�a de�nito

assegnando un operatore ortogonale R(t) ad ogni tempo t. Mostriamo allora una

propriet�a signi�
ativa

65)

di R(t), ovvero 
he l'operatore

A �

_

RR

+

�e antisimmetri
o, 
io�e �e l'opposto del proprio aggiunto: A+A

+

= 0. Infatti, derivando

la relazione di ortogonalit�a si ha la relazione

_

RR

+

+R

_

R

+

= 0, 
he rappresenta proprio

l'antisimmetria di A, essendo R

_

R

+

= (

_

RR

+

)

+

= A

+

.

Si dimostra poi il seguente

Lemma 2.1: Per ogni assegnato operatore lineare antisimmetri
o A esiste un uni
o

vettore ! tale 
he

Au = ! ^ u per ogni u :

Dunque, A si esprime ne
essariamente nella forma A(�) = ! ^ (�), di prodotto vettore


on un ben de�nito vettore !.

66)

Dimostrazione. Si osserva 
he gli operatori antisimmetri
i su lR

3

formano uno spazio

lineare di dimensione 3 (per
h�e A �e rappresentabile in una base 
on una matri
e 3�3,

la quale, essendo antisimmetri
a, �e a sua volta determinata da 3 sole 
omponenti).

D'altra parte il prodotto vettore per un �ssato vettore ! �e un operatore antisim-

metri
o (per le propriet�a del prodotto vettore); quindi, gli operatori de�niti da un

prodotto vettore ! ^ (�) formano a loro volta, al variare di !, uno spazio lineare 
he

�e un sottospazio di quello degli operatori lineari antisimmetri
i. La dimensione di

tale sottospazio �e an
ora 3 (per
h�e ! �e un arbitrario vettore in lR

3

), e quindi tale

sottospazio 
oin
ide, a meno di isomor�smi, 
on lo spazio degli operatori lineari anti-

simmetri
i. Pertanto, 
ias
un operatore lineare antisimmetri
o A pu�o rappresentarsi


ome prodotto vettore 
on un vettore !, e vi
eversa.

Si ha in�ne la

propriet�a di 
onservare il prodotto s
alare.

64)

Il gruppo SO(3) �e un tipi
o esempio di una variet�a di�erenziabile non lineare. Per le

rotazioni attorno a un asse �sso 
i si riporta in modo analogo a SO(2), 
he �e monodi-

mensionale ed �e nient'altro 
he un 
er
hio.

65)

Come �e ben noto, la nozione di di�erenziabilit�a si estende agli operatori; si de�nis
e


os�� la derivata temporale

_

R(t) e si veri�
a an
he 
he per ogni operatore lineare vale

d

dt

R

+

= (

_

R)

+

�

_

R

+

.

66)

Questa propriet�a �e vera solo in tre dimensioni.
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Proposizione 2.47: Si 
onsideri un moto rigido. Ad ogni istante t esiste un uni
o vettore

!(t) tale 
he, per ogni vettore u solidale, si ha

_
u = ! ^ u :

Dimostrazione. Consideriamo una famigliaR(t) di rotazioni, e sia u(t) = R(t)u(0) il


orrispondente movimento di un qualunque vettore u solidale. Sar�a allora
_
u =

_

Ru(0).

Ma �e an
he u(0) = R

�1

u(t), dove R

�1

�e l'operatore inverso di R, 
he, per la propriet�a

di ortogonalit�a, 
oin
ide 
on R

+

. Dunque abbiamo
_
u =

_

RR

+

x = Au = ! ^ u.

Q.E.D.

� Eser
izio 2.26: Mostrare 
he, in una base ortonormale arbitraria, all'operatore A =

!^ 
orrisponde la matri
e

 

0 �!

3

!

2

!

3

0 �!

1

�!

2

!

1

0

!

(si osservi 
he in questo modo si determinano 
on
retamente le 
omponeneti di ! quando

sia assegnato il movimento, 
io�e la matri
e R(t) e quindi an
he la matri
e A(t)).


