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1. Calcolare li)m log (2+ ezQ) ( eF g - cos(;) )

“+o0

[ Per x — oo la funzione log(2 + e®”) ¢ asintoticamente equivalente alla
funzione log(er) = 22, e quindi & equivalente calcolare il

vioy/2 1

. 2 2 V& <
xEToox (e . cos(x) ).

Per vederlo rigorosamente si puo raccogliere e®” nell’ argomento del loga-
ritmo ottenendo lim,_, o log(2+ e””Q) ( 2 - ? —cos(1)) =

iy Dog(e (14 22)) (e - 2 cos(l)) =

lim, o [ log(e™) +log(1+ 25)) ] ( eF — 2 _cos(l)) =

= limy s oo( 2% +0) (e =22 —cos()).

Usando gli sviluppi di Taylor (per t — 0) e’ =1+t + £t + o(t?) (con
t="2) cos(t) = 1 — 4> +o(t>) (con t = 1) diventa

Tz
1imﬁ+oox2(1+§+1§x%—%—H%I%Jro(m%)):
) =3

limg s 4o 22 ( %?12 +o(53z 5.
Il limite proposto vale quindi %

]




— tan(z)
2. Calcolare I'integrale indefinito [ % x

[ Con la sostituzione tan(x) = ¢, ﬁdm = dt, si ha che

n — tan(z) _ .
f%dw = [ tetdt = (per parti)
—te~t + fe_tdt = —te t—e"t 4 ¢, quindi
‘/‘tan(a;)osg(*m;an(a:) dr — — tan(l') e—tan(:p) _ e—tan(w) +c



3. Data la funzione f(z) = 2%e* determinare: — insieme di definizione

con limiti agli estremi — eventuali asintoti — intervalli di monotonia (con
eventuali punti di minimo e massimo assoluto e relativo) - convessita (con
eventuali punti di flesso) — immagine. Tracciare poi il grafico.

[ D= (—00,0)U(0,400), lim,; 1. f(z) = 400, lim,_,o- f(z) = 07,
lim, ,o+ f(z) = 400 as. vert. =0

() = (Qx—l)e%, f decrescente in (—o0, 0)U(0, %), crescente in (%, +00),
min relativo in (1, 1e?);

() = 2362;#6%, f sempre convessa, I = (0,400). ]



4. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy

/ _ 14y
{y =

y(0) =1

esplicitando il suo intervallo di definizione D e la sua I’ immagine.

[ Separando le variabili e integrando si ottiene
fﬁdy:fﬁdx , cioe

arctan(y) = arctan(z) + ¢ .

Dalla condizione iniziale si ha che ¢ = 7, e quindi la soluzione verifica
arctan(y) = arctan(z) + 7 e quindi

us

y = tan (arctan(z) + 7 )

L’ insieme di definizione ¢ D = (—o0, 1).
Essendo la funzione strettamente crescente gli estremi superiore e inferiore
_z

coincidono con i lim,, oo y(x) = tan(—=%) = —1, lim,_,;- y(x) = +o0, .
Quindi I’ immagine ¢ (tan(—7),+00) = (=1, +00).

]



5. Studiare in funzione del parametro a I’ esistenza di soluzioni (e calcolarle
quando esistono) del seguente sistema di 2 equazioni in 2 incognite

axr + y = 1
r + ay = a

[ La matrice A dei coefficienti ha determinante a®> — 1. Se a? # 1,
cioe a # =£1, il determinante ¢ diverso da zero e quindi esiste un’unica so-
luzione, che puo essere calcolata con la regola di Cramered e x =0, y = 1.

1 -1 -1
hanno entrambe rango 1 ed esistono co! soluzioni x =t, y =1++¢, t € R.

Se a = —1 la matrice dei coefficienti e la matrice aumentata <_1 1 1 >

Se a = 1 la matrice dei coefficienti e la matrice aumentata <} i 1)

hanno entrambe rango 1 ed esistono oco! soluzioni x =t, y =1 —t¢,t € R.

}



6.

. 1 1 .
Data la matrice A = 0 -3 trovare il valore del parametro a tale che
A = —1 sia autovalore della matrice. Per tale valore trovare autovalori ed

autovettori e dire se la matrice ¢ diagonalizzabile.

[ 1l polinomio caratteristico &€ p(A) = det (A—AI) = (1—-A)(-3—X) —
a = A2 +2)\—3 —a. Sesivuole che A\ = —1 sia autovalore sostituendo
tale valore a A nel polinomio caratteristico si deve ottenere zero, quindi
1-2-3—-a=0, cio¢ a = —4.

1 1 . . . TN
) e il polinomio caratteristico & p(\) =

La matrice € dunque A = 4 3

AN 4+2X0+1=(\+1)2

L’ unico autovalore ¢ quindi A = —1, con molteplicita algebrica 2, ma
molteplicita geometrica solo 1, quindi la matrice non e diagonalizzabile.
Infatti I’ autospazio dell’ autovalore A = —1 & dato dal sottospazio di

dimensione uno (cio¢ dai multipli di un solo vettore fissato) ¢ (_2) ,

teR |



