Appendix B

Integrazione in piu
variabili. Il minimo

Questa sezione intende dare alcune informazioni di base sulla teoria della in-
tegrazione in piu variabili. Lo scopo & di presentare la teoria nel modo piu
semplice possibile in modo da permettere 1'uso della integrazione in alcuni casi
semplici senza dovere sviluppare tutta la teoria generale.

B.0.1 Integrazione su Domini regolari

In una dimensione il dominio di un integrale ¢ sempre un intervallo, in piu

dimensioni la geometria & molto pit complessa ed esistono un mucchio di forme

possibili. Qui ci limiteremo al caso piu semplice.

Definition 4. Un aperto D C R? ¢ detto un dominio elementare se: a) ¢

limitato; b) d =1 e D & un intervallo; ¢) d > 1, esiste un dominio elementare

D' c R ke {l,...,d} e due funzioni f,g € CL(RY ™1 R) tali che
D={zcR? : Z:= (21, ..., 0% 1,Ths1,-..,2q) € D', z} € (9(T), f(T))}.

Un dominio regolare é un insieme D = U;D; dove {D;} é una collezione finita
di insiemi elementari disgiunti.

Dato un punto € R? definiamo il cubo di lato r come
Car(@) ={y €R? ¢ |ly — o= < r/2},
dove ||z[|gee = Supjeyy . ay |%il-
Definition 5. Data una funzione ¢ € C*(R% R) e un insieme limitato D se
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esistono 1 due limiti
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e sono uguali, allora definiamo integrale (di Riemann) di ¢ su D come

n— oo

/ p(x)dr == lim S, (¢).
D

Il prossimo lemma mostra che l'integrale € ben definito su una vasta classe
di insiemi.
Lemma B.0.1. Se ¢ € C}(R4,R) e D C R? ¢ un dominio elementare allora
Ip e(x)dx ¢ ben definito.

Proof. Poiche D e limitato, per definizione esiste un L € Ry tale che D C
Cq,.(0). Poiche ¢ & continua esite M tale che

leller(ca o) = sup |e(@)|+ sup [[Vo(z)| <M. (B.0.2)
:EECdYL(O) ZL’ECd,L(O)
Sia
0:(D) ={k €Z% : Cyq.(ke)NOD # 0}, (B.0.3)

questi sono i cubetti che intersecano la frontiera di D. Si noti che

Yoo ekt = Y plke) < Y fp(ke)le?

kez! kez? k€. (D)
Ca(k2)ND#£0 o fE e (B.0.4)
<M Z el

ked: (D)

Dobbiamo quindi stimare la cardinalita di 0.(D). Vogliamo mostrare per in-
duzione sul numero di dimensioni che per ogni D C R? elementare esiste una
costante C' tale che, per ogni € > 0, #0.(D) < Ced=1.!

Se d = 1 allora D & un intervallo e la frontiera consiste di due punti quindi
0-(D) consistera al massimo di due elementi. Dunque ’affermazione & vera con
C = 2. Supponiamo che sia vera per d. Allora, dato D € R%!, eventualmente
permutando 'ordine delle coordinate, abbiamo

D={zecRM™ : (z1,...,2q) €D, zg11 € (9(z1,...,2q), f(z1,...,24))}.

IDato un insieme discreto A, con §A intendiamo la cardinalita di A, ovvero il numero dei
suoi elementi.
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Esercizio B.0.2. Si mostri che 0D = Dy U Dy U D3, dove

D1:{$€Rd+1 : ($1,...,$d)€aD/, wd—‘rl6(g(xlv'"al'd)af(xla"'vxd))}
Dy ={(x1,...,2q,9(x1,...,2q)) : (x1,...,24) € D'}
D3 ={(z1,...,za, f(®1,...,2q)) : (T1,...,24) € D'}.

Dunque, ricordando la definizione (B.0.3),
3
10-(D) <Y #{k € Z™" . Cac(ke) N Dy # 0},
1=1

Esercizio B.0.3. Sia definita la proiezione mw(x1,...,Zq41) = (X1,...,24). Si
verifichi che m(Cyt1,6(x)) = Cqe(n(z)) e che (D) = 0D'.

Per esercizio B.0.3 si ha che, se Cqy1.c(ke) N Dy # 0, allora Cy(7(k)e) N
dD' # . Daltro canto, per ogni k € [—Le™!, Le 7] N Z esistono solo e 'L
interi kqiq tali che (k,kqr1) € [~Le™t, Le~14+t N Z4+L. Ne segue che, per
Iipotesi induttiva,

#{k € 29" Cajre(ke) N Dy # 0} < e 'Li{k € Z¢ : Cyc(ke) NOD" # 0}
=e L40. D' < Ce™ .

D’altro canto per ogni x € Cy(ck),

lg(z) — g(ck)| = /0 (Zg(t$+(1—t)5k)dt‘

(B.0.5)

/0 (Vg(te + (1 —t)ek),x — Ek>dt’ < |lgllcre.

Questo significa che, per ogni k € Z¢, I'insieme
{k = (k,kay1) € R 2 Cy(ke) N Dy # 0}

puo consistere al pill ||g||c: elementi. Lo stesso argomento vale per D3, dunque
esiste una costante C7 > 0 tale che

3
> 8k € 24 ¢ Cyc(ke)nDy # 0} < Crtfk € Z¢ ¢ Cac(ke)ND' # 0} < CrLe™
=2

il che conclude l'induzione.
Ne segue che possiamo continuare la stima in (B.0.4) e scrivere

Z o(ke)ed — Z o(ke)e?| < Ce.

kezd kezd
Ca,c(ke)ND#£D Ca,e(ke)CD
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Questo implica, ponendo £ = %7 che se uno dei due limiti esiste anche l'altro
esiste e sono uguali. Rimane da dimostrare 1’esistenza
Cominciamo col confrontare S, (¢) con S,,,(¢), per ogni p € N:

L I e D

n n
kez? P je{1,...p}4 kez? p

Cd,l/pn(p%)CD Cd,l/p?L(kp+j)CD

pn

Argomentando come in (B.0.5) abbiamo

k j k
() o (3) s
n n

Dunque

. AV .
SACEED SIS DR () AT B
JE{1,..p}¢ kez?

Ca1/pn(*2E)CD

Si noti che se Cyq 1y, (%) C D, allora Cy 1 /pn (k’;:j) CCqi/n (%) C D per ogni
je{l,...p}le

Uje{l,...p}dcd,l/pn = Cd,l/nu

Quindi
1S, (#) = Spul)| < O[S, (1) = S ()] +Cn~t <Cn™t.

pn

Da questo segue che per ogni n,m € N, m > n,
1S5 () = S (@)] < 187 (#) = Sun ()] + [Sun () = S()| < Cnh

Dunque S;, (¢) € una successione di Cauchy e quindi ha limite, e questo conclude
la dimostrazione. O

Se avete capito la dimostrazione precedente allora potete facilmente risolvere
i seguenti esercizi.

Esercizio B.0.4. Si mostri che per ogni ¢ € C e regione regolare D, l’integrale
Jp e(x)dx ¢ ben definito.

Esercizio B.0.5. Dato {,a € R?, e L € Ry. Si consideri linsieme A = {x €
R? : (z—a,0) =0, ||z]| < L}. Si mostri che [, 1dz = 0.

Esercizio B.0.6. Sia D C R? tale che D ¢ contenuto nella unione finita di
insiemi A; definiti come nell’esercizio B.0.5. Si mostri che, per ogni ¢ € C!,
Jp @ € ben definito.
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B.0.2 Fubini (versione baby)

La prima cosa che vogliamo fare con gli integrali & calcolarli. Uno strumento
fondamentale per farlo ¢ il seguente.

Teorema B.0.7. Dato un dominio elementare
D={zeR*: 7:=(21,...,2q-1) € D', 24 € (9(Z), f(2))}

e p € Ct abbiamo

f(@1,,wa-1)
/ o(x)dxy - xg = dxy - xg_1 / o(x)dzy| .
D D’ g(z1, @a—1)

Proof. Prima di tutto occorre verificate che la parte di destra dell’enunciato ¢
ben definita.

Esercizio B.0.8. Data la funzione
fl@i,a—1)
w(fljl, e 7xd—1) = / @(x)dl‘d
g1, ,xa-1)
si mostri che 1 € CL.
Ponendo, per € D' e r € R, definiamo

S(z,r)={ka €R : kgr € (9(z)+71/2, f(T) —1r/2)}.

Allora,

S, () = Z Z ® <(k’nkd>> n~t| nTd

EEZdil kg€X(kn—1,n)
Ca—1,1/n(E)CD’

Visto che la nostra definizione di integrale in una dimensione corrisponde all’integrale
di Riemann, abbiamo

Yk - Y <p<<k7kd)> <Cn '

- n
ka€X(kn—1,n)

Il Lemma segue dalla definizione di integrale. O

B.0.3 Volumi e matrici

L’integrale ci permette di definire il volume di una regione regolare come

Vol(D):/Ddx. (B.0.6)
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Esercizio B.0.9. Si mostri che Vol(Cy,.(x)) = r.

Esercizio B.0.10. Si mostri, dati due domini regolari D1, Dy con interno dis-

giunto, Vol(Dy U Dg) = Vol(Dy) + Vol(Dz).

La nostra definizione di volume ha quindi le proprieta a cui siamo abituati.
Dati [ + 1 vettori a, vy, ...,v € R%, | < d, definiamo il parallelepipedo

l
Pd(a,vl,...,vl) = {a—&—Z/\ivi P VNS (0,1)} . (BO?)
=1

Esercizio B.0.11. Si verifichi che per d = 1,2,3 la definizione (B.0.7) cor-
risponde a quella che ci hanno insegnato alle elementari.

Esercizio B.0.12. Si mostri che se | < d allora Vol(P%(a,vy,...,v;)) = 0.
Esercizio B.0.13. Si mostri che per {a;}¢_, C R, Vol(P%(0,asey,...,ae;)) =

d
Hl:l |ail.

Il prossimo lemma mostra che la nostra definizione ¢ invariante per traslazione,
come ci aspetteremmo intuitivamente.

Lemma B.0.14. Sia Q un insieme regolare e a € R™. Si definisca il traslato
di Q: Qa)={veR? : v—acQ}. Allora

Vol(Q) = Vol(Q(a)).

Proof. Si definisca a™ = n~1([na;],...,[naq]). La prima cosa rilevante & che se
Can-1(n'k) C Qallora Cy -1 (n" 'k +a™)NQ(a) # 0. Infatti, per definizione,
Can-1(n"'k 4+ a) C Q(a). Poiche, per costruzione, |la — a™||;= < L, ne segue
che n™'k+a" € Cy -1 (n"'k+a) e dunque Cy -1 (n 'k +a™)NQ(a) # 0. Con
un ragionamento analogo si pu6 dimostrare che se Cy ,,—1 (n~'k) C (a) allora
Cyn-1(n"'k —a)NQ # 0. Quindi

> otz Y
kez? kez?
Ca/n(E)C Ca1/n(£)N02(a)20
che, prendendo il limite per n — oo, implica
Vol(€2) < Vol(Q(a)).

Scambiando il ruolo dei due insiemi segue 1'uguaglianza. O

Il prossimo Teorema & piuttosto sorprendente in quanto connette un concetto
puramente geometrico (volume) con uno puramente algebrico (determinante).

Teorema B.0.15. Dati d vettori vy, . ..,vq € R?, definiamo la matrice
Avy,...,vq4) = (v1 vd).

Allora
Vol(P4(0,v1,...,vq)) = |det(A(v1, ..., vq))].
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Proof. Sinoti che se i vettori vy, .. .,vq € R? sono linearmente dipendenti allora
esiste w € R? tale che (v;,w) = 0 per ogni i. Ma allora il Teorema segue
dall’esercizio B.0.5 e dalle proprieta del determinante. Da ora in poi assumiamo
quindi che i vettori vy, ..., vq € R? siano linearmente indipendenti.

Il nostro obiettivo e di costruire un parallelepipedo rettangolo con le facce
parallele agli assi e con lo stesso volume di P%(0,v1,...,v4). Otterremo questo
risultato modificando gradualmente il parallelepipedo in modo da rendere i vet-
tori che lo definiscono sempre piu paralleli agli assi.

Dato k € {1,...,d} si noti che deve esistere almeno un i € {1,...,d} per
cui (e, v;) # 0, altrimenti i vettori {v;} sarebbero linearmente dipendenti.
Si consideri un indice j # 7 e si definisca w = av; +v;, a = —% Si noti

che (w,ex) = 0. Inoltre sia wt € span{v;,v;}, un vettore unitario perpendico-
lare a w e tale che (w™, v;) > 0. Sinoti che il volume di P(0,v1,...,v;,...,04) &
lo stesso di quello di P(0,v1,...,—vj,...,vq) poiche il secondo parallelogramma
si ottine dal primo traslandolo di —v;. Possiamo quindi assumere, senza perdere
di generalita, che (w',v;) > 0. Si noti che questo implica a < 0.

Il nostro primo passo ¢ di costruire un nuovo parallelepipedo, con lo stesso
volume di quello originario, in cui v; & sostituto da w (che, essendo perpendico-
lare a ey, ¢ orientato un poco meglio rispetto agli assi).

Ovviamente se @ = 0, allora non c’¢ nulla da fare. Possiamo quindi re-
stringerci al caso a < 0. Definiamo

d
T = {v = Z)\kvk € P(0,v1,...,vq) : {(Nvi + Ajv;) — v, wh) > 0}
k=1

T={v—v :veT}
Il punto della precedente definizione e che
(Pd(O,Ul, ooug)\T)U T = Pd(vl,vl7 U1, W, Vg, - V). (B.0.8)
Infatti, se v € T allora
0 < (wh, (N — D + Ajuj — Mjw) = [N — 1 — a\j[(wh, v;)

che ¢ equivalente a X, := \; — A\;ja > 1. Quindi, se v € PO, v1,...,09) \ T,
abbiamo
v = Z AUk + [N — Ajalu; + Ajw = Z AeVk + Ajv; + Ajw,
k#{i,5} k#{i,5}

where 1 > X, > —al,;.
D’altro canto se v € T, then v — v; € T and

v—v; = Z AUk 4+ [N — 1= Ajadu; + Mjw = Z AeVk + [N — 1o + Ajw,
k#{i,j} k#{ij}

2Si noti che se (wL,vi) = 0 allora v; deve essere proporzionale a w, ma questo non &
possibile visto che {eg,v;) # 0, per ipotesi, mentre (w, ex) = 0.
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where 0 < X\, —1 < —a);. Ne segue

(PY0,v1,. ., v) \T)UT = ¢ Y " Npwye + Ajw, A; € [0,1] Vi
k#j

che corrisponde all’equazione (B.0.8).

Esercizio B.0.16. Se i conti algebrici precedenti vi hanno confuso e non capiste
che sta succedendo, considerate il caso d = 11 = 1,7 = 2 e fate dei disegni
corrispondenti a tutte le quantita e operazioni definite sopra.

Esercizio B.0.17. Dimostrate la (B.0.8) nel caso a < 0.
Esercizio B.0.18. Si verifichi che T e T sono insiemi regolari.

Poiché per PEsercizio B.0.18 e il Lemma B.0.14 Vol(T') = Vol(T), I'equazione

(B.0.8) implica, ponendo vj(»l) = w,

Vol(P%(0, v, ...,v4)) = Vol(P4(0,v1,... L Uj—1, v}l), Vj+1,---0Vq))-
Poiche la scelta di j era arbitraria, ne segue che

Vol(PY(0, vy, ..., v4)) = Vol(PY(0,0", ... viY),
dove (vl(l), er) =0 perongil#ie vgl)
Si noti che anche k era arbitrario. Supponiamo che si fosse scelto k = 1, e

chiamiamo il corrispondete 4, i;. Consideriamo ora k = 2. Se <v(1), es) = 0 per

7

= U;.

ogni i # i1 questo implica che i d — 1 vettori {vi(l)}i#l sono perpendicolari sia
a ey che a e, ma allora non possono essere linearmente indipendenti, contraria-
mente all’ipotesi. Possiamo quindi scegliere iy tale che <U§21), e2) # 0 e applicare

il ragionamento precedente. In tal modo otteniamo nuovi vettori vl(2) tali che

VOI(Pd(O; Vlyewo ,'Ud)) = Vol(Pd(O, ,ng)’ o ,'Ugl2)))7

e che sono tutti perpendicolari a ey, e; a parte vgf)

(2

a e e v;,” che non & perpendicolare a e;. Continuando in questa maniera si

(d)
l

che non ¢ perpendicolare

ottengono vettori v, e indici %; tali che
Vol(P(0, vy, ..., v4)) = Vol(PY(0,0\?, ... v\Y),

@

i

dove ( er) = 0 per tuttiik # I. Ne segue che vgld) = [,e; per qualche numero
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5;. Finalmente possiamo concludere: ’Esercizio B.0.13 implica

d
Vol(P4(0,v1,...,vq)) = Vol(P4(0,4(? ... o{")) = [T 18
=1

B0 ... 0
0 B ... 0

— |det | = faet (L )]
0 0 ... B

L’ultimo passo & notare che i cambiamenti di parallelogrammi che abbiamo
fatto consistono tutti nel sostituire due vettori v;,v; coi vettori v;, av; + vj,
ma sommare ad una riga un multiplo dell’altra non cambia il determinante, e
questo conclude il Teorema. O

B.0.4 Cambio di variabili

In una dimensione ¢ molto utile la possibilita di cambiare variabile di inte
grazione. E’ quindi naturale chiedersi se si puo fare una cosa simile per integrali
in piu dimensioni. La risposta e affermativa come spiegato dal prossimo teo-
rema.

Teorema B.0.19. Sia D un_dominio regolare e ¢ € C*R%R). Sia ¢ €
C%2(R4,RY), invertibile, e sia D un dominio regolare tale che (D) = D, al-

lora
/¢=/¢O¢IdetD¢|
D D

k
/ @ = lim E %) <) n=.
n—oo
b kez? "
Cd,l/n(%)CD

Proof. Si ricordi che

Il primo passo ¢ studiare la forma di ¢_1(Cd,1/n (E))

n

Esercizio B.0.20. Si mostri che, per ogni ¢ € C1, 2 € R er € Ry, ¢(Cy,(2))
e un dominio regolare.

Si noti che se z € Cy,(2), ovvero ||z — z||g < 7, allora
|97 (2) = [0 (@) + DA™ (2 = )] [ oo < 107 2™,
E quindi naturale definire la trasformazione affine L, : R? — R¢ come

L.(v) =9y a) + Dy~ (z — ).
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Esercizio B.0.21. Si mostri che esiste C > 0 tale che, per ogni z € R? e
r € (0,1),

L:(Car—cr2(2)) C 7 (Car(2)) C Le(Carror (2))-

Dall’Esercizio B.0.21 e dal Teorema B.0.15 segue che, se r < C~13

Vol($~1(Car(2) _ Vol(L:(Carrer2(2) _ | det(Deyp™h[(r + Cr?)°
Vol(L.(Cyricr2(2)) — VOl(L:(Cyr_cr2(2))  |det(D.yp=1)|(r — Cr2)d
(14 Cr)?

= Tore < (14 Cr)Y(1+2Cr)¢ < 5407,

Esercizio B.0.22. Si dimostri che

Vol(¢p =1 (Cy r(2))) S o—6dCr
VO](LZ(Cdﬂq-CrZ (Z)) N .

Dunque

o -1 -1(2
V01(¢_1(Cd,n_1(z)>) = V(?f(;(jzcd(Cdl’nC (2)225)) VOI(LZ(Cd,n_l—Cn_z(Z))

< e6dC’n*1 | det(Dzﬂ)—l”TL_d

e, analogamente,
Vol(1r ™ (Cy-1(2))) = 09" | det(D,yp 1) 04

Possiamo quindi scrivere, ponendo z; = ¢(n~'k), per qualche costante Cj,

ol(y~1(Cy,r (& _
2 ¢<k)”d‘ > pou) ot Gl gy

=1
kez? " kez? | det(D%w )
Ca1/n(2)CD Caam(E)CD

n

Per concludere si noti che, per il teorema della funzione inversa,

[det(Dxy™)] ™" = det D, 4.

Esercizio B.0.23. Se Q C R? ¢ un dominio regolare di diametro inferiore a r,
geCl ez cQ allora

ng@szwﬂVMM)snandMV-

3Nella penultima uguaglianza abbiamo usato che, per € (0,1), (1 —z)"! < 142z e
nell’ultima uguaglianza il fatto che 1 4+ z < e®.
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Ma allora dagli Esercizi B.0.20, B.0.23 e dal fatto che ¢ o 1| det(Dv)| € C*
per ipotesi, segue che

Vol(y = (Cay (£))
[det(Dy o)

0 () - / o 0 %(@)| det(Duth)lde| < Con~t"
Pp=1(Ca,r(£))

per qualche costante Cy. Ma allora

Y. ¢ (k> n~d— /D @ o ()| det(Dyo)|dz| < Cayn™!

n
kezd
Ca1/n(2)CD

per qualche costante C3, e questo conclude la dimostrazione prendendo il limite
per n — oo. O



