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1 Ancora spazi vettoriali e applicazioni lineari

1. Sia V =M(2, 2;R) lo spazio vettoriale delle matrici 2× 2. Si considerino
i seguenti sottoinsiemi:
S = {M ∈ V : MT = M};
A = {M ∈ V : MT = −M};
B = {M ∈ V : M è triangolare superiore};
T = {M ∈ V : Tr(M) = 0}.

i) Si dimostri che S,A,B, T sono sottospazi vettoriali e si esibisca una
base per ciascuno di essi. Qual’è la loro dimensione?

ii) Esibire una base di B ∩ T , B ∩ S;

iii) Si dimostri che la somma S +A è diretta;

iv) Si verifichi che B è chiuso per la composizione mentre gli altri non lo
sono; (Ovvero mostrare che M,N ∈ B ⇒MN ∈ B);

v) Si consideri la matrice M =

(
2 1
1 −2

)
.

Scrivere le coordinate di M rispetto alle basi di S e T scelte;

vi) Si trovi una matrice M ∈ V tale che M2 = 0.
(Suggerimento: si cerchi una tale M in B)

vii) Si trovi una matrice M ∈ V tale che M2 = −I (dove I è la matrice
identità).
(Suggerimento: si cerchi una tale M in A)

2. Sia a ∈ R e fa : R[x]2 → R3 l’applicazione lineare definita da fa(p(x)) =
(p(−1), p(a), p(1)). Stabilire per quali valori di a l’applicazione è un iso-
morfismo.

3. Trovare una matrice A ∈M(n, n;R) e un vettore b ∈ Rn tale che il sistema
lineare Ax = b sia compatibile e il sistema lineare ATx = b non lo sia.
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4. Si considerino le applicazioni lineari Fi : R3 → R3, i = 1, 2, 3 definite da

F1(e1) = 3e1+3e2+2e3, F1(e2) = 2e1+5e2−7e3, F1(e3) = 4e1−e2+11e3;
F2(e1) = e1 − e2 + e3, F2(e2) = 2e1 + 2e2 + 6e3, F2(e3) = 3e1 − 3e2 + 3e3;
F3(e1) = e1 + 11e3, F3(e2) = 2e1 − 4e2, F3(e3) = −3e1 + 2e2;

i) Scrivere le matrici associate nella base standard di R3;

ii) Determinare una base ortonormale dei nuclei e delle immagini di og-
nuna di esse.

5. Sia

A =

(
4 2
−2 −1

)
,

consideriamo l’insieme W = {X ∈M(2, 2;R) : AX = 0}.

i) Si dimostri che W è un sottospazio vettoriale diM(2, 2;R) e si calcoli
la dimensione. Esibire infine una base di W .

ii) Si generalizzi il punto i): data A ∈ M(n, n;R), qual’è la dimensione
di W = {X ∈M(n, p;R) : AX = 0}?

6. Si consideri il seguente insieme

V =

{(
a −b
b a

)
: a, b ∈ R

}
i) Dimostrare che V è un sottospazio vettoriale diM(2, 2;R), calcolarne

la dimensione ed esibire una base;

ii) Dimostrare che ogni A ∈ V con A 6= 0 è invertibile;

iii) Sia j ∈ C tale che j2 = −1.
Dato z ∈ C, considerare l’applicazione R-lineare fz : C → C data
da fz(w) = zw. Scrivere la matrice associata a fz nella base 1, j nel
dominio e nel codominio;

iv) Sia Az la matrice ottenuta al punto iii), verificare che AzAw = Azw,
per ogni z, w ∈ C;

v) Sia A ∈ V tale che det(A) = 1.
Verificare che esiste un unico θ ∈ [0, 2π) tale che

A =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
e calcolare A−1, An, per ogni n ∈ N.
Suggerimento: usare il punto iv)
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2 Determinanti

1. Date le matrici

A =

−1 2 3
2 3 4
3 4 −5

 e B =

−1 2 3
2 −3 4
3 4 −5


i) Calcolare il determinante di A e B usando sia l’algoritmo di Gauss

che lo sviluppo di Laplace;

ii) Verificare il teorema di Binet: det(AB) = det(A)det(B).

2. Calcolare il determinante di

0 3 6 0 1 0 −2
0 0 0 2 0 0 0
−1 −1 2 0 0 0 1
0 2 3 0 1 0 −7
0 0 7 0 0 3 0
0 1 −4 0 −1 0 9
1 0 0 1 0 0 0


3. Calcolare il determinante di

A =


1 0 0 0
0 1 k −1
1 1 −1 1
0 2 0 −1


e determinare per quali valori di k ∈ R la matrice A risulta invertibile.

4. Sia A ∈M(n, n;R) una matrice della forma

A =

(
B C
0 D

)
con B ∈M(h, h;R) e D ∈M(n− h, n− h;R), dove 0 < h < n.
Dimostrare che det(A) = det(B)det(D).
Suggerimento: Fare prima il caso in cui o B o D è diagonale. Per il caso
generale osservare che se B è invertibile allora(

B C
0 D

)
=

(
B 0
0 In−h

)(
Ih B−1C
0 D

)
5. Sia A ∈M(n, n;R) e 1 ≤ i, j ≤ n.

(a) Dimostrare che

n∑
k=1

(−1)i+jaikdet(Ajk) =

{
0, se i 6= j;

det(A), se i = j.
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(b) La matrice cofattore di A, denotate con Cof(A) è la matrice che ha
come entrata (i, j) il numero (−1)i+jdet(Aji).
Dimostra che A · Cof(A) = det(A)In.

(Notate che se A è invertibile allora A−1 =
1

det(A)
Cof(A))

(c) Calcolare l’inversa della matrice

A =

 1 0 2
−1 3 1
1 0 7


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