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1 Numeri complessi

Sia i € C tale che i? = —1.

Definiamo la ’parte reale’ ® : C — R e ’parte immaginaria’ § : C — R nel
seguente modo:

R:iz=ax+iy—z, S:z=x+1iy— vy, dove z,y € R.

1.

Calcolare la parte reale e la parte immaginaria dei seguenti numeri com-
plessi.

i)
ii)
iii)

iv)

z:i+2%i;
z=(1+2i)* - (1—2i)%

— (+i)'?,
S (=L

29, 22019 dove z = i.

Soluzione.
i) Abbiamo i+ 2t = %21 = %51 25 - ST Dungue R(:) = 1,
Q3 _7
3(z) = .

ii)

iii)

iv)

Posto w = (142i)%, si ha z = w—w = 2iS(w). Si calcola direttamente
che (1+ 2i)* = (=3 + 44)? = —7 — 24i. Dunque J(w) = —24, da cui
z = —48i. Cosl abbiamo R(z) = 0, J(z) = —48.

Mettiamo prima le basi in forma trigonometrica e poi in forma espo-
nenziale: 1+ i = \/i(% + %z) = v2e%’. Nello stesso modo

™

si trova che 1 —i = v/2e~%*. Dunque usando le proprieta delle
potenze abbiamo facilmente che z = 2¢/(z7127) = 2¢i(5+4m) — 9;
Dunque £(z) = 0, $(z) = 2. Alternativamente potevamo notare che

(1+4)° =2 = —(1 - i) e quindi z = (&) = 2i.

Poiché i* = 1, possiamo calcolare la potenza n-esima di ¢ guardando
il resto della divisione di n per 4. Infatti se n = 4¢+ r, con g, r interi
e 0 <r<4,sihai® =49+ = (#4)9.4" =47, Abbiamo 9 =4-2+

e dunque i° = i, mentre 2019 = 4 - 504 + 3 e quindi §2°1° =43 = —4.



2. Calcolare le soluzioni delle seguenti equazioni polinomiali nel campo com-
plesso.

1

11

iv
v

)
)
iii)
)
)

vi)

23 = 8i;

204723 -8=0;

22 —2iz+3=0;
(z4+24+2i)2+1=0;
22 —32+3+i=0;
(22 4+1i)?2+1=0.

Soluzione.

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

Ricordiamo che Vk € Z, e'? = ¢'(?+2k7)  Dato che 8 = 8¢% abbiamo
che z = 8%6%(%+2kﬂ)i, Vk € Z. Per periodicita basta prendere k =
0,1,2, da cui ricaviamo le tre soluzioni: z; = 2e5’ = /3 + 1,29 =
2e6™ = —\/3 + i, 25 = —2i.

Ponendo w = 23, abbiamo 0 = w? + 7w — 8 = (w — 1)(w +8). Quindi
si ha 23 = 1, oppure 2> = —8. Risolvere la prima equazione equivale
a calcolare le radici cubiche dell’unita. Posto ( = e%”, allora si
verfica facilmente che anche ¢2 & radice cubica dell’unita. Le soluzioni
della prima equazione sono dunque 1, ¢, ¢2. Per calcolare le soluzioni
della seconda equazione basta moltiplicare la radice cubica "reale”
di —8, ovvero —2, per le radici cubiche dell’unita (d’altronde z =
Y=8-1 = /=8 ¥/1). Dunque tutte le soluzioni sono: z; = 1,2 =
I By = L - = 2 2 =1 V/Bi,z6 = 1+ V/3i.
Applichiamo la formula risolutiva delle equazioni di secondo grado:
12 =1+/—4=1i+2.

Ricordando che 22 +1 = (x —i)(x+1), troviamo che (2 +2+2i)?+1 =
(z4+2+14)(z + 2+ 3i), dunque le due soluzoni sono z; = —2 — ¢, 29 =
-2 — 3i.

La formula risolutiva da: z; o = ?’iivg?’m. Per calcolare /—3 — 4i

mettiamo prima in evidenza il modulo del radicando e fattorizziamo
la radice: /=3 — 47 = V/5- 7% — %z’ = \/giw/% + %i. Sappiamo che
3+3i = cos(0)+isin(6) = €' per qualche § € [0,27). Osserviamo che
non e necessario sapere quanto vale vale 6 per procedere con il calcolo
della radice, infatti abbiamo che /2 + 3i = it = cos() +isin(%).

3
Dalle formule di trigonometria segue che cos(g) = 4/ HT5 = 2

) ) . 2i—1
Analogamente si calcola che sm(g) = L ¢ quindi Z1,0 = Bi%

. . . 2 \/g
cioe z1 =141,20 =2 — 1.

L5y

3

Come osservato nel punto iv) si ha (22 +14)? + 1 = 22(22 + 2i), da cui
ricaviamo z = 0 (con molteplicitd 2) oppure z? = —2i che ha come
soluzione z = 4++/=2i = +iy/2e% = +(i — 1).



. Trovare tutte le soluzioni delle seguenti equazioni.

i) z|z] —22—i4+1=0;
22— 24+ 1 =0

iii) 2t 4+z*=0;
iv) 23 = |2]%
v) [7 =2 = [R(z +2)[;

vi) (1 +1i)z = V2|z];
vii) ||z| — 2i]? = 5;

viii) $(22) = |22

ii)
1)
)
)
i)
i)

Soluzione.

i) L’equazione ¢ equivalente a z(|z] — 2) = ¢ — 1. Prendendo i moduli
troviamo |2|2 — 2|z| — /2 = 0, da cui ricaviamo z; 5 = 1 & /1 + /2.
Osserviamo che la soluzione ottenuta prendendo il ”meno” non & ac-
cettabile, poiché il modulo di un numero complesso € una quantita
sempre positiva. Dunque se z € una soluzione dell’equazione, allora
|z| = 14 /1 + V2. Sostituendo nell’equamone orlgmale si trova che
la soluzione ¢ unica ed ez=

RV 1+\f 31 \/ 1+\f 1

ii) Qui conviene passare in coordinate cartesiane ponendo z = x + iy.
Sostituendo troviamo (22 + y? — z) +i(% — y) = 0, da cui ricaviamo
un sistema di due equazioni, 22 +y?> —x =0e y = 1 Sostituendo il

valore di y nella prima equazione troviamo x = 3 j: ‘f L’ equamone
ammette quindi due soluzioni, z; = 5 + % + 2 17 Zo = % — i + -

iii) Qui conviene riscrivere l’equazione in forma esponenziale, ponendo
z=pe? conp>0edcl02r). Abbiamo che Z = pe~" e dunque
sostituendo troviamo p*(e??" + ¢=%%) = 0. Ricaviamo dunque due
equazioni: p = 0 che da come unica soluzione z = 0, oppure e*?" +
e~ 49 = (. Mettendo in evidenza e 4% e osservando che I’esponenziale
complesso non ¢ mai nullo, quest’ultima equazione ¢ equivalente a
e +1 = 0, ovvero €3 = ¢™. In questo modo otteniamo # =
%(’ﬂ'—f— 2km), con k € Z arbitrario. Poiche a noi interessano le soluzioni
6 € [0,27) basta prendere k = 0,...,7. Osserviamo che l'ultima
equazione non dipende da p e quindi per ogni € che troviamo ci sono
infinite soluzioni, corrispondenti alla semiretta che parte dall’origine e
che forma un angolo 6 con il semiasse reale positivo. Lo studente puo
divertirsi a controllare che effettivamente le soluzioni risultano essere

le 4 rette passanti per l'origine che formano angoli di %, 2T, 277, gﬂ'
con il semiasse reale positivo.
iv) Prendendo i moduli troviamo |z| = 0 < z = 0 oppure |z| = 1 che

sostituiamo nell’equazione originale per tovare z3 = 1. Le soluzioni

di quest’ultima sono le radici cubiche dell’unita calcolate al punto #4)
dell’esercizio 2).



v) Osserviamo che possiamo elevare al quadrato ambo i membri senza
cambiare l'insieme delle soluzioni. Ponendo z = z + iy troviamo
(x —2)2 +y? = (x + 2)? da cui ricaviamo x = yg, ovvero l'insieme
delle soluzioni & una parabola nel piano complesso, con ’asse parallelo
all’asse reale.

vi) Ponendo z = z + iy troviamo = — y + i(z + y) = /2(z? + y?).
Eguagliando le rispettive parti reali e immaginarie troviamo un sis-
tema di due equazioni:

vy =202 )
z+y=0

Dalla seconda si ricava y = —x che sostituito nella prima da 2z =
2|z| & = > 0. Dunque la soluzione dell’equazione ¢ la semiretta
y=—z, x>0.

vii) Riscriviamo ’equazione nel modo seguente: (|z| — 2i)(|z| — 2i) = 5.
Per linearita del coniugio ed essendo |z| = |z| troviamo (|z| —24)(|z| +
2i) = 5, ovvero |z|?> + 4 = 5. Le soluzioni dell’equazione sono tutti i
numeri complessi di modulo 1.

viii) Ponendo z = x + iy abbiamo 2zy = x? + y? che si riscrive come
(x —y)? = 0. L’insieme delle soluzioni consiste della retta y = .

4. Sia data la seguente funzione razionale f : C\ {—1} — C, f(z) = £

izt
i) Trovare tutti i punti fissi di f, ovvero gli z € C tale che f(z) = z.
ii) Calcolare f~1(3 +1).

Soluzione.

2

i) L’equazione f(z) = z risulta equivalente a 2z = —i, che ha come

soluzione z = +ei™.
ii) Abbiamo f~1(3+1i) = {z € C\{-1}: f(2) = 3+ i}, ovvero l'insieme
cercato & dato dalle soluzioni dell’equazione 1:17 = 3+ 1, che & una
semplice equazione di primo grado. La sua unica soluzione ¢ z =

—2(8+1).

5. Calcolare il numero di soluzioni della seguente equazione:

70 = 23

Soluzione. Prendendo i moduli ambo i membri otteniamo |z|° = |2|® <
|2]8(]2] — 1) = 0 da cui ricaviamo 2z = 0 oppure |z| = 1. Andando a
sostituire |z| = 1 nell’equazione, tenendo a mente che z-z2 =1z = %, si
ricava 2% = 23 & 22 = 1. Le soluzioni di quest’ultima equazione sono le
radici 12-esime dell’unita zp = e%ﬂi, k=0,...,11. Il numero di soluzioni
dell’ equazione e 13.
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