Geometria 1

Primo Appello-Sessione Invernale, 22-01-20

Cognome........................... Nome.....oooooooiiiiiinn,

Avete 2:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 6 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Si trovino tutte le soluzioni, nei complessi, dell’equazione e* = 3.

2. Siano p € R,[t], n € N, n > 0, e a € R tali che p(a) = 0. Si mostri che esiste ¢ € R,,_1[{]
tale che p(t) = (t — a)q(t).

3. Sia A Iinsieme delle funzioni tre-lineari antisimmetriche da R* a R. Si mostri che & uno
spazio vettoriale sul campo dei reali e se ne calcoli la dimensione.

4. Si studino le soluzioni del sistema di equazioni

yt+z=a
20+ 3y +72=5
T—3y—z=-2

al variare di a € R.

5. Si dica per quali valori di k£ la matrice

A=

O = =
TN O
N OO

¢ diagonalizzabile.



Soluzione

1. Prima di tutto si noti che esiste una soluzione reale: z = In 3. Se esiste un’altra soluzione

z allora deve essere
ezflnfi =1

Ponendo z — In3 = a + ib si ha acosb + aisinb = 1, dunque, visto che a = 0 non ¢ una
soluzione la parte immaginaria deve essere nulla, il che significa b = nw. Questo implica
acos(nm) = 1 che & soddisfatta solo per n pari. Dunque z = In3 + 27ni per ogni n € N.

2. Sia p(t) = Y;_, pit® € R, [t] tale che p(a) = 0. Ovvero >;_, pra® = 0. Dunque

n

n n n k—1
(1) = > pt" = > pea® = Y pe(t* —a¥) = > pil(t —a) (Z tjakj1>
k=0 k=0

k=1 k=1
=(t—a) lHE ( Zn] Pka’““) tj} = (t —a)q(t).
7=0 \k=j+1

In alternativa si puo copiare un argomento nella dimostrazione del teorema fondamentale
dell’algebra:

ZZ: (t—a+a éopk;:) <k> (tfa)jakfj

Ma allora p(a) = 0 implica by = 0, ovvero

n n—1
Z (t—a) = (t—a) X bja(t—a) = (t—a)g(t).
j=1 7=0

Infine si puo usare il teorema fondamentale dell’algebra per affermare che, sui complessi,

z) = H(z —z;).

Senza perdere di generalitd possiamo assumere che z, = a, ma allora ponendo ¢(t) =
[T, (t— ) siha
p(t) = (t = a)q(t).

L’unico problema rimasto ¢ dimostrare che ¢(¢) ¢ un polinomio reale. Ma, poiche p & reale,
se p(z) = 0 allora p(z) = 0. Dunque le radici vengono in coppia e siccome (t — 2)(t — z) =
t2 — (2 + 2)t + 2z & un polinomio a coefficienti reali, ne segue che anche ¢ & reale.

3. Una funzione tre-lineare su R* ha la forma f(x1,x2,73), con x; € R% lineare in ogni
variabile. L’antisimmetria significa che f(z,y,2) = —f(y,z,2) = —f(2,y,2) = —f(z, z,y)
per ogni z,y,z € R*. Se f € A allora anche A\f € A per ogni A € R e se f,g € A allora
anche f + g € A, dunque abbiamo uno spazio vettoriale (tutte le altre proprieta seguono
banalmente dalle proprieta analoghe di R).

Data la base standard di R?*, {e;}}_,, il valore di f(x1,22,23) per ogni z; € R* & univo-
camente determinato dai valorl di f(es,,e€iy,€is). Sinoti che 'antisimmetria implica che
f(es,, €y, €5,) = 0 se due degli indici ¢; sono uguali.



Ne segue che as(f) = f(e1,ea,e3),a3(f) = fler,ez,eq),a2(f) = f(e1,es3,e4),00(f) =
f(ea, es, eq) determinano tutti i valori non nulli (gli altri si ottengono facendo permutazioni
e usando l'antisimmetria). Si noti che abbiamo appena definito @ : A — R?*, a(f) =
(a1(f), aa(f), as(f),as(f)) e che & una funzione lineare e suriettiva. Inoltre & iniettiva
perche se a(f) = 0 allora f = 0. Duque A & isomorfo a R* e dim(A) = 4.

Se volete una dimostrazione piu esplicita allora occorre fare qualche calcolo.

Definiamo P = {p : {1,2,3} — {1,2,3,4} : o(i) = o(j) = i = j} e chiamiamo
o(p) la paritd della p definita come il numero di permutazioni elementari necessarie per
trasformarla in una funzione strettamente crescente. Infine definiamo {f;}*_; come, per
ogni p € P,

0 se i € Image(p)
fi(ep(l)a €p(2)s ep(?))) = {

e la estendiamo a (R*)? per multilinearita. E facile verificare che f; € A e che ar(fi) = ik

o(p) altrimenti

. 4 . . _ 4 ) . .
Data f € A e, per ogni z; € R*, possiamo scrivere x; = ijlxi,je] e quindi, per la
trilineariata’

3
flor, @2, 25) = Z 10122322350 f (05 €12 €32) = 2 [ [ i f(enys ey €9)
j17j27j36{1 ,4} peP i=1
4
= 2 HZ ,p(4) Z fle €p(1)s Ep(2)» p(3) o(p )fk( (1)s €p(2)) €p(3 ))
peP i=1 k=1
3 4
= > [T Z NIr(epn)s ep2)s €p(3))
peP i=1 k=1
4
= > o) ) Hfi,p(wfk(ep(l)’€p<2>:6p<3>)
k=1 peP i=1

1
= > ol f) f(wr, w2, 23).
k=1

Ovvero [ = Zizl o (f)fx. Dunque le f; generano A. Inoltre & facile verificare che sono
linearmente indipendenti, dunque sono una base. Ne segue che dim(A) = 4.

. Sommando la terza alla seconda e la prima (moltiplicata per 3) alla terza si ha
yt+z=a
3z +62=3
T+ 2z2=-243a
Ovvero
yt+z=a
r+2z=1
rT+2z=-243a
che ha soluzione solo se 1 = —2 + 3a, ovvero a = 1. D’altro canto, se a = 1, si ha
y=1—=z2
r=1-2z

e le soluzioni formano uno spazio unidimensionale.

INelle prime quattro righe si usa continuamente il fatto che gli addendi sono non nulli solo se k ¢ Image(p).



5. Il polinomio caratteristico & p(A) = (A — 1)(\ — 2)2. Ne segue che la matrice A ¢ diagona-
lizzabile solo se Rank(21 — A) = 1, ma

1 0 0 V1
l—-Aw=|—-1 0 0]|ve]=_(v1,—v1,—kvo).
0 -k 0 V3

genera uno spazio unidimensionale solo se £ = 0. Quindi la matrice & diagonalizzabile solo
per k= 0.



