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1. Molecole e equazione di Shödinger

Se volgiamo studiare una molecola partendo dai suoi costituenti come prima cosa
dovremmo scrivere equazione di Shödinger. Se abbiamo Na atomi di massa Mi e
carica +ei, posizione Qi e Ne elettroni di massa m, carica −e posizione qi, allora
l’equazione di Shödinger è

HΨ =

Na∑
i=1

~
2Mi

∆QiΨ +
~

2m

Ne∑
i=1

∆qiΨ

+
∑
i 6=j

eiejV (Qi −Qj)Ψ−
∑
i,j

eieV (Qi − qj)Ψ +
∑
i 6=j

e2V (qi − qj)Ψ = EΨ,

(1.1)

dove V è il potenziale elettrico. Per la verità la equazione precedente è errata
perchè non tiene conto che gli elettroni sono fermioni ed hanno spin. Questo è
molto importante perchè produce regole di riempimento degli orbitali. Regole fon-
damentali in chimica, tuttavia non fa alcuna differenza se Ne ≤ 2 e, come prima
approssimazione, è accettabile.

Risolvere l’equazione (1.1) è estremamente difficile ed esula dai nostri scopi.
Possiamo comunque dare una idea di che succede semplificando un poco il problema.
Per esempio il potenziale elettrico ha la forma

V (x) =
k

‖x‖
per qualche costante k. Questo crea enormi problemi a causa della singolarità
in zero. Per semplificarci la vita assumiamo che V ∈ C1, limitato con derivate
limitiate. Inoltre assumiamo che Na = 2, con M1 = M2 = 1 e e1 = e2 = me (una
molecola più semplice di cosi non esiste). Infine sappiamo che m è piccolo (circa
.5 10−3).

Vogliamo usare la piccolezza di m per eliminare le coordinate q, p dalla equazione
(1.1) scrivendo una equazione approssimata che contenga solo le coordiante degli
atomi. Questo procedimento in fisica si chiama rinormalizzazione ed è una idea
fondamentale: in un sistema complesso ci sono gradi di libertà il cui contributo
al sistema può essere descritto da una equazione effettiva che ne ignora i dettagli.
Se questo non fosse possibile vorrebbe dire che per descrive una palla da bigliardo
dovremmo preoccuparci del comportamento dei quarks all’interno dei nucleoni che
costituisco i protoni e neutroni che costituiscono gli atomi che costituiscono le
molecole che costituiscono la palla. Questo renderebbe chiaramente impossibile
dire alcunchè.
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Sia Q = (Q1 + Q2)/2 la coordinata, approssimate, del centro di massa (stiamo
trascurando gli elettroni, poichè leggeri) e z = Q2 −Q1, ξ = q −Q. L’idea di base
è di cercare una soluzione del tipo

Ψ(Q1, Q2, q) = Ψ(Q− z/2, Q+ z/2, ξ +Q) = α(Q)β(z)ψ(z, ξ).

Allora

HΨ '~
4

∆QΨ +
~
2

∆zΨ +m2e2V (z)Ψ

+
~

2m

Ne∑
i=1

∆ξiΨ−
∑
j

me2{V (z/2 + ξj) + V (z/2− ξj)}Ψ

+
∑
i 6=j

e2V (ξi − ξj)Ψ = EΨ,

(1.2)

Se supponiamo ‖z‖ � ‖ξ‖, allora

V (z/2 + ξ)2 =
1

〈z/2 + ξ, z/2 + ξ〉
=

1

‖z‖2/4 + 〈ξ, z〉+ ‖ξ‖2

quindi, sviluppando in serie,

V (z/2 + ξ)− V (z/2− ξ) ' 4

‖z‖2

[
1 +

2‖ξ‖2

‖z‖2

]
Da cui segue

HΨ '~
4

∆QΨ +
~
2

∆zΨ

+
~

2m

Ne∑
i=1

∆ξiΨ−
∑
j

8me2
‖ξ‖2

‖z‖4
Ψ +

∑
i 6=j

e2V (ξi − ξj)Ψ = EΨ,
(1.3)

È quindi naturale definire

H0 =
~
4

∆QΨ

H1 =
~
2

∆z

H2(z) =
~

2m

Ne∑
i=1

∆ξiΨ−
∑
j

8me2
‖ξ‖2

‖z‖4
Ψ +

∑
i 6=j

e2V (ξi − ξj)

e trovare prima gli autovalori

H2(z)ψ = λ(z)ψ.

Se accade che ∂zψ è piccolo (cosa che si può calcolare) allora

µβψ = (H1 +H2(z))βψ ' [H1β + λ(z)β]ψ.

DA cui segue che ci si aspetta che i livelli energetici della molecola siano dati, in
prima approssimazione, dagli autovalori della hamiltoniana

~
2

∆z + λ(z).
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Ovviamente, per rendere tutto ciò rigoroso occorre un mucchio di lavoro che esula
dagli scopi del presente corso. Qui abbiamo solo voluto dare una idea vaga del tipo
di problemi che si incontrano.
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