DISTANZE, NORME E PRODOTTI SCALARI

CARLANGELO LIVERANI

1. DISTANZA

Dato un insieme 2 vorremmo definite una nozione di stanza. Dobbiamo quinidi
decidere quale proprietd di una funzione d : Q2 — R, giustificano il chiamarla
distanza. Anni di prove ed errori hanno portato alla seguente defintizione:
Chiamiamo d : 92 — R, una distanza se

(1) d(z,y) =0seesolosex=y
(2) d(z,y) = d(y,x) per ogni x,y € Q
(3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) per ogni z,y, z € Q. (disuguaglianza triangolare)

Problem 1.1. Si verifichi che |x — y| é una distanza in R.

Tanto per fare vedere che questa definizione comprende casi non banali consideriamo
la seguente funzione definita per x,y € (0,1)2

z(l —y)
y(1—x)

Le proprieta (1,2) sono facilmente verificate. Vediamo la disuguaglianza triangolare:

d(z,y) = |In

_ |y #A =) | (=2 —y)z
d(z,y) = |In ya—=z)| ‘ln z(1—-z)y(1 —2)
Slnz(l—zzc) ‘lny(l_z)‘_d(’ Jras

Dunque d & una metric in (0,1). Si tratta di un semplice esempio di metrica di
Hilbert. Si noti che il diametro di (0,1) in questa metrica ¢ infinito, ovvero esistono
punti arbitrariamente lontani. Il prossimo passo ¢ introdurre un meccanismo per
produrre un vasto numero di metriche in uno spazio vettoriale.

2. SPAZI VETTORIALI NORMATI

Assumo che sappiate cosa ¢ uno spazio vettoriale! Il primo concetto che vor-
remmo introdurre & quello di lunghezza di un vettore: la morma. Dato uno spazio
vettoriale V su un campo K (siano i complessi o i reali) una norma ¢ una funzione
II- 1| : V— Ry con le seguenti proprieta

1) |l =0=v=0
(2) |M|| = |Alllv|| per ognive Ve de K
(3) llv+wll < flvll + [lw]l per ogni v, w € V.

Date: March 10, 2025.
1Se non lo sapete guardate su un libro di algebra, oppure, se vi basta una idea superficiale,
vedete wikipedia (la versione inglese, non quella italiana che ha una base troppo stretta per essere
affidabile).
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Data una norma e naturale definire la distanza tra due vettori z,y € V come
d(z,y) = [lz —yl|.
Problem 2.1. Si verifichi che d soddisfa la disuguaglianza triangolare.
Problem 2.2. Si mostri che per ogni a,b € R et € [0,1] si ha

et (=0 < e 4 (1 —t)e?,
ovvero € & una funzione convessa.
Theorem 2.3 (Hélder inequality). Si veriﬁchi1 che, per ognin € N e p € (1,00),
se definiamo, per x € R", ||z||, = {Z?:l |xi|p] " allora

Z LiYi
i=1

< llzllpllyllq

1,1 _
dove;—i—g—l.

Proof. Si supponga che ||z|, = |ly|l; = 1 dove % + % = 1. Allora, per la convessita
dell’esponenziale,

n

1 N | 1 P 1 19

> wiyi| <YLl il =D e il Inluil® < d el lmil” 4~ luil
=1 i=1 i=1 i:lp q

n
1 1 1 1 1 1
= > el + Il = 2l + -yl = -+~ =1
i P q p q P q

Questo implica che per ogni x,y € R™ si ha

Z-Tiyi
i=1

< llzllpllyllq-

O

Theorem 2.4. Si verifichi che, per ogni n € N e p € (1,00), se definiamo, per
1
z eR”, |lz|, = {Z?zl |xi|p] " allora || - ||, ¢ una norma.

Proof. L’unica cosa non ovvia ¢ la disugauglianza triangolare. Si supponga che
z,y € R? allora se ||z + y||, = 0 la disuguaglianza & ovvia, altrimenti

n n
D lai+uil? < Ll o+ yilP T s+ P
=1 =1

Per la disuguaglianza di Holder si ha

n n % n
IR R SR P
i=1 i=1 i=1

1
q

+

1
q

1
Sointe| 3]
i=1 i=1

1
n q

= {llzilly + llyllp} [Z |zi + yil”

=1

1
dividento ambo i membri per [>°1  |z; + y;|P]¢ si ha il risultato voluto. O
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Problem 2.5. Si verifichi che se definiamo, per x € R™, ||z||c = supi~, |x;| allora
I lloo & una norma.

Problem 2.6. Si verifichi che se definiamo, per v € R, ||z|; = Y., |2i| allora
I “1l1 é una norma.

Due norme || - ||q, || - ||o si dicono equivalenti se esiste M € R tale che per ogni
x € R" si ha
M~ zlla < flzlly < Mll2]la

Problem 2.7. Si verifichi che se tutte le norme sopra definite sono equivalenti.

3. PITAGORA

Un teorema fondamentale in geometria che abbiamo imparato da piccoli ¢ il
teorema di Pitagora per i triangoli rettangoli. Sarebbe bello avere un teorema del
genere su spazi vettoriali astratti ma ci scontriamo con un problema di base: cosa
¢ (in astratto) un triangolo rettangolo e, pill in generale, cosa ¢ un angolo?

La cosa non ¢ ovvia. Un primo passo sarebbe se riuscissimo a dire cosa ¢ un
triangolo rettangolo senza fare riferimento agli angoli.

Dati 2,y € R? un poco di geometria mostra che il triangolo di vertici 0,z,y &
rettangolo solo se ||z —y||2 = ||z +y||2 (ovvero le diagonali del quadrilatero di vertici
0,z,x+y,y sono lunghe uguali). Possiamo quindi decidere che il triangolo di vertici
0, z,y in uno spazio vettoriale normato ¢ rettangolo se e solo se ||z — y|| = ||z + y||-
Questo ci ricorda un altro teorema che abbiamo imparato da piccoli (anche se meno
famoso), il teorema del parallelogrammo.

Definition 1. Dato un spazio vettoriale normato V sui reali o © complessi si dice
che la norma soddisfa la regola del parallelogrammo se, per ogni x,y € V

2]ll® + 2llyll* = lz — ylI* + ll= + y|*.
Problem 3.1. In R2 il teorema di Pitagora e quello del parallelogrammo sono

equivalenti.”

Ne segue che il teorema di Pitagora e valido in astratto solo se la norma sod-
disfa la regola del parallelogramma. Ma se Pitagora e valido possiamo definire la
proiezione ortogonale e quindi il prodotto scalare. Un poco di geometria mostra
che un buon candiato per un prodotto scalare reale e

_ Nz +yl? =l —yl?

(31) (@) ;

Certo, a prima vista la regola sembra strana ma risulta pitu naturale di quello che
sembra. Se la norma ¢ quella Euclidea in R? allora

d , N2 )2 d
<'137 y> — Zi:l(‘rl + yl) Zz:l(xl yl) — Z$1yz7
i=1

4

come ci si aspettava. La cosa interessante ¢ che la definizione (3.1) ha tutte le
proprieta che ci sapettiamo da un prodotto scalare, sebbene queste non siano im-
mediatamente trasparenti.

2Suggerimento: dati z,y € R? tali che il triangolo di vertici 0, z, y & rettangolo. Si mostri che il
rettangolo di vertici 0, z, y e quello di vertici 0, z, z 4+ y sono uguali (nel senso che hanno gli stessi
angoli e lati della stessa lunghezza). Si deduca da cid I'equivalenza.
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Lemma 3.2. Il prodotto scalare (3.1) é simmetrico e bilineare.

Proof. La simmetria ¢ ovvia. Vediamo la linearita. Dati x,y,z € V vogliamo
dimostrare che

(3.2) (T +y,2) = (z,2) +(y,2).

A questo scopo notiamo che
Iz +y+ 2> = —llz+ z —ylI* + 2|z + 2| + 2|yl
Iz +y+21? = —lly + 2 — =l + 2lly + 2% + 2[|=|*.

Facendo la media e sostituendo z con —z si ha

1 1
lz+y+ 21 = o +y =2 = —Sllz+ 2 —yl* = Sy + 2 — 2l + [}z + 2|

1 1
+ly + 21 + =2~ yll* + Sy ==~ z|? = [lz = 2[1* = lly — 2|1
= |z +2* = llz — 2| + [ly + 2[I* = ly — =]
da cui (3.2) segue per definizione. O
Si noti che il Lemma precedente implica che per ogni p € N

(pz,y) = plx,y).
Da cui seque che p(%x, Yy = (z,y). Inoltre 0 = (0,y) = (z,y) + (—z,y) da cui segue
(—z,y) = —(z,y). Unendo tutte queste considerazioni si ha che (\z,y) = Az, y)
per ogni z,y € Ve A € Q. La proprieta che per ogni z,y € Ve A € R

Az, y) = Mz, y)

segue dal seguente Lemma.
Lemma 3.3. La funzione (-,-) : V> — R ¢ continua.
Proof. Si consideri una successione {z,} che converge a € V. Allora, per ogni
yev

[en +yll = llz+y +2n — 2l < [z =yl + [l — 20

[z =yl < llzn —yll + [z — 2|
quindi

—llz =zl < lz =yl = [lzn —yll < |z — nl

che implica

lim (2,,y) = lim [zn +yl” = llzn —yl® _ Jlz+yl® = [z -yl
ny - =

n—00 n—00 4 4

= (z,9).
0

Si noti inoltre che, per definizione (z,z) > 0 e (z,z) = 0 se e solo se x = 0.
D’altro canto se abbiamo una funzione simmetrica e bilineare (-,-) : V- R, V
spazio vettoriale sul campo dei reali, tale che
(1) (x,x) > 0 per ogni z € V
(2) (z,z) =0seesolosex =0
(3) (\z,y) = Mx,y) perogni A€ Rex,ye V.
allora possiamo define la funzione || - || : V — Ry come

(3-3) lzll = v/ (2,9).
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Lemma 3.4 (Disuguaglianza di Schwarz). Per ogni x,y € V si ha
[z, 9)| < llzlllyll
Proof. Si noti che, per ogni A € R,
0 < lz+ Myl* = [lz]]* = 2X\(z, ) + X[|y 1%,

cosa possibile solo se I’enunciato del Lemma ¢ vero. ([l
Problem 3.5. Si mostri che || - || é una norma.
Problem 3.6. Si mostri che || - || soddisfa la regola del parallelogramma.

Problem 3.7. Si mostri che se la norma soddisfa la regola del parallelogramma,
allora il rettangolo di vertici 0,x,y é retto se e solo se (x,y) = 0.

4. TOPOLOGIA

Un insieme ) con una distanza d si chama uno spazio metrico. Dato un punto
x € Qer € Ry sipud quindi definire la palla centro z e raggio r come

By (z)={yeQ : d(z,y) <r}.

Un insieme U C 2 si dice aperto se per ogni x € U esiste r € Ry tale che B,.(x) C U.
Un insiemeK C {2 si dice chiuso se il suo complemento K¢ ={y € Q : y & K} ¢
aperto. Data una successione {z,} C Q si dice che z ¢ il limite di {x,,}, e si scrive

z = lim =z,
n—oo

se per ogni £ > 0 esiste n € N tale che z,, € B.(z) per ogni m > n.

Remark 4.1. Si noti che in linea di principio la nozione di convergenza dipende
dalla metrica, una successione potrebbe convergere in una metrica e non in un’altra.
La metrica definisce quindi uan nozione di vicinanza e questa va sotto il nome di
topologia associata alla metrica. Si dice quindi che il limite e definito in una qualche
topologia.

Lemma 4.2. Se K ¢é chiuso, {x,} C K e x =limy,_ o 2, allora x € K.

Proof. Si supponga, la contrario, che x ¢ K, ovvero x € K¢. Poiche K¢ & aperto
per definizione, si ha che esiste € € R tale che B.(x) C K¢, ovvero B.(z) (K = 0.
Ma z ¢ il limite di x,,, dunque per n sufficientemente grande x,, € B:(z) e z,, € K,
abbiamo quindi una contraddizione. (I

Una successione {z,} C Q si dice di Chauchy se per ogni € > 0 esiste n € N tale
che, per ogni k,m > n si ha d(z,, z;) < €.

Un insieme in uno spazio metrico si dice compatto se da ogni successione infinita si
puo estrarre una sottosuccessione convergente. Uno spazio metrico si dice completo
se ogni successione di Chauchy ha limite. Un insieme K C R" si dice limitato se
esiste R € R tale che Br(0) D K.

Problem 4.3. Si mostri che la distanza associata alla norma || - || rende R™ uno
spazio metrico completo.

Theorem 4.4. Sia K C R? un insieme chiuso e limitato, allora K ¢é compatto
nella topologia assiciata a || - ||oo-
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Proof. Per definizione esiste M > 0 tale che sup{||z|lcc : = € K} < M. Per
m € Z4 e n € N definiamo gli insiemi Z(m,n) = {y : [ly — m27"||e <2771}
Si noti che .. <2 Z(m,n) O K. Per definizione deve esistere uno Z(m, 1)
che contiene infiniti {x,}, sia Z(m,1). Chiamiamo n; Uindice piu piccolo degli
{zp} in Z(mq,1). Definiamo S1 = {z, : n > ny,x, € Z(my,1)}. Si noti che
Z(m1,1) CUjjp—m, || <2-2 Z(m, 2). Nuovamente uno di tali insiemi deve contenere
infiniti elementi di Sy, sia Z(ma2,2) e sia ny 'indice pitt piccolo in S; per cui z,, €
Z(mg,2). Sia Sy = {x, : n > ng,x, € Z(ma,2)}. Continuando in questo modo
costruiamo la successione {z,,} che ¢ Chauchy. Siccome lo spazio & completo il
Teorema segue. ([

Lemma 4.5. Tutte le norme su R™ sono equivalenti.

Proof. E sufficiete mostrare che tutte le norme sono equivalenti a || - ||so. Sia || - ||
una norma e si ponga N = supl , |le;]|]. Dato x € R", & conveniente scrivere

T=(T1,...,Tn) = D g Ti€

n
(4.1) lzll <D laallleill < Nnlz|o.

i=1
Per dimostrare l'altra disuguaglianza si supponga che inf{||z| : ||z]lc = 1} =0
allora esiste una successione {x,} tale ||zp]lcc = 1 € lim, oo ||zn|| = 0, ovvero
lim, ooz, = 0. D’altro canto per la compattezza di {||z]|cc < 1}, esiste una

sottosuccessione convergente z,,;, ovvero esiste x € R" tale che
(4.2) m [, — 2] = 0.
Poiche la norma ¢ una funzione continua si ha ||z||cc = 1, ma (4.1) implica
2]l < llwn; — zll + llzn; | < Noflzn, = zlloo + |2, |-
Prendendo il limite per j — oo si ha
[l]| = 0.

Ma allora « = 0, che contraddice ||z|/- = 1. Ne segue che deve esistere L > 0 tale
che inf{||z] : ||#]|cc =1} > L™, quindi

]l = ll#lloo || (2215 | = el L™

Il Lemma segue scegliendo M = max{nN, L}. O

Si noti che questo implica che essere limitato, aperto, chiuso e compatto non
dipendono dalla norma. In termini tecnici si dice che tutte le norme definiscono la
stessa topologia.

5. DIMENSIONI

Dato uno spazio vettoriale V su un campo K, si ricordi che un insieme di vettori
{v;} C V si dice linearmente indipendente se Y, \jv; = 0, A; € K, implica A; = 0.
Uno spazio normato e completo si dice di Banach, uno sapzio di Banach in cui la
norma soddisfa 1'uguglianza del parallelogrammo si dice di Hilbert.

Se V & uno spazio di Banach, allora una base € un insieme di vettori {v; };ca C V,
A C N, lineramente indipendenti tali che l'insieme dei vettori {>_, \iv; : \; € K}
€ denso in V.
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Problem 5.1. Si mostri che se v =Y. \jv; allora gli scalari \; sono univocamente
determinati.

Problem 5.2. Si mostri che se uno spazio vettoriale V ha una base che consiste
di d elementi, allora tutte le basi hanno esattamente d elementi.

Il numero di elementi di una base si dice dimensione dello spazio V.

La prima sorpresa della teoria astratta degli spazi vettoriali € che possono avere
dimensione infinita.

Facciamo un esempio: dato un insieme A possiamo considerare I'insieme di tutte
le funzioni da A a R, denotato come R“. Date due funzioni f,g € R* possiamo
definire la somma come (f + g)(a) = f(a) + g(a), per ogni a € A e il prodotto per
uno scalare come (- f)(a) = A- f(a). Si definisca inoltre la norma || f|| = sup, | f(a)|.

Problem 5.3. Si verifichi che abbiamo appena definito uno spazio di Banach.
Per ogni a € A possiamo poi definire la funzione
0 seb#a
eq(b) =
alb) {1 se b=a.
Problem 5.4. Si verifichi che {€,}aca forma un insieme linearmente indipendente
di R4,
Ne segue che se A contiene infiniti elementi, allora R4 ha dimensione infinita.
Troppo astratto? Allora consideriamo V = RY, ovvero lo spazio di tutte le

funzioni da N a R. Tali funzioni si possono scrivere come la lista (vi,va,...,Un,...)
dove v; € R ¢ il valore che la funzione assume sull’intero ¢ € N. La struttura dello
spazio vettoriale diventa v + w = (v1 + w1, ve + wa,...) e Av = (Avy, Avg,...).

Problem 5.5. Si verifichi che RN ¢ uno spazio vettoriale infinito dimensionale.

Problem 5.6. Si verifichi che (7 = {v € RN : Y. |ulP < oo}, p > 1, €
0 ={veRY : sup;cy |vi| < oo} sono spazi vettoriali.

Problem 5.7. Si verifichi, sequendo gli argomenti dei Teoremi 2.3 e 2.4, che
vllp = [Zen \vi|p]% é una norma su P per p > 1.

Problem 5.8. Si verifichi che ||v|loc = sup;cy |vi| € una norma su £>°.

Problem 5.9. Si verifichi che ||v||2 verifica la uguaglianza del parallelogrammo e
st seriva il corrispondente prodotto scalare.

Theorem 5.10. Gli spazi ¢°, p > 1, sono spazi di Banach. (% ¢é uno spazio di
Hilbert.

Proof. Si noti che, per n suficientemente grande,
[vnllp < llvngllp + [vne — vnllp < lvnellp +€
dunque sup,, ||v,||, < oo. Inoltre, per ogni n € N,
| < lv]lp-

Ne segue che se {v,} C ¢P & una successione di Cauchy, allora ogni componente
(vp); & una successione di Cauchy in R. Ma R & uno spazio completo, quindi esiste
0; = limy, o0 (vy, )4 Verifichiamo che © € ¢P. Per ogni m € N si ha

m m
2ol = Jim 3 (va)il” <l ol < o0
1= 1=
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e il risultato segue prendendo il limite per m — oco. D’altro canto

[Zvi_(vn)ip] < [sz‘—(vs)ip + Z|(Us)i—(vn)i|p]
< Zm—(vs)i\” + J|vs = vnllp-

Per ogni ¢ > 0 esiste 7 € N tale che ||vs — v,||p < €/2 per ogni n,s > 7
(poiche la successione ¢ di Chauchy). Inoltre, per ogni m esiste s € N tale che
1
>t |vi = (vs)ilP]? < /2 per ogni s > 5. Quinidi, per n > 7 e m € N si ha
m P

St -] <

i=1
Prendendo il limite per m — oo, segue che [|0 — v, ||, < € per ogni n > f1. Ovvero,
lim,, o0 v, = ©. Il resto del teorema segue facilmente. O

Problem 5.11. Si mostri il Teorema 5.10 nel caso p = oo.

6. SPAZI DUALI

Dati due spazi di Banach By, B e una funzione lineare f : By — Bs, la diremo
limitata se®

[f]l = sup ) 1 ()lls, < oo.

llvlls, <

Chiameremo L(Bj, B2) U'insieme delle funzioni lineari limitate da By a Bs.
Problem 6.1. Si mostri che L(By,Bs) é uno spazio lineare.

Problem 6.2. Si mostri che || - || € una norma in L(By, Bs).

Problem 6.3. Si mostri che L(By,Bs) é uno spazio di Banach.

Problem 6.4. Si mostri che se f € L(B1,Bs) allora f ¢ una funzione continua da
Bl a BQ.

Dato uno spazio di Banach B sui reali (o sui complessi) chiamiamo spazio duale
lo spazio B’ := L(B,R) (o L(B,C)).
Theorem 6.5. Per ognip > 1, si ha (¢?)' = ¢9, dove % + é =1.

Proof. Sia a € £7 allora possiamo definire f(v) = >,y a;v;. Dalla disuguaglianza
di Holder segue

[f ()] < llallgllollp
ovvero f € (¢P). Ne segue che ||| < |lallq € £2 C (¢P)’. D’altro canto se f € (¢7)
possiamo definire o; = f(e;). Dato m € N sia

m signai|ai|ﬁ sei<m
(v™)i = :
0 se 1> m.

30vviamente | - ||, & la norma dello spazio B;.
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Allora,

Q=

FACOI D v I
Il = 52— = : =D il
ol ~ Tem L e1r |2
2imy lail?
Dall’arbitrarieta di m segue || f|| > |la|l; e quindi (¢?)’ C ¢7. Abbiamo quindi
ottenuto che ||f|| = |||, e (¢7)" = ¢a.* O
Problem 6.6. Si mostri che (1) = (> e ({>°)" = (L.

CARLANGELO LIVERANI, DIPARTIMENTO DI MATEMATICA, IT UNIVERSITA DI RoMA (TOR VER-
GATA), VIA DELLA RICERCA SCIENTIFICA, 00133 RoMA, ITALY.
Email address: liverani@mat.uniroma2.it

4Si noti che l'uguaglianza & nel senso che esiste una mappa lineare ¥ : £9 — (¢P)’ iniettiva e
suriettiva, tale che ||¥(a)|| = ||t||q per ogni a € £2. Ovvero i due spazi sono isomorfi come spazi
di Banach.
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