Calcolo 11

Esame del 19/01/2026

Cognome.......................... Nome.....ooooovvinnn,

Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 8 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Si calcoli la lunghezza della curva {v(t) = (t, %) : te[0,In(1++/2)]}.
2. Si mostri che >, # < 2 per ogni m € N.

3. Si trovi il valore di A = 0 per cui il minimo della funzione f) : R™ — R, definita da
fialz) = Z 2 — 2\ Z T + 2nA% — 4
i=1 i=1
ha il valore massimo.

4. Si consideri il dominio B = {(z,y,2) e R? : 22 +y? < (1-2?)? ,—1 < 2 < 1} (una specie
di botte) e se ne calcoli il volume.



Soluzione

1. Si ha

1n(1+\/§)
lunghezza(y) = J

In(14++/2)
)

VA @) dt = V1 + t2dt
a Ez_’_efz

Si faccia il cambio di variabile ¢ = sinhz = £ _2671. Si noti che % sinhz = coshr = “5F—,
inoltre 1 + (sinhz)? = (coshz)2. Inoltre, sinh[In(1 4+ +/2)] = 1, sinh 0 = 0. Quindi
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(coshz)2dx = J — e
0
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lunghezza(y) = J
0
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2. Si noti che
m 1 m m 1
D=1+ 7<1+f e =2 - — <2,
n:ln n=2 1 m

poiche larea sotto la curva & maggiore dell’area dei rettangoli di base [n — 1,n] e altezza
n~2 per n € {2,...,m}. In alternativa

&1 < - 1 1 1

n=2

3. I punti stazionari sono dati da
O, fA(T) =22, —2X =0

ovvero x; = \. Poiché la funzione cresce all’infinito, si tratta di un minimo. Calcoliamo la

funzione nel minimo

A, .., 1) = A2 — At = m(\).
I punti stazionari della funzione m sono 0 e 4/n/2. A zero la funzione ha un minimo locale,
quindi il massimo si ha per A = 4/n/2.

4. E conveniente usare le coordinate (x,y) = r(cosf,sinf). In queste coordinate

DN | =

B={(T,9,2)€R3 0<r<1-2%,— ,Qe[O,QW)}

Dunque, cambiando variabili,



