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1. IL PROBLEMA

Data una funzione f : R — R, vogliamo stimare

> fn)
n=0

per ogni m € N. Poicheé per m piccoli si pud semplicemente usare un calcolatore, il
problema e non banale solo per m abbastanza grandi.

L’idea di base che vogliamo usare e la seguente: supponiamo che F' sia una
primitiva di f, allora

m m
1
Fim+1) - F(0) = Fin+1)—-F(n) = n)+ =f
( ) — F(0) ;( ) — F(n) ngof() 51 (&)

dove, nella seconda eguaglianza, abbiamo usato la Formula di Taylor al secondo
ordine col resto di Lagrange e quindi &, € [n,n + 1]. Si noti tuttavia che questa &
solo I'idea di base: in alternativa si potrebbe usare la formula di Taylor ad ordini
superiori oppure il resto in forma integrale o magari, in qualche caso, si puo calcolare
algebricamente F'(n+1)— F(n) in maniera esatta. Ad ogni modo, gia nella semplice
versione di cui sopra si ottiene la formula

(11) S ) = Fon+1) = F©) = 3 3 ()
n=0 n=0

che ha un aspetto piuttosto promettente. Tuttavia per vedere quanto efficiente &
questo approccio occorre studiare dei casi concreti.

2. SOMMA DI POTENZE

:basi
Vediamo il caso f(n) =nP, con p € Z. Se p =0, (el. “da immediatamente

i1:m+1
n=0

cosa che avremmo potuto calcolare facilmente in maniera diretta.
Se p =1 allora

“ 1 . m+1)2 —(m+1 m+1)m
E)n:Q(mH)—Q;)l:( )2( ) _ 2) :
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Se p = 2 allora, usando la Formula di Taylor al terzo ordine,

Zn m+1) Zn—721— (m+1)% — W—%(m—&—l)

m(2m + 1)(m + 1)
5 )

Ovviamente, in questa semplice situazione non c¢’¢ alcun bisogno di usare la formula
di Taylor, basta il binomio di Netwon. Lo si usi per studiare il caso p = 3.

3. POTENZE NEGATIVE

Consideriamo ora il caso p = —1 e usiamo Taylor al secondo ordine
1 1o~ 1
Z =1 1)+ = —
nz::l” n(m + )—&-2;6%,

dove &, € [n,n + 1]. Dunque

m

e g s dm e Yy s [ - -

Vale a dire che b,,, € una successione monotona crescente limitata, dunque ha limite.
Poniamo quindi

Ne segue,
m k
1 1 . 1
E Ezln(m—&-l)—i-w—iklgrolo E e
n=1 n=m-+1

3 A . . eq:stimal
Si noti che, ragionando come in (3.1),

k k
1 1 1 1 1
Z 2= Z [n— 1 n] m k
n=m+1 n=m+1
dunque
(3.2) In(m+1) + Eml In(m+1) + —i
’ —n 7 2m’

Rimane da capire cosa e 7, che e chiamata la costante di Eulero. Non si sa molto
su 7 (per esempio non si sa se ¢ un numero razionale oppure irrazionale), ma
¢ possibile calcolarla con precisione arbitraria con la formula di cui sopra. Per
esempio, ponendo m = 5 abbiamo

1
nzl ln6<7<z 6+ o
che implica 0.49 < v < 0.59. Sebbene non abbiamo trovato una formula esatta,
quanto detto permette di calcolare la somma per ogni m con un errore inferiore ad
due decimi (e calcolando meglio v e usando la formula di Taylor ad ordini superiori
si pud aumentare la precisione a volonta).
Come esercizio si provi a studiare il caso p = —2.
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4. FORMULA DI STIRLING

Questa volta consideriamo il caso f(z) = Ilnz. In tal caso la primitiva ¢ F(x) =
rlnz — z. Dunque

= Il 1 &1
;mn:(m+1)1n(m+1)—(m+1)+1—§;ﬁ+§;%

dove abbiamo usato Taylor al terzo ordine e 7, € [n,n + 1]. Da cui

1.1
+ =) —.
3!;7)%

n=1

Zlnn:(m—i—%)ln(m—l—l)—m—% [Zi—ln(m—l—l)

Da quanto detto in precedenza sappiamo che esiste il limite
m

1 1 1 1
lim — — — = E ——In(m+1
i [ - (m+1)

=C.
m—oo 31 £~ nz 2

n=1
Argomentando come nella sezione precedente si ottone quindi
- 1 1
Zlnn: (m+ §)ln(m+1) —m+C+ O(—).
m
n=1

L’interesse di questa formula deriva dalla possibilita di usarla per stimare il fatto-
riale:

m! = eXnmilnn _ o(mt3) In(m+1)—m+C+0(5;) _ (m+ 1)m+%e—mec’e(9(%)
1 1 1 1
=mmtie (14 —)" 300G,
m
Ora si noti che

1
m

) =

1
In(1 + —
m

dunque

(1+ l)er% — O,
m

Abbiamo finalmente la formula di Stirling

m! = +/Com mmefmeo(#),
dove Cj € una costante che non abbiamo calcolato ma che si puo dimostrare essere,
sorprendentemente, uguale a 27.

Nelle discussioni di cui sopra abbiamo usato la notazione O(m?). Come dovreste
sapere essa designa una funzione incognita avente la seguente proprieta: esiste una
costante Cy > 0 tale che |O(mP)| < CymP per ogni m € N. Ovviamente la formula
di Stirling non & molto untile per un dato m a meno che non si abbia una stima
concreta di Cy e Cy. Come utile esercizio vi invito a cercare di ottenere tale stima.

5. SOMMA GEOMETRICA

Come ultimo esempio consideriamo f(z) = a” per un qualche a € Ry \ {1} (il
caso a = 1 & gia stato trattato). La primitiva ¢ data da F(z) = %, allora

m

am™tt -1 ettt g " a(a—1) a-1 "
Ina 7;} Ina _mié Ina " Ina nz:%a ’
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Da cui segue la formula

m
1— aerl
a" = T 1-a
n=0 —a
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