Analisi Matematica 11

. INGEGNERIA MEDICA
Primo Appello, Sessione Estiva, Martedi 01-07-14

Cognome........................... Nome.....ooooovviiiiinn,

Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 6 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Sia {p,} una successione determinata dalla relazione ricorsiva
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el =Pn |1 — ——— ] ; =1.
Pn+1 p ( 2(n+1)> Po
si calcoli
lim p,.
n—0o0
2. Si verifichi se a )
y(l—=x
de = | [ 5

¢ una metrica in (0,1). Si calcoli

nh_r)réod(l/n, 1/2).

3. Si determino tutte le soluzioni di .
dy

at V=1

tali che lim,_, 1o 7 1y(x) = 0.

4. Sia D = {(x,y,2) | 2% + y* < 1,4% + 22 < 1}. Si calcoli

J y2dx dy dz.
D

2

5. Si consideri la curva v = {(z,y,2) € R3 | 22 + 32 + 22 = 3a?, 2az = 22 + y?}, a > 0,

orientata in senso antiorario, e le forme differenziali
wy = 22%ydx 4+ ydy + zdz,  wy = 2xydx + 2x°ydy + xdz.

Si calcoli S’y wi e S’y wa.




Soluzione

1. Si ponga a,, = Inp,, allora si ha ap =0 e an+1 = a, + In(1l — m) Ne segue che (lo si
puo dimostrare, ad esempio, per induzione)

- 1
an, = Y In(l - %)

k=1
Ora .
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n(l——)=— e < ——.
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Dunque, lim, o a, < —1 37, + = —00 e quindi

lim p, = lim e* = 0.
n—0o0 n—o0

2. Occorre verificare che

(a) d(z,y) = d(y,z) (ovvio dalla definizione)
(b) d(z,y) =0seesolosex =y
() dlw,2) < d(z,y) + dly, 2).

Per quanto riguarda (a), d(z,z) = In1 = 0, se invece d(z,y) = 0 allora ?(’1(1_;;2 = 1 ovvero
12, = 105 Poiche la funzione f(z) = {%; ¢ invertibile nell’intervallo (0,1), ne segue che
x =y, come richiesto. Per concludere,
1-— 1— 1—
d(z,z) = |In [z(ac)] = ‘ln [y( 2) y)z] <d(z,y) +d(y, 2).

(1—2)z (I-yz (1-2)y
Dunque d é una distanza.

lim d(2,1/2) = lim [In [n(1 = 5)|| = +o0

a2y G 1/2) = i [l [ nld =) || =+
Ovvero, (0, 1) con la metrica di cui sopra ha diametro infinito.

3. Una soluzione particolare ¢ y(x) = —1. Per risolvere ’equazione omogenea consideriamo il

polinomio caratteristico associato:
M—1=0.

Che ha soluzioni A\, = €'3", n € {0,1,2,3}. Dunque la soluzione generale &

3
y(lz) = -1+ Z ane®.
n=0

Per concludere si noti che R(Ag) = 1 mentre R(A,) < 0 per n € {1,2,3}. Dunque le
soluzioni che soddisfano la condizione del testo sono

3
ylx) = -1+ Z ane®,
n=1

che formano uno spazio affine tridimensionale.



4. Sia C = {(z,y) e R? : 22 + y* < 1} allora

1—y2

V1—y2 1 Vi-y?
J v dzdydz = J dxdy yzf dz = QJ dyy*/1 — y2f dx
D C - -1 —4/1-y2

1
16
=4 | dyy*(1-y*) = —.
f_lyy( V) =1z

5. Si noti che il sistema

z? +y? + 2% = 3a?

20z = 2% + ¢

implica 2az + 22 = 3a? che ha come soluzioni {—3a,a}. Poich¢ z = —3a, essendo a > 0,
non soddisfa la seconda equazione del sistema, ne segue che deve essere z = a. Dunque la
curva v & data dalla circonfrenza {z = a, 2% + y? = 2a%}. Quindi

;

2 2

cos? fsin? 0 df + 2a° j sin 6 cos 6 df
0

J 22%ydx + ydy = —8a4f
vy 0

2m
= —2a4J [sin(260)]* d§ = —2ma’.
0

Invece,

J 2xy2dx + 222ydy = J d(z*y?) = 0,
v v

visto che & I'integrale di una forma esatta su di una curva chiusa. (Sinoti che, se una proprio
insiste nel volersi fare del male da sola, allora & possibile risolvere ’esercizio applicando la
formula di Stokes alla calotta sferica al di sopra, o al di sotto, della circonferenza).



