Analisi Matematica 11

. INGEGNERIA MEDICA
Primo Appello, Prima Sessione, Mercoledi 5-02-14

Cognome........................... Nome.....ooooovoiiiiiinnn,

Indicate qui a lato con una crocetta in quali
giorni NON POTETE ASSOLUTAMENTE
fare ’esame orale

100 11O

Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 6 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Sia {a,} la successione definita da ag = 0, a1 = v/a, + 2. Sistudi il raggio di convergenza
della serie di potenze
[e0]
Z (2 —ap)z™.
n=0

. Lol g2 .. . _
2. Si calcoli So e” dx con una precisione di almeno 1072,

3. Si risolva I’equazione differenziale

y' 4+ 2y +y=sinz
y(0) =y'(0) = 0.

4. Data la forma differenziale

Yy x
w 2 142 22 12 Yy
sul dominio R?\{0}, si dica se & esatta.
5. Dato il dominio Ay = {(21, -+ ,24) € R |0 < 2y < @9+ < wg < 1}, si calcoli

V(d) = J 1dxy - -dzg
Ag

al variare di d € N e se ne spieghi il significato geometrico. Detta n. la normale esterna a
0Az e f(z1,72,73) = (1, €% coszs,sin(z123)) si calcoli

{fyneydS.
oA,




Analisi Matematica 11

. . INGEGNERIA MEDICA
Prima Sessione, Primo Appello, Mercoled: 5-02-14

Cognome........................... Nome.....ooooovoiiiiiinnn,

Indicate qui a lato con una crocetta in quali
giorni NON POTETE ASSOLUTAMENTE
fare ’esame orale

100 11O

Avete 3:00 ore di tempo. Ogni esercizio vale 6 punti. Solo le risposte chiaramente giustificate
saranno prese in considerazione. Le parti degli elaborati scritte in maniera disordinata o
incomprensibile saranno ignorate.

1. Sia {a,} la successione definita da ag = 0, a1 = v/a, + 6. Sistudi il raggio di convergenza
della serie di potenze
[e0]
Z (3 —an)x™.
n=0

2. Si calcoli S(l) sin(x?)dz con una precisione di almeno 1072
3. Si risolva I’equazione differenziale

y' — 2y +y=sinz
y(0) =y'(0) = 0.

4. Data la forma differenziale

y x
__ d d
22 1 442 x+$2+4y2 Y

sul dominio R?\{0}, si dica se & esatta.

5. Dato il dominio Ay = {(21, -+ ,24) € R |0 < 2y < @9+ < wg < 2}, si calcoli
V(d) =J 1dxy - -dzg
Ag

al variare di d € N e se ne spieghi il significato geometrico. Detta n. la normale esterna a

0Az e f(z1,72,73) = (z2 cOs w3, T2 + 1, cos(z123)) si calcoli

{fyneydS.
oA,




Soluzione della versione A

1. Si noti che a,, = 0 e se a, < 2 allora a,+1 < /2 + a,, < 2, dunque a, € [0,2]. Si ponga
by, = 2 — ay, e si noti che b, € [0,2]. Allora

by, bn 1 b2
bnﬂ:z—x/an+2=2—«/4—bn=2[1— 1—4]=J de < ‘f_

0o 4/1—-7 4
Da cui segue lim,,_, 4 b, = 0. Applichiamo il criterio del rapporto

2|1 —4/1 -t b 2
hm%jzhmu:hmwzl

n—o0 n n—0o0 bn b—0 b 4 ’

Dunque il raggio di convergenza e 4. D’altro canto

b
" 1 b
b = J L e
n+1 o A1 % 4
Dunque b, > 4 "2. Questo mostra che se || = 4 il termine n-esimo della serie non
converge a zero e dunque la serie non converge. Se ne deduce the la serie converge solo per
€(—4,4).

2. Usando lo sviluppo in serie dell’esponenziale e il fatto che la serie converge uniformemente
sui compatti si ha

1 1 1 1 & 1
Je o f T (2n+1) +3+10+42+Z(2n+1)n!
n=0 n=4

Questo da la risposta voluta in quanto

i 1 <1i 1 _li 1 14 1
L2+ )nl T 9 Hoalant 9 A 44n T 9413 7 162

In alternativa, forse piut semplicemente, si puo usare la formula di Taylor, per e*, al quarto
ordine e scrivere, ponendo z = 22 € [0, 1],

2n

3 X 6533
=Xt

dove ¢ € [0,2%] = [0,1]. Ne segue che

Jl e <14y A l4iy it L, e 1+1+1+1+1

e’ dr < S+ =+ — — = — — =t =

0 3710 42 J, 4 310 42 9.4l 3710 42 72

D’altro canto

f“fzd ST RS SR AR S A A S VS S B
e’ dx = -4+ — 4 — — = — =+ — = —t —+ —

0 3 10 42 o 4! 3 10 42 9-4! 3 10 42 216

La differenza tra le due stime ¢ di ﬁ < come richiesto.

1
100
3. Troviamo prima di tutto le soluzioni dell’equazione omogenea. Sostituendo y(x) = e** si ha
A2+2X+1 = 0 che ha A\ = —1 come unica soluzione. La soluzione generale dell’omogenea &
quindi yo(x) = ae™* + bxre™*. Per trovare una soluzione particolare proviamo con y,(x) =
ccosw + dsinz. Otteniamo y,(z) = —3cosz. Imponendo che la soluzione soddisfi le

2
condizioni iniziali si ha



4. Poiche
—y T
y:c2+y2 - Ix2+y2
la forma ¢ chiusa. Tuttavia R?\{0} non & un dominio semplicemente connesso poiche le
curve che contengono zero al loro interno non sono omotope ad un punto (il dominio ha un
“buco” in zero). Una forma & esatta solo se Uintegrale della forma lungo qualunque curva
chiusa e nullo. Poiche la forma e chiusa il suo integrale su qualunque curva chiusa che
non contiene zero al suo interno ¢ nullo. Per verificare se ¢ esatta basta quindi controllare
lintegrale lungo una qualsiasi curva che ha zero al suo interno. Consideriamo (t) =

r(cost,sint), t € [0,27]. Allora
2m
Jw:f ldt =27 # 0.
o 0

5. Tl calcolo esplicito dei casi d € {1,2,3} suggerisce di considerare un problema leggermente
pitt generale: il volume del simplesso Ag(L) = {(z1, -+ ,24) eR¥ |0 < 21 <72+ < 24 <
L}, chiamiamolo W(d, L). Cioe

L T g T2
1d:z:1~-~dxd=f dxdf dxdfl"'J‘ dxq1.
0 0

Quindi la forma non & esatta.

W(d, L) - J

Aq(L) 0

Suggerisce inoltre che potrebbe valere 'uguaglianza W(d, L) = %. Verifichiamolo per
induzione:

L Td+1 T2 L L de
W(d+1,L)=| dzrg dxg- - duil = | degpW(d,zger) = | dage —5

0 0 0 0 0 d!

Ld+1

CE

Si noti che V(d) = W(d,1). Dunque V(d) = 4 ed & il volume del simplesso Ag. Per
rispondere alla seconda domanda basta applicare la formula di Green e notare che div f = 1,
dunque la risposta ¢ %



Soluzione della versione B

1. Si noti che a,, > 0 e se a,, < 3 allora a,4+1 < 4/6 + a, < 3, dunque a,, € [0,3]. Si ponga
b, = 3 — ap, e si noti che b, € [0,3]. Allora

= o bn

bn 1 bn %
de < .
L 6/I—Z2 "6

Da cui segue lim,,_, 4 b, = 0. Applichiamo il criterio del rapporto

bn
i E] | stheow)

lim bn+ 1
by, b0 b 6

= lim
n—o0

n—o0 n

Dunque il raggio di convergenza ¢ 6. D’altro canto

b
" 1 by,
bn+1:J\ ﬁdl’?f
0 61— 2 6

Dunque b, > 6-"3. Questo mostra che se || = 6 il termine n-esimo della serie non
converge a zero e dunque la serie non converge. Se ne deduce the la serie converge solo per
x € (—6,6).

2. Usando lo sviluppo in serie del seno e il fatto che la serie converge uniformemente sui
compatti si ha

1 . B 0 1 (_1)n et B & (—1)“
|| sinta?)s - P J ETES T W et o)

0 0

Poiche abbiamo una serie a segni alterni i cui termini sono (in valore assoluto) decrescenti,
sappiamo che 'errore ¢ piu piccolo del primo termine trascurato della serie, dunque

1
1 1 1 1
02
sin(z7)de — - + —=| < == = ——.
JO (z%) 3 3!7' 5111 1320
3. Troviamo prima di tutto le soluzioni dell’equazione omogenea. Sostituendo y(z) = e
si ha A2 — 2\ +1 = 0 che ha A = 1 come unica soluzione. La soluzione generale
dell’omogenea ¢ quindi yo(x) = ae® +bre®. Per trovare una soluzione particolare proviamo
con y,(z) = ccosz + dsinz. Otteniamo y,(z) = 4 cosz. Imponendo che la soluzione

soddisfi le condizioni iniziali si ha

1 1
y(x) = —§ex + gex + 5 cosz,

4. Poiche
oY s T
Y2 4 4y2 T a2 4 492

la forma ¢ chiusa. Tuttavia R?\{0} non & un dominio semplicemente connesso poiche le
curve che contengono zero al loro interno non sono omotope ad un punto (il dominio ha un
“buco” in zero). Una forma & esatta solo se U'integrale della forma lungo qualunque curva
chiusa e nullo. Poiche la forma e chiusa il suo integrale su qualunque curva chiusa che
non contiene zero al suo interno e nullo. Per verificare se ¢ esatta basta quindi controllare



lintegrale lungo una qualsiasi curva che ha zero al suo interno. Consideriamo ~(t) =
r(cost,sint), t € [0,27]. Allora

27 1
[P N,
~ o cos2t+4sin®t

visto che e I'integrale di una funzione strettamente positiva. Quindi la forma non ¢ esatta.

. 1l calcolo esplicito dei casi d € {1, 2,3} suggerisce di considerare un problema leggermente
pitt generale: il volume del simplesso Ag(L) = {(z1, -+ ,24) e R |0 < 2y < w9+ < g <
L}, chiamiamolo W(d, L). Ciog

L T4 T2
1dx1~--dxd:J dxdf dxd,l---f drq1.
0 0 0

W(d, L) = J

Aq(L)

Suggerisce inoltre che potrebbe valere l'uguaglianza W(d, L) = %. Verifichiamolo per

induzione:

L Tai1 2o L L lez )

W(d+1,L)=f dxdﬂf dxdn-J dm11=J ddeW(d,de):J dxdﬂd—j
0 0 0 0 0 .
Ld+1

(d+ 1)

Si noti che V(d) = W(d,2). Dunque V(d) = Z—? ed ¢ il volume del simplesso Ay. Per
rispondere alla seconda domanda basta applicare la formula di Green e notare che div f = 1,

dunque la risposta & %.



