EQUAZIONI DIFFERENZIALI

CARLANGELO LIVERANI

1. DISUGUAGLIANZA DI GRONWALL

Poiche la soluzione di una equazione differenziale si puo sempre prolungare a
meno che non esploda, ¢ importante essere in grado di stimare come crescono le
soluzioni. Uno strumento fondamentale per questo scopo ¢ il seguente.

Lemma 1.1 (Disuguaglianza integrale di Gronwall). Siano L,T € Ry e &, f €
C°([0,T],R). Se, per ognit € [0,T),

e <L [ els)ds+ 1)
allora

() < f(H)+ L/ el =9 f(s) ds.

0

Proof. Consideriamo prima il caso f = 0. In tal caso il Lemma afferma semplice-
mente £(¢) < 0. Poiche £ & una funzione continua, esiste ¢, € [0, (2L)~']N[0, 7] =: I
tale che {(t.) = sup;¢, (t). Allora,

£(ts)

che implica &(t.) < 0, quindi £(¢) < 0 per ogni t € I;. Se I; = [0,7T], abbiamo
dimostra quanto volevamo. Altrimenti, ponendo t; := (2L)~! si ha

ft) <L / C€(s) ds < E(t) Lt <

€W <L| &s)ds

t1

e possiamo ripetere il ragionamento precedente per Uintervallo [t1,2t1]. Iterando
questo modo di procedere si ha £(t) < 0 per tutti ¢ € [0, T.
Il caso generale si riduce a quello appena trattato. Sia

Ct) =€t — f(t) — L / eP=9) f(5) ds.

0
Allora

C(t) gL/O £(s) ds—/o Le™=%) f(s) ds

:L/Otg(s) ds—i—L/Ot{f(s)ds—i—L/os eL(S_T)f(T)dT}

¢
—/ LeP(t=9) f(s) ds.
0
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t s t t
/ dsL / LTI f(r)dr = L / drf(r) / dselts=™)
0 0 0 T

:/0 f(s){eL(t_s) — 1}ds.

Si noti che

Quindi, .
L ds.
c(t) < /O C(s) ds

Abbiamo quindi ridotto il problema al caso precedente, ottenendo quindi {(t) < 0
da cui segue quello che volgiamo. ([

Facciamo una semplice applicazione.
Lemma 1.2. Per ogni A € CY(R, M(d x d))," Si consideri il problema di Cauchy
(t) = A(t)x(t)
x(0) = .
Se ||A(t)|| < L per ogni 0 <t < T € R, allora ||z(t)|| < et||zo|| per tutti0 <t < T.

Proof. Scriviamo ’equazione in forma integrale

le@)] < llzoll + / JA(s)e(s)l| ds < llzoll + L / Jx(s) ds.

Ponendo £(t) := ||z(t)|| e applicando il Lemma 1.1 si ha il risultato annunciato. O

Corollario 1.3. Se nel Lemma precedente ||A(t)|| < L per ogni t € R, allora la
soluzione é definita su tutto R.

2. DIPENDENZA DA UN PARAMETRO

Avendo satiabilito ’esistenza e 1'unicita delle solutioni, la prossima domanda
naturale e:
Domanda: Come dipendono le soluzioni dalle condizioni iniziali? Come dipendono
le soluzioni da un parametro nel campo vettoriale?

Teorema 2.1 (Dipendenza liscia da un parametro). Siano V € C*(R? x R x
R™ R%), e ACR? e U C R™ insiemi aperti. Si assuma che esista § > 0 tale che,
per ogni xg € A e A € U il problema di Cauchy
& =V(x,t,\)
z(0) = 2o
ammette una soluzione C*((—0,0),R%), chiamiamola X (t,xo,)\) . Allora, per ogni
(.’L‘Q,t) € Ax (—6, (S), X(t,l'(), ) S Cl(U, Rd)
Proof. Per ogni zo € A si consideri ’equazione differenziale
£(t) = 0, V(X (t, 0, N), 1, ) - () + OV (X (t, 20, A), 1, N)
£(0) =0,
dove ¢ ha valori in M (dxm). Dimostreremo che £(t) = O\ X (¢, g, \). Per verificarlo
e sufficiente mostrare che esiste C' > 0 tale che, per h € R™ abbastanza piccolo, se

(2.1)

L Con M(d x d) si intendono le matrici d x d.
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C(t,h,A) == X(t,z0, A+ h) — X (t,z0,\) — £(t)h, allora ||C(¢,h)|| < C||h||?. Dalla
formula di Taylor segue

((t,h) = V(X (t, 30, A+ h), t, A\ + h) — V(X (t, 20, \), £, \)
(2.2) — 0, V(X (t, g, M), t) - E(t)h — NV (X (t, 20, A), t, A)h

= 0, V(X (t,z0,A),t) - C(t,h) + R(t)
dove
IR@)| < C (X (8,20, A+ h) — X (t, z0, N[I* + [[2]]*)
< 20([ISCt, W1 + (1 + lE@® 1) 1A11).

con C = ||[V||c2. Nota che ((0) = 0. Concludiamo usando Lemma 1.1. Infatti
Lemma applicato a (2.1) implica [|£(t)| < e“?, per qualche C; > 0. Sia T > 0 il
tempo pitt piccolo per cui ||¢(¢, )| < 1/2 e 2T < 2. Allora, per t < T, (2.2)
implica

t
1€t R S/O 20¢(s)llds + 31

e Lemma 1.1 implica il risultato voluto. (I

Problema 2.2. Provare il Teorema 2.1 sotto l’ipotesi, pit. debole V € CL.

Corollario 2.3 (Dipendenza liscia dalle condition iniziali). Sia V € C?(R¥+1 R?),
e d e A come nel Lemma precedente. Per ogni xg € A sia X (t,x0) l'unica soluzione
del problema di Cauchy allora, per ognit € (—6,6), X(t,-) € CH(U,R%) e £ = 0,, X
e la soluzione di

§(t) = 0. V(X (t,20),1) - £(1)

£(0) = 1.
Proof. Si ponga z =z — xg. Allora z soddisfa I’equazione

2 =V(z+x0,t) = V(2,t,20)

z(0) = 0.
Si puo quindi considerate zy come un parametro. Il risultato voluto segue quindi
applicando il Teorema 2.1. O

(2.3)

3. STABILITA
Sia V € CY(R% RY) un campo vettoriale e z € R? tale che V(z) = 0. Allora
x(t) = T & una soluzione del problema di Chauchy
z=V(x)
z(0) = .
Ci si puo quindi chiedere che succede per condizioni inziali che differiscono di poco

da Z. Sappiamo che le soluzioni dipendono con continiuita dal dato iniziale e la
derivata in Z ¢ data dalla soluzione dell’equazione

{ = DV(x)¢
£(0) =1,

la cui soluzione ¢ £(t) = e . Nel caso in cui la parte reale di tutti gli autovalori
di DV (z) sia negativa, si ha lim;_, . £(t) = 0 dunque sembrerebbe le soluzioni che
partono vicine a T tendono a Z, dunque il punto fisso Z & stabile. Ma questo vale

(3.1)

DV (&)t
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solo per I’equazione linearizzata, la vera dinamica si compotera nello stesso modo?
Consideriamo il caso semplice in cui DV (Z) ¢ diagonalizzabile e ha tutti autovalori
reali e negativi, minori di —A < 0. Sia V la matrice che diagonalizza. Ovvero
VDV (z)V~t = A dove Aij = 0;5A; con A\; < —A. Allora si consideri il prodotto
scalare
(v,w)y = Vv, Vw).
Per ogni v € R, si ha
d
(v, DV (Z)0)y = (v, V'AVO)y = (Vo,AVv) = > Xi(Vv)?
i=1
d
<= Z(Vv)l2 = —Xv,v)y.
i=1

Allora, se x(t) ¢ una soluzione di (3.1) con condizione iniziale x(0) = x¢ vicina a
Z, poniamo z(t) = (z(t) — Z,z(t) — T)v e vediamo a che equazione differenziale
soddisfa. Sviluppando il campo vettoriale con Taylor al secondo ordine nell’intorno
di Z si ha, per qualche constante C' > 0,

& =2(a(t) — 7, V(@(t)y < 2x(t) — 7, DV(@)(x(t) — 7))y + C2* < =20z + Cz5.
Se la condizione iniziale & sufficientemente vicina a Z, allora z(0) < ﬁ/\2 e, per la

continuita della soluzione, esistera t; > 0 per cui z(t) < C~2A% per ogni ¢ € [0,;].
Allora

z(t) < 2(0) — )\/0 z(s)ds

da cui, per la disuguaglianza di Gronwall, segue z(t) < z(0)
che la soluzione si avvicina a &, dunque ’equilibrio & stabile.

e~*. Abbiamo quindi
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