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a) Brevi cenni sulla teoria del commutatore

In questa sezione si accenna brevemente ad alcuni sviluppi recenti in Alge-
bra Generale, preliminari per la discussione dei contributi dello studioso nel cam-
po. L’esposizione ricalca essenzialmente 1’introduzione del lavoro [10], pubblicato
su una rivista rivolta ad un pubblico generale di algebristi.

L'Algebra Generale (chiamata piu spesso ma impropriamente Algebra Uni-
versale) si occupa dello studio delle strutture algebriche in generale, cio¢ senza
porre limiti al numero di operazioni e al numero dei loro argomenti. A prima vista
si potrebbe supporre che in un contesto talmente ampio sia difficile ottenere risul-
tati significativi, e si potrebbe allo stesso modo supporre che esistano veramente
poche interazioni fra I'Algebra Generale e le strutture algebriche piu studiate, quali
1 Gruppi, gli Anelli, 1 Moduli etc. etc.

Tuttavia, non sempre ¢ stato cosi. Nell'introduzione di [10] si presentano al-
cuni esempi non banali. Fra questi esempi, quello che ha costituito la motivazione
per un grande numero di ricerche ¢ la generalizzazione del concetto di commutato-
re.

E ben noto che le due operazioni di (a) commutatore fra due sottogruppi nor-
mali di un gruppo e (b) prodotto di ideali in un anello commutativo soddisfano
essenzialmente alle stesse proprieta formali (anche se le notazioni usate sono diffe-
renti: vedi la tabella seguente, sempre tratta da [10]). In maniera assolutamente i-
naspettata J. D. H. Smith (Mal’cev varieties, Lecture Notes in Mathematics 554,
Springer-Verlag 1976) ha dimostrato che quelle stesse proprieta formali valgono
per una classe molto ampia di strutture algebriche (tecnicamente, le strutture appar-
tenenti ad un varieta a congruenze permutabili).



a, B, v congruences M, N, P normal 1,7, K ideals

Notion of a general subgroups of of a commutative
or law algebra a group ring
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Distributivity [a,B+ y]l=I[a,Bl+[a,y] [M, NP] = [M,NIM, P} IU+K)=U+IK
of commutator
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of commutator
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Nel caso di una struttura algebrica generale, alla nozione di sottogruppo
normale o di ideale corrisponde quella di congruenza, cio¢ di nucleo di un omo-
morfismo, pensato come relazione di equivalenza. La teoria di Smith ha reso pos-
sibile 1'uso di metodi e nozioni, quali "abeliano", "risolubile", "nilpotente", che
sembravano applicabili solo nel caso dei gruppi o degli anelli. Questa teoria si ¢
presto dimostrata di una utilita eccezionale nel risolvere molti problemi aperti, nel-
l'ottenere importanti generalizzazioni di risultati noti, nel semplificare notevolmen-
te certe dimostrazioni, oltreché nel produrre teoremi completamente nuovi (vedi,
oltre al libro di Smith, H. P. Gumm, Geometrical Methods in Congruence Modular
Algebras, AMS Memoirs 286, 1983 e R. Freese, R. McKenzie, Commutator The-
ory for Congruence Modular Varieties, London Mathematical Society Lecture No-
tes 125, Cambridge University Press, 1987).

Non ci si ¢ soffermati sulla definizione precisa della condizione cui devono
soddisfare le strutture affinché si possa applicare la teoria sviluppata da Smith poi-
ché pochi anni dopo J. Hagemann e C. Herrmann, in modo forse ancor piu inaspet-
tato, sono riusciti a generalizzare la teoria ad un ambito ancora piu vasto, quello
delle strutture appartenenti ad una varieta a congruenze modulari (una varieta ¢
semplicemente una classe di strutture chiusa rispetto alle operazioni di prodotto,
sottostruttura € immagine omomorfa; la legge modulare non ¢ altro che la tradu-
zione della legge di Dedekind valida per sottogruppi normali di un gruppo o per
ideali di un anello commutativo). H. P. Gumm ¢ riuscito poi a semplificare e a mi-
gliorare ulteriormente questa teoria.

Le introduzioni di [3] e [10] contengono un’esposizione piu dettagliata degli
sviluppi sopra descritti, insieme agli ulteriori opportuni riferimenti bibliografici.



b) Contributi dello studioso alla teoria del commutatore: il caso non modu-
lare

Il lavoro [3] prende le mosse da questo stato delle cose. Probabilmente, a
quel tempo, la maggior parte degli studiosi nel campo erano gia abbastanza stupe-
fatti dall'ambito cosi ampio in cui la teoria del commutatore era applicabile, da
credere addirittura inimmaginabile una sua ulteriore estensione. In effetti in [3] si
dimostra che, se non vale 'assunzione della modularita, alcune proprieta del com-
mutatore vanno necessariamente perse. Ma questo risultato negativo ¢ largamente
compensato da una mole notevole di risultati positivi ottenuti in [3]. Infatti, la pro-
prieta distributiva, che a prima vista sembrerebbe la proprieta irrinunciabile nelle
applicazioni, si rivela inessenziale: quasi tutti 1 risultati la cui dimostrazione fa uso
di questa proprieta possono venire dimostrati senza! Il prezzo da pagare ¢ natural-
mente una maggiore complessita delle dimostrazioni, ma l'importante ¢ che 1 risul-
tati continuino a valere e, soprattutto, che I'unica ipotesi di cui si fa uso, l'esistenza
di un termine-differenza debole, vale, essenzialmente, per tutte le strutture algebri-
che che sono non banali, in un senso che si puo definire rigorosamente.

Infatti, la teoria sviluppata in [3] ¢ applicabile non solo a tutte le strutture
appartenenti ad una varieta a congruenze modulari (quindi, ad esempio, gruppi, a-
nelli, moduli, quasigruppi, reticoli), ma anche a semireticoli, alcuni semigruppi (in
particolare, gli "inverse semigroups"), a strutture neutrali (quelle che soddisfano ad
[o,0]=ar), a varieta n-permutabili (vedi la sezione d) e a varieta localmente finite
che "omettono" il tipo 1, nel senso di D. Hobby and R. McKenzie (vedi piu sotto).
Inoltre, usualmente, 1'Algebra Generale si limita a studiare strutture appartenenti a
varieta soddisfacenti a determinate proprieta: per ottenere risultati significativi ¢
solitamente necessario supporre che una certa proprieta valga per tutte le strutture
appartenenti ad una varieta, piuttosto che per una singola struttura. Invece in [3] ¢
sufficiente che il termine-differenza debole sia presente in una singola struttura,
senza ulteriori ipotesi da richiedere alla varieta cui questa struttura appartiene (vedi
p. 179 di [3]). Per inciso, esistono comunque caratterizzazioni interessanti delle va-
rietd le cui strutture hanno tutte un termine-differenza debole: esse sono state otte-
nute nei lavori [7], [8], dove vengono anche caratterizzate le varieta neutrali (que-
st'ultima caratterizzazione ¢ stata in seguito utilizzata in vari lavori di R. Willard e
altri, ad esempio: R. Willard, A4 finite basis theorem for residually finite, congruen-
ce meet-semidistributive varieties, J. Symb. Logic 65 (1), 2000; e K. Kearnes, R.
Willard, Residually finite congruence meet-semidistributive varieties of finite type
have a finite residual bound, Proceedings AMS 127, 2841-2850).

I risultati di [3] riguardano permutabilita di congruenze, conseguenze dell'a-
belianita e della risolubilita, relazioni tra identita soddisfatte da congruenze, con e
senza commutatore. Soprattutto, la forma del reticolo delle congruenze di una
struttura algebrica ha notevole influsso sul comportamento delle operazioni della
struttura (il prototipo dei risultati ¢ I'esempio che se M3 ¢ un sottoreticolo del reti-
colo dei sottogruppi normali di un gruppo, allora il gruppo ¢ abeliano); in questa
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direzione, certi reticoli implicano 1'abelianita, certi altri la non abelianita, e molti
reticoli non possono essere reticoli delle congruenze di strutture con un termine-
differenza debole.

Durante gli anni '80 D. Hobby and R. McKenzie (The structure of finite al-
gebras, Contemp. Math. 76, AMS 1988) hanno ottenuto una teoria estremamente
dettagliata sulle varieta localmente finite (quelle in cui ogni struttura finitamente
generata ¢ finita), classificandole a seconda dei "tipi" che "omettono". Le varieta
localmente finite con un termine-differenza debole hanno una ben precisa caratte-
rizzazione in questo senso: sono esattamente quelle che "omettono" il tipo 1: 1 ri-
sultati di [3] non solo, per la maggior parte, sono nuovi anche nel caso particolare e
gia molto studiato delle varieta localmente finite, ma addirittura valgono anche
senza nessuna ipotesi di finitezza!

c) Contributi dello studioso alla teoria del commutatore: il caso modulare.

Sebbene originariamente l'interesse dello studioso si fosse rivolto all'esten-
sione della teoria al caso piu generale (non modulare), anche perché la teoria mo-
dulare sembrava gia sufficientemente completa, in seguito ¢ riuscito ad applicare la
teoria del commutatore per ottenere nuovi risultati e semplici dimostrazioni per ri-
sultati classici nel caso di varieta a congruenze modulari.

Nel lavoro [10] si ottiene una dimostrazione particolarmente semplice di un
risultato precedentemente ottenuto da R. Freese and B. Jonsson: se tutte le strutture
di una varieta hanno il reticolo di congruenze modulare, allora questi reticoli sod-
disfano ad identita ancora piu forti, come l'identita arguesiana (questa identita ha
anche un significato geometrico: il reticolo dei sottospazi di una geometria proiet-
tiva ¢ arguesiano se € solo se, in quanto geometria, soddisfa al teorema di Desar-
gues). Per inciso, anche 1 casi particolari di questo risultato per 1 gruppi e gli anelli
sembrano essere stati dimostrati per la prima volta in ambito generale da Jonsson.

Identita ancora piu forti sono ottenute in [21] e [22]. Un risultato simile, ri-
guardante questa volta, pero, identita piu deboli della modularita ¢ ottenuto in [12]
([12] sembra essere in assoluto il primo risultato di questo tipo riguardante identita
strettamente piu deboli della modularita).

Tornando a [10], ¢ comunque da notare che alcuni risultati riguardano strut-
ture con un termine-differenza, o anche solo con un ftermine-differenza debole,
senza bisogno di assumere la modularita e, come in altri casi, ¢ sufficiente assume-
re l'esistenza del termine-differenza per una struttura singola, anziché per una va-
rieta.

Anche in [9], [16] e [22] si ottengono dimostrazioni piu semplici e genera-
lizzazioni di risultati precedentemente ottenuti da altri autori.



d) Ulteriori contributi: varieta n-permutabili.

Due relazioni di equivalenza R e S si dicono permutabili se ReS =S°R, dove
o indica la composizione di relazioni. Piu in generale, R e S si dicono n-permutabili
se ReSeR...=S°ReS... (dove ° appare n-1 volte in ciascun membro). La caratterizza-
zione data da Mal'cev negli anni '50 delle varieta di strutture algebriche permutabi-
I1 si pud considerare senza ombra di dubbio I'inizio dell'Algebra Generale moder-
na.

La studio della nozione di n-permutabilita, se in origine poteva sembrare
giusto un'esercitazione di tipo accademico priva di interesse sostanziale, si sta
invece rivelando di notevole importanza. Infatti le varieta localmente finite n-
permutabili hanno una semplice descrizione nella menzionata teoria di Hobby e
McKenzie: sono esattamente le varieta che "omettono" i tipi 1,4 e 5. Inoltre Hobby
¢ McKenzie forniscono altre caratterizzazioni semplici ed interessanti, € si avvici-
nano ad ottenere teoremi di struttura per membri di tali varieta; in particolare di-
mostrano che per ogni varieta n-permutabile esiste un'uguaglianza nel linguaggio
dei reticoli soddisfatta da tutte le strutture della varieta.

In [4] lo studioso dimostra il risultato per varieta qualunque, senza bisogno
di ipotesi di finitezza, risultato che all'epoca ha sorpreso parecchio (vedi R. Freese,
Alan Day’s early work: congruence identities, Algebra Universalis 34, 4-23,
1995), sia per la sua dimostrazione molto semplice, sia perché non si riteneva pos-
sibile estendere in questo senso i risultati di Hobby e McKenzie. I lavori [3] e [4]
hanno anticipato alcune linee di ricerca attuali di quasi un decennio. Inoltre, le i-
dentita di [4] dipendono solo da n, non dalla varieta presa in considerazione.

Ulteriori identita sono state trovate in [20] e [23]; quest'ultimo ¢ particolar-
mente interessante perche la dimostrazione non fa uso della teoria del commutato-
re.
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