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Jatti equivalent;-

Heme un intormp chiuso di F 5

S X1 (= [0, 11) tale epe:

1)

ed U un intorno dj F,. Esiste u
Ne segue che F, F = b

€ un intorno chiuso di F
che V= P 4 U.

Mostriamo che a) > b). Sia J*
g di 7 del tipo mf2n
denso in 1, ossia, da
x < g <y.
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1 lemma g Urysobn.

Teorema 1.1 (lemma di Urysobn). Per ung $pagio topologico X somp

a) se F ¢ uy qualsiasi chiuso mon yuoty g X, ogni intorno U 45 con-

b) se Fye F, somo dye chinsi disgiunti di X » €516 Una fungione continya

JG)y=0 sex € Fy; flx) =1 sex e F,.

Dimostragione. Mostriamo che b) = a). Sia Fy un chiuso di x

1 aperto A tale che F, = 4 U.

o <1 sono due chiusj disgiunti di X per

continua f: X - 7 che ha la proprieta

» 1/2] ¢ un intorno chiuso gj S(Fo) = {0} che ¢ di-
sgiunto da J(F) =

V)= {1}, il sottoinsieme d X, V= f-1(|0, 1/2])
o che ¢ disgiunto da Fi=10A4. Ne segue

il sottoinsieme degli elementi
con », » numeri naturali e O<m<oon ¢

tiox, ye7 con x <J, esiste g e [* tle che

Spazi normali e spazi di Tychonoff

2 ’ N con
.
Sia iﬂfattl ”n EN tale ChC <_y X esiste mw €

—1

m
0 < m< 2" tale che < x <

< y.
o =Y

imostriamo ([[C Z(I ognit q € 1* Posslamo SSOC. p
D g ass lare un aperto

U(g) di X tale che

5 ¥ .
2) FocU(g); U(g) n Fy,= 0 per ogni g e I*;
3) 9, 9" €l*, ¢ <q" = Ulg) < Ug").

Poniamo I} = {m[2%} |0 < m < 27}; [¥ & il sotto}rlsierne degli
on n . . . * .
elementi »/2" di I} per i quali » & pari ed / E:L by |
+. Osserviamo
i icorrenza su #, D, = {l]_(q)}qeln' > )
‘COStr:}im.‘g’ pi gioe che una volta ncc')strultf) SD,‘_.], ghéeifjmear::?
anszzt:)o di D n&; determinare sono quelli per i quallx m g ﬂsgl d(;
U(,”/Costruiam’:) prima di tutto D, = {U(0), - U( )},Fp o
1) == BF e scegliendo U(0) nel modo seguente: schomc; op zniam(;
Ui(sti;er ai un intorno chiuso 17 di F, contenuto in U(1).
es !
U(©0) =V, dopo di che:

) Fy < U©0) « U0) « Uy = bF,.
‘uni ire di D, ¢
Una volta costruito ,, 'unico elemento da costruire ; lle
U ( ! ) Segue da a) che possiamo trovare un aperto U (— ta
L ! ! famiglia D, ha
—_ U(1). Dunque la famig 1
le proprieta (2), (3), ossia

! Y e uay=GF,
Fy < U®©) < 0(0) < U(7> < U(—2—> < UQ1)

. . . di
Supponiamo di aver costruito la famiglia fDnTl ={U (q)}qel,‘_l i
aperti in guisa tale che valgano le (2), (3) per ogni

m 2n1}.
% 9,9 €l = {Flo<m<

. . 2m + 1 )
Gli elementi da costruire di D, sono gli aperti U (T
per 0 < m < 271,
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Tenuto conto di a), possiamo trovare, per ogni m tale che

2m
;: > tale che

0 < m< 271 un aperto U<

™ 2m 4+ 1 2m + 1
U - 1 m4+1
<2> =) U< ) U( 2 )

D, = {U(g)}4erz ¢ una famiglia di aperti per la qual -

cificatc le (2), (3] per g, g, g € Tk Lo due sono ve

Abbiamo Flupquf: costruito, per ricorrenza su #, D, per ogni

n € N. La famiglia di aperti D = U D, = {U(g)},c;» ha le proprieta
N

(2), (3), come risulta dal fatto che D, < D,,, e quindi D, = D
per ogni n, m € N tali che # < m. ) "
L’applicazione f: X — / definita ponendo

Inf. {g e I'* | x € U(g)} se xe U= | U(g)
)= |
1 se x ¢ U, ossia sc x ¢ U(g) per ogni ¢ € I*.

ha le proprieta (1).
Sia x € X, g € I*. Per il modo in cui & definita £, si ha

) J)<g=xeUlg; xeUlg = flx)<q

Dimostriamo che:

®) [&)>q=>x¢Ulg); x&Ulg) = f(x)>q.

Sia ¢' € I* tale che g < ¢' < f(x); dalla seconda delle (4) segue
x ¢ U(q’). Per le (3) si ha U(g) < U(g') e quindi x ¢ U(g). Di-
mostriamo per assurdo la seconda delle (5); se f(x) < ¢, dalla prima
delle (4) segue x € U(g) = U(g) e cid & assurdo.

. Dlmostrlamo infine che f & continua in ogni punto x, € X.
Distinguiamo tre casi:

1) 0 < f(xg) < 1. Sia ] f(x,) — &, f(x,) + ¢ int di
Esistono ¢, qzoe I* tali che ’ Fa) & el onintorao di /)

f("‘o) — & < g < f(x) < gy < f(xo) + &
V= Ulg) — Ulgy) = Ulgs) n 6T

¢ un aperto di X. Per la prima delle (4), (5), 1”& un intorno di x,.
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Per la seconda delle (4), (5), f(V) < [41, 4] = 1f(>0) — & f(x0) + €[,
e quindi f & continua in X,
2) f(xo) = 0. Sia [0, &[ un intorno di x,. Esiste g€ I* tale

che 0 <g <e.
Per la prima delle (4), U(g) & un intorno di f(x,). Per la seconda

delle (4), f(U(g)) < [0, 4] = [0, ¢[, e quindi f & continua in 2,
3) f(x,) = 1. Sia Je, 1] un intorno di f(x,). Esiste g€ I* tale
che & < g < 1. Per la prima delle (5), V= UU(g) ¢ un intorno di

x,. Per la seconda delle (5), f(V) < [g 1] < ]e, 1], e quindi f
¢ continua in . Q.E.D.

Corollario 1.2. Sia X uno spagio normale. Se Fy e F, sono due chiusi -

non vuoti e disgiunti di X, esiste una funzione continsa [+ X — I tale che:
f()=0 sexe Fyf(x)=1

In generale la funzione costruita nel teorema 1.1 assume i valori
0 ed 1 anche fuori di F, e Fi.

Spesso & utile poter costruire una funzione continua f: X1
tale che f-1(0) = F,, f-1(1)= Fy.

Il lemma seguente di un criterio perché cio sia possibile.

se x € F,.

Lemma 1.3. Sia X uno spagio normale, Fo, F, due chiusi di X non
vuoti e disgiunti. Supponiamo esistano due successiont di aperti {Un}nEN.;
{Vapnene tali che Fy= (Y Un Fri= () Va In queste ipotesi esiste una

neN®* neN®*

fungione continua f: X — I tale che f1(0) = F, f()= F..

Dimostrazgione. Lo spazio X & T; quindi gli intorni chiusi di
F, sono un sistema fondamentale di intorni di F,. Si pud dunque
supporre che sia Fy =[] V-

neN*
Usando le notazioni del teorema 1.1 si considerino per # > 2

gli iﬂSiCIIli
2 2 i=1 i J

1 1
Ulq)=U(g) per ge I* e g+ -, g7 1— 5, quando > 2.

219

npAnn

annnnonnOanonnnnnannnn




L N

Lezioni di topologia generale

¢ g I: r D { [ ,( el C I I
q)}q h T C ( )’ (3)
] f f 5 M :1 f d jl l.‘ ” A
€ 1a runzione costruita a pattlxe a E SO sta alie ptoprleta 11

LM'Z/,'M‘ 1.4. Sia X #4no prz{io T, soddisfacente al secondo assioma di
numerabilita; allora per ogni chiuso F di X esiste wna successione di aperti

{Vn}nEN‘ tale che F — ﬂVn_

neN®

| Dimostrazione. Per ogni punto x e 0r esiste un aperto U, 5 x
tale che UI N F; 0. Siccome X soddisfa al secondo assioma di
numerabilitd, per il teorema di Lindelof, il ricoprimento aperto

{U,}octp di bF ammette un sottoricoprimento numerabile {U}iene-
Poniamo 1/, = G[ LJ T Siccome U,  F = 9, V, & unaperto

i=1

contenente F. Se x ¢ GF esiste # € N* tale che x
> X ¢ R € U,; ne segue
che x ¢ 1, e quindi x ¢ ﬂ V7. Cid prova che F = ﬂ ?/,1. Q.IZED.

neN® neN*

Dai lemmi 1.3 ed 1.4 segue il

C or_o{/a\rio 1.5. 5 ia X uno spazio Ty, soddisfacente al secondo assioma di
ﬂu,ﬂzerab-t/ztzf. Per ogni coppia di chiusi disginnti, non vuots Fo, F di X esiste
un’applicazione continua f: X — I tale che:

S(x) =0 se, e soltanto se, x e F,

Jx) =1 se, e soltanto se, x € F,.

Esempi

[11] Uno spazio metrico (X, d) & uno spazio normale che ha la
proprieta espressa nell’ipotesi del lemma 1.3. Basta osservare che
se £ ¢ un chiuso di X, ’

1
V= XEde(x,F)<7 per n € N*

¢ un aperto di X ed inoltre ﬂ V,=F.
neN*
_ [12] Sia X uno spazio normale, F un chiuso di X. Esiste un’ap-
plicazione continua f: X — 7 tale che F— S 71(0) se, e soltanto se
esiste una successione di aperti {U,},.ne di X tali che U= F

neN*
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2. 1] teorema del restringimento

Sia X un insieme, U un ricoprimento di X. Diremo che
W= {U}i; ¢ un ricoprimento puntualmente finito di X se, per ogni
x € X, ¢ finito linsieme degli indici 7 € 7 per i quali x € U,.

Sia X uno spazio topologico, ed W un ricoprimento localmente
finito di X. Allora Ul & puntualmente finito.

Teorema 2.1. Per uno spagio topologico X sono fatti equivalenti:

1) due chinsi qualungue non vuoti e disginnti di X ammettono intorni
disginnti,

2) per ogni ricoprimento aperto e pantualmente finito U = {Ui},—sl
di X esiste un ricoprimento aperto B = {V;};y tale che

1 V,c U,

per ogni i€ l.
1l ricoprimento B si dice un restringimento di .

Dimostrazione. Facciamo vedere che b) = a). Siano F, e F, due

chiusi non vuoti e disgiunti di X e sia U, = [;Fz, U, = BF,. Da
F,n Fy= 9 segue U, U U, = X. Siccome {U,, U,} & un rico-
primento aperto di X, da b) segue che esistono due aperti 1/, e 17,
tali che V, U V= X e VV, c U,, V, < U,. Pertanto

F,=0u,<lr, F,=lu,<lr,

dove 8171 e 8171 sono aperti disgiunti.
Facciamo vedere che a) = b).
Consideriamo sull’insieme 7/ degli indici un ordinamento totale,

che notiamo ¢ <, avente la proprieta seguente: ggni sotfoinsieme non
vuoto H di I possiede minimo elemento. Cid & sempre possibile. Un in-
sieme con un ordinamento siffatto si dice bene ordinato.

Sia (Z, <) linsieme bene ordinato cosi ottenuto. Poniamo

Ay={iel|i<h}

Se 4 & il primo elemento di [ (che indicheremo con 7,), allora

A4, =0.
In un insieme bene otdinato (/, <) vale il seguente:
Principio di indugione (transfinita). Sia H un sottoinsieme nom vuoto

di I con la seguente proprietd.
1) Ay H= he H
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Sotto tale ipotesi, H = 1.}

Osserviamo che se b = i,, allora 4, = @ = H e quindi, in parti-
colare, la (1) dice che 7, € .

Fissiamo 4 € / e supponiamo di aver costruito per ogni 7 <X 5
(ossia per i€ 4,) un aperto 17; tale che:
a) V< Uy
b) [ Viul U U,] ¢ un ricoprimento (aperto) di X.

i<h izh

Dimostriamo che possiamo costruire un aperto [/, tale che:

a) V7, < U,
b)’ [U ViJu | U, ¢ un ricoprimento (aperto) di X.
i<h i>h

Poniamo W), = [U Viju [U Uj). Risulta X = U, U W)
i<h i>h
Ne segue che GW,, ¢ un chiuso di X contenuto nell’aperto U,,.
Siccome vale la 1) del teorema 2.1, esiste un aperto 1/, tale che

GW,, cVyc V< U,

Siccome [}Wh u W, = X, & anche 17, U W, = X. L’aperto I},
soddisfa dunque alle a’) e b)".

Per il principio di induzione, possiamo costruire, per ricorrenza
su /, un aperto 1/, per ogni 4 € I, tale che valgano le a’) e b’).

Dal fatto che Ul = {Ui}id & un ricoprimento puntualmente finito
di X seguira che {I/;};;; ¢ un ricoprimento di X.

Sia x € X; si deve dimostrare che esiste £ € [ tale che x € 1.
Siccome {U,};; & puntualmente finito, esiste /' = 1, /' finito, tale
che x ¢ U; per i ¢ I'. Sia b= max ['. Ne segue che

x & U U;.
i>h
Per b'), deve aversi x € U V,, e quindi esiste £ < 4 tale che
xe VL. i<h . Q.E.D.

Corollario 2.2. Sia X wuno spagio normale. Ogni ricoprimento aperto
e puntualmente finito di X possiede un restringimento.

1 i lettore desideroso di approfondire le questioni connesse con il buon ordi-
namento ed il ptincipio di induzione potra consultare, ad esempio, P.R. Halmos,
Naive Set Theory, Van Nostrand, Princeton, New Jersey, 1966, di prossima pubbli-
cazione per i tipi di Feltrinelli in questa stessa collana.
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Sia dato un ricoprimento aperto puntualmente finito U = {U i} il
dello spazio topologico X.

Definizione 2.3. Un sistema {:}ier di funzioni reali continue su
X dicesi una partizione dell’unita associata a U se

a) @i(x) > 0 per ogni x € X; . .

b) ¢;(x) =0 al di fuori di un chiuso contenuto in Uj;

) 2 ¢l)=1

el

Osserviamo che la condizione c) ha senso in quanto U ¢ pun-

tualmente finito.

Teorema 2.4. Per ogni ricoprimento aperto localmente finito U= {U}
di uno spagio normale X esiste una partizione dellunitd associata a I8

Dimostragione. In base al corollario 2.2 esistono un _ricoprin}ento
aperto {V;}iq €d un ricoprimento aperto {Witier di X tali che
W, < V,e V; < U, Poiché {U,} ¢ localmente finito, anche i rico-
primenti {V/;} € {W;} sono localmente finiti. Fissato un qualsiasi

indice 7 € 7, per il lemma di Urysohn esiste una funzione continua
pi: X —R, tale che

0 < y;(>c) <1 per ogni x € X,
pi(x)=1 per ogni x € V.
pi(x)=10 per ogni x € GV,-.
Segue da quest’ultima condizione che la funzi'one pi(x) sl an-
nulla al di fuori del chiuso 17, contenuto in Uj. Sia X, un qualsm?&
punto di X. Poiché il ricoprimento {U}icr € localmente finito, esi-

ste un intorno U di x,, ed un sottoinsieme ﬁni.to {is s iy di 7
tale che U N U, = 0 pet i & {iy, ..., in}. Per ogni x € U risulta
S i) = 9 (%) + -+ 95, ()-
el
Segue da quest’ultima formula che la somma Z w;(x) contiene
€l . . .
solo un numero finito di addendi # 0 in ogni punto di X, sicché &
definita la funzione y: X —R espressa dalla

@) p(x) = 2 9i(>)

1€l
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Dalla stessa formula (2) segue inoltre che p & continua in x,
e cid per ogni x € X. Poiché {W}ier & un ricoprimento di X, per
ogni x, € X esiste una funzione g, tale che p:(x,) = 1. Risulta
pertanto y(x,) > 1, sicché  non si annulla in nessun punto di X.

Le funzioni ¢, = -2

costituiscono una partizione dell’uniti as-

sociata al ricoprimento aperto 1. Q.E.D.

Esempi

[2.1] Sia X uno spazio paracompatto. Per ogni ricoprimento

aperto {U,},.; esiste un raffinamento {V}ier, localmente finito, tale
o
che: V=1, ed X = U V.
el

(Esiste infatti un raffinamento {W:}ir aperto e localmente finito
di {U}. Sia {I/}'} un restringimento di {(Wile Vi= 1)

[2.2] Sia X uno spazio normale, {Us}ier un ticoprimento aperto
localmente finito e per ogni 7 sia I/, « U, un chiuso, tale che

1 1

V,-ﬂ Vj:056i¢j.

Sia inoltre { f;: U;~>R},.; una famiglia di applicazioni conti-
nue. Esiste una funzione continua J1 X >R tale che f v, = fiv,

(Si costruisca una partizione dell’units {@:}icr subordinata al
ricoprimento {Ui}id, tale che @;(x)=1 per x € V)

[2.3] Sia D un convesso (v. esempio 3.1 del capitolo quarto)
del’R" euclideo, X uno spazio normale, {U}iex un ticoprimento
aperto e localmente finito. Sia inoltre per ogni fel, IV, c U, un
chiuso di X tale che I, \ IV, = @ per ogni i:£ /.

Se {fit Ui— D};y & una famiglia di applicazioni continue,
esiste un’applicazione continua f: X — D tale che Sive = Ffiyv,-

3. Spazi completamente regolari

Definizione 3.1. Uno spazio topologico X si dice completamente
regolare o di Tychonoff se X' ¢ 7T, e se per ogni chiuso F di X ed ogni

punto x di X, con x ¢ F, esiste una funzione continua X171
(I =10, 1]) tale che

) JE)=0, f(F)=1.

Se X & completamente regolare, ogni spazio omeomorfo ad X
¢ completamente regolare.
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Uno spazio X completamente regolare ¢ uno spazio regolare.
Infatti se F & chiuso, x ¢ F, e f: X — I ¢ continua e tale che valgano

1 1 . e
le (1), gli aperti f-1([0, ?[) ed f1 (]?, 1]) sono intorni disgiunti

di x ed F rispettivamente.

Inoltre uno spazio normale & completamente Fegplarf:: basta
tener conto del lemma di Urysohn, quando i chiusi disgiunti sono x
ed F. .

Esistono spazi regolari che non sono completamente regolari
e spazi completamente regolari che non sono normali.

Esempio

[3.1] Lo spazio X dell’esempio 2.9 del capitolo sesto non ¢ not-
male, ma — come ora mostreremo — & comp_letamcx}te regolare. La
sua topologia ¢ pit fine della topologia euclidea. Sia 7 un chiuso
di X. Siccome il sottospazio y > 0 ha la to_polog;a euch;leaz
F {y>0} & chiuso in { y >0} rispetto alla topologia euclidea e quindi
F U {y=0} & chiuso in X rispetto alla topologia euclidea (oltre
che chiuso rispetto alla topologia data).. '

L’insieme X con la topologia euclidea ¢ uno spazio normale;
se (x,7)e X—F e y>0, allora (x, y) e X— (Fu{y=0};
per il lemma di Urysohn esiste una funzione f: X — 7 continua ﬁl—
spetto alla topologia euclidea di X (e quindi continua rispetto alla
topologia dell’esempio 2.9) tale che

flos, D=0, fFU{y=0p=1.
Se (%, 0) € X— F, esiste un ¢ > 0 tale che
S((%0; &), &) " F= 0.
La funzione f: X — I cosi definita:
F 3) =1 se (% ) € S((x0r ©), &) U {(xer O}
f(%, y) vatia linearmente da 0 ad 1 su ogni corda del disco
chiuso S(xq, €), £) uscente da (x, 0)

¢ continua e tale che f(x,, 0)=0, f(F)=1.

Lemma 3.2. Ogni sottospazio di uno spagio normale ¢ uno spagio com-
pletamente regolare.
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Dimostragione. Siano: Y uno spazio normale, X un sottospazio
di Y, x un punto di X ed F un chiuso di X tali che x ¢ F. Esiste
un chiuso G di Y tale che F= G n X. Pertanto x & un punto diY
che non appartiene a G. Per il lemma di Urysohn applicato ai chiusi
disgiunti x e G, esiste una funzione continua 4: Y — ] tale che
h(x) =0, h{G)=1. La restrizione f=4h y: X—>Idibad X ¢
un’applicazione continua tale che f(x) = 0, f(F) = 1. Q.E.D.

Esempio

[3.2] Ogni spazio localmente compatto e di Hausdorff ¢ comple-
tamente regolare (& sottospazio di uno spazio normale, la sua com-
pattificazione di Alexandroff).

In modo del tutto analogo al lemma 3.2 (tiferendosi alla defini-
zione 3.1 invece che al lemma di Urysohn), si dimostra la

Proposizione 3.3. Ogni sottospagio di uno spagio completamente re-
golare ¢ umo spagio completamente regolare.

Definizione 3.4. Sia A un insieme qualunque. Diremo cubo (0
cubo reale) di dimensione A, il prodotto topologico /4 = [] Zsdove
I,—= I=[0, 1] per ogni a € A. aed

I cubi reali sono spazi compatti e di Hausdorff, e quindi sono
spazi normali. Una prima carattetizzazione degli spazi completamente
regolari & espressa nel teorema seguente.

Teorema 3.5. Uno spazio topologico X & completamente regolare se,
¢ soltanto se, X & omeomorfo ad un sottospazgio di un cubo reale.

Dimostragione. Se X & omeomotfo ad un scttospazio di un cubo
reale, X & completamente regolare, per il lemma 3.2. Resta da di-
mostrare che, se X & completamente regolare, esiste un insieme A
ed un’applicazione f: X — J4 tale che f sia un omeomorfismo di X
col sottospazio f(X) del cubo /4.

Sia A= C(X, I) linsieme delle applicazioni continue .di X
in 7= [0, 1]. Per maggiore chiarezza della dimostrazione, pet ogni
a € A indichiamo con f,: X — 7 la funzione continua rappresen-
tata da 4.

Sia f: X — I4 Vapplicazione definita da:

f) = {/fa(*)}aes per ogni x € X.
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Dalla proposizione 6.5 del capitolo secondo segue che f ¢ conti-
nua. Siano x ed y due punti distinti di X. Siccome X & 7}, {x} e {y}
sono due chiusi disgiunti. Poiché X & completamente regolare, esi-
ste @ € A tale che f,(x)=0, f,(y)=1; ne segue f(x)£f(»), €
quindi f ¢ iniettiva.

Siccome f & continua e iniettiva, dimostreremo che f ¢ un omeo-
morfismo di X con f(X) se riusciremo a provare che, per ogni chiuso
Fdi X, f(F) & un chiuso di f(X).

Sia g € f(X)—f(F) e sia x € X tale che f(x)=z.

Siccome F & chiuso e x ¢ F, esiste @ € A tale che f,(x) =0,
f.(F)= 1. Sia p,: /4 — I, = I la proiezione canonica del prodotto

1
14 sul fattore I; U= p, ([0, 7[) ¢ un intorno di g = f(x) in /4
che non interseca p;( f,(F)). Siccome f, = p, o f, risulta

23 (Jo(E)) = f(F)
e quindi U N f(F) = 9. Cio prova che f(F) & chiuso in f(X). QE.D.

Sia X uno spazio completamente regolare. La famiglia C'(X, 1)
delle funzioni continue su X a valori in /= [0, 1] ha la proprieta
seguente:

“ per ogni chiuso F di X ed ogni x € X— Fesiste f € C(X, /)
tale che f(x) e{;ﬁ).”

Basta considerare infatti una funzione continua f: X — / tale
che f(x)=0, f(F)=1

La proprieta suddetta caratterizza gli spazi completamente re-
golari, nel senso precisato dal seguente teorema. '

Teorema 3.6. Uno spagio topologico X & completamente regolare se, e
soltanto se, esiste una famiglia § = { fy: X — R}y di funzioni continue
st X a valori reali c8n la proprieta seguente: per ogni chinso F di X ed ogni
x € X— F, esiste ac A lale che

fu() & fu(F).

Dimostragione. Se X & uno spazio completamente regolare, la
famiglia § = C (X, /) ha, come abbiamo gia osservato, la proprieta
tichiesta dal teorema.

Inversamente, sia X uno spazio topologico e sia § una famiglia
di funzioni continue su X, a valori reali, con la proprietd espressa
nel teorema.
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Sia A: R —]0, 1[ un omeomortfismo della retta reale con lin-
tervallo 10, 1] (v. gli esempi 4.7 del capitolo primo e 2.2 del capitolo
quarto).

Per ogni 2 € A il prodotto g, = 4 o f, definisce un’applicazione
continua g,: X — /7= [0, 1]. La famiglia di funzioni continue
8 ={g,: X —I}seq ha ancora la proprietd espressa nel teorema.

Definiamo un’applicazione g: X — /4 ponendo

8(x) = {2()}aes  per ogni x € X.

Con una dimostrazione analoga a quella del teorema 3.5, pro-
veremo che g & un omeomorfismo di X col sottospazio g(X) del cubo
reale /4. Dallo stesso teorema 3.5 segue che X ¢& completamente
regolare.

Siccome ogni funzione g, ¢ continua, anche g & un’applicazione
continua. Siccome ogni punto di X ¢ chiuso, se x 7 y, esiste 2 € A
tale che g,(x) ¢ g,({y}), ossia tale che g,(x) # g()-

Dunque g & continua e iniettiva; dimostriamo che se F & un
chiuso di X, g(F) & un chiuso di g(X). Sia x € X — F,esiaa € A
tale che

2(%) & £.(F).

Sia p, la proiezione canonica di /4 su /, = /. Esiste un intorno [
di g,(x) in 7, tale che IV N g,(F)= 9. Quindi U= p;(I/) ¢ un
intorno di g(x) in /4 tale che U N p,~1(g,(F)) = 0. Siccome

&(F) = pat(&(F)),

U non interseca g(F) e cid prova lasserto. Q.E.D.

Supponiamo che la famiglia & di cui al teorema 3.7 sia numera-
bile. In tal caso X & omeomorfo a un sottospazio di /™. Siccome IV,
come sappiamo (v. esempio 7.1 del capitolo secondo), & metrizzabile,
anche X & metrizzabile.

Questa situazione si verifica in un caso particolarmente impor-
tante, quando X ¢ uno spazio regolare, a base numerabile. Come
sappiamo (v. teorema 6.9 del capitolo terzo), uno spazio siffatto &
normale. Dimostriamo ora che X ¢ metrizzabile, provando che:

Teorema 3.8 (di metrizzazione di Urysohn). Se X & uno spagio
regolare a base numerabile, esiste una famiglia numerabile

& = {fn: X"‘)I}neN
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di funzioni continue con la proprietd seguente: per ogni chiuso F ed ogni
punto x € X — F, esiste n € N tale che

Fu(x) & fu(F).

Dimostragione. Sia B una base numerabile di X. Consideriamo
Pinsieme § delle coppie (U, 1) di elementi di B tali che U > .
Siccome § & numerabile, pud scriversi

H= {([Jn: Vn)}neN“

Sia F un chiuso di X e sia x € X — F. Esiste B € B tale che
x€ B, Bn F=0. Poich¢ X ¢ regolare, esiste B' € 8 tale che
x € B' « B' <« B. Dunque (B, B') ¢ un elemento di &, ossia esiste
n €N tale che

xelV,cV,cU,, U F=0.

V,e [}U,l sono chiusi disgiunti.
Essendo X normale (v. teorema 6.9 del capitolo terzo), esiste,
per il lemma di Urysohn, una funzione

Ju: X1

continua e tale che
() =0pe ye 7,

fo(9) =1 per y & U,
Ne segue
Ja(x) =0 ¢ fo(F)=1. Q.E.D.

Osservagione. Si pud dimostrare il teorema 3.8 senza fare riferi-
mento al fatto che X sia uno spazio normale, ma tenendo conto del
corollario 1.5. La funzione f,: X >/, che esiste per il corollario
suddetto, & tale che

0= 7., fam=D0u,.

Esempio

[3.3] Esistono spazi metrizzabili che non sono a base numerabile:
tale & ad esempio I’insieme R dei numeri reali con la topologia discreta.

229



Legioni di topologia generale
4. Compattificagione di Stone-Cech

Sia h: X — Y un’applicazione dello spazio topologico X in uno
spazio Y compatto € di Hausdorfl.

Definizione 4.1. Se b & un omeomotfismo di X con h(X), e se
h(X) & denso in Y, diremo che (Y, ) ¢ una T y-compattificazione di X.

Esempi

[4.1] Se X e compatto € (Y, h) e una T ,-compattificazione di X,
» & un omeomorfismo di X con Y.

[4.2] Sia X uno spazio topologico, X = X U {oo} la compat-
tificazione di X con l'aggiunta del punto all’infinito e sia i1 X —
Papplicazione identica. ()A(, i) & una 7, ,-compattificazione di X se,
e soltanto se, X & localmente compatto € di Hausdorff, ma non &
compatto.

La T,-compattificazione dell’esempio 4.2 & stata discussa am-
piamente nel paragrafo 5 del capitolo quinto e, come sappiamo, si
applica soltanto agli spazi localmente compatti e di Hausdorff.

Un secondo metodo per ottenere una T,-compattificazione di
uno spazio topologico X & un’applicazione diretta del teorema 3.5,
e riguarda gli spazi completamente regolari.

Come nella dimostrazione del teorema 3.5, sia X uno spazio
completamente regolare, € sia A= C(X, I) linsieme delle appli-
cazioni continue di X in 7= [0, 1]. Per ogni a € A, by X—~>Ie¢
la funzione continua rappresentata da a.

L’applicazione A: X — I4, definita da A(x) = {ha(*)}aca PEL
ogni x € X, ¢ un omeomotfismo di X con h(X). Poniamo

X= h(X). Manifestamente ()v( , h) & una T. ,-compattificazione di X.

Definigione 4.2. Sia X uno spazio completamente regolare. La
T ,-compattificazione (X, by di X si dice la compattificagione di Sione-

Cech di X.
Siano X e X' due spazi completamente regolari, e sia

A=CXI, A=CX,D.

Siano infine h: X — 4, b': X' — 14" le applicazioni definite sopra.
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Lemma 4.3. Se g: X — X' ¢ un’applicagione continua, esiste un’appli-
cagione continua g*: I — IA" tale che
¢y groh=»Fog
Dimostragione. Per ognia' € A, ossia per ogni 4 X'"— [ con-
tinua, l'applicazione Ay o g: X —» ] & continua e quindi ¢ un ele-

mento y(e') di A. Sia y: A’ —» A Papplicazione cosi definita.
Sia # = (#)gea € I*. Poniamo

g* (ZI) = {“y(a')}a'eA' € 4

L’applicazione g¥: /4 — [4" ¢ continua, perché ¢ ovviamente con-
tinua ogni sua componente g3 (4’ € AN.
Sia pg: [+ —1la proiezione canonica. Si ha:

e (25 0 h(x)) = g5 (B(x)) = byian () = by 0 8(x) = par(ho8(x))
per ogni x € X, e quindi vale la (1). Q.E.D.
_ Siano X, X' due spazi completamente regolari, € siano (Xv', hb),
(X', b') le rispettive compattificazioni di Stone-Cech.
Proposizione 44. Se g X — X' ¢ un’applicazione continua, esiste una
ed una sola applicagione continua g X X' tale che
(2) goh="hog
Dimostrazgione. Sia g*: 14 — I# Papplicazione continua costruita

col lemma 4.3. Siccome g* & continua, dalla proposizione 6.8 del
capitolo primo segue che

£ ;X)) = £ (¢(X).
Per 1a (1), si ha
g (X)) = (g(X) = ¥(X")
e quindi
() = g (X)) = F(X) = X
La restrizione di g* a X induce quindi un’applicazione continua
g : }v( — )\é !

che, per la (1), ha la proprieta (2).
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Per la (2), 'unicita di g¢ conseguenza immediata del corollario
2.2 del capitolo terzo. Q.E.D.

Con le ipotesi della proposizione 4.4, supponiamo in pid che
X' sia compatto. Si ha allora:

Corollario 4.5. Se g: X — X' ¢ continna ¢ X ¢ compatto, esiste una
v v
ed una sola applicagione continna G: X —» X tale che

Gobh=g

Dimostrazgione. Siccome X' & di Hausdorff e 4': X' X" ¢ con.
tinua, dal teorema 2.3 del capitolo quinto segue chevb' (X") & compatto
€ quindi chviuso in X". Siccome 4 (X") & denso in X" ed p' ¢ injettiva,
b: X' — X' & un omeomorfismo.

L’applicazione G = #'~1og ha le proprieta richieste ed ¢ unica
per il corollario 2.2 del capitolo terzo. Q.E.D.

v
La compattificazione di Stone-Cech di uno spazio completamente
tegolare X ¢ la piu “ larga ” possibile tra le 7,-compattificazione di
X nel senso precisato dal teorema seguente.

Teorema 4.6. Sia X uno Spagio completamente regolare e sia (Y, £)
#na Ty-compattificazione di X. Y ¢ omeomorfo ad uno spazio quogiente di X.

Dimostragione. Per il corollario 4.5 esiste una (ed una sola) ap-
v
plicazione continua G: X — Y tale che

Gobh= 4

W
dove 4: X - X & Pimmersione della compattificazione di Stone-

Cech di X. _ L 5
Siccome G(X) = G(h(X)) > k(X) che ¢ denso in Y, e G (X)
¢ compatto e quindi chiuso in Y, G risulta surgettiva.
Siccome X & compatto e di Hausdorff, G & chiusa (cioé trasforma
chiusi in chiusi). .
Per il teorema 8.5 del capitolo secondo lo spazio quoziente X/,
di X modulo Ia relazione di equivalenza indotta da G in X & omeo-

morfo ad Y. Q.E.D.
Esempi

[4.3] Siano X e X" due spazi completamente regolari e omeomorfi
e siaf: X — X' un omeomorfismo di X con X" Se (X, h), (X', )
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sono le compattificazioni di Stone-Cech di X e X* tispettivamente,
v ¥ v
esiste uno (ed un solo) omeomorfismo Ji X — X' tale che

fob:b/of

N
[4.4] La compattificazione di Stone-Cech di uno spazio comple-
tamente regolare X ¢ connessa se, e soltanto se, X & connesso.

[4.5] Sia X uno spazio normale, e sia ();', #) la compattificazione

di Stone-Cech di X. Ogni y e X —h(X) non ¢ limite di una suc-

cessione { y,} di b(Xl Sia, per assurdo, {]\'ﬁ} una successione di 4(.X)

convergente ad y € X — 4(.X). Siccome X & di Hausdorf, il sotto-

insieme 7'= | J{y,} di #(X) non ha punti di accumulazione in
eN*

h(X). Sia xnne X tale che h(x,) =y, per ogni # € N*, ,
5= U {x,} & un sottoinsieme di X privo di punti di accumu-
neN#

lazione, e quindi

o= U emds Sa=J foeans}

neN* neN¢*
sono due chiusi disgiunti dello spazio normale X. Sia f: X ]
(lemma di Urysohn) una funzione continua tale che S8 =0,
SS)=1,esia F: X 7 (v. corollario 4.5) la funzione continua
tale che Foh = f. Deve essere F(yn) = Foh(x,) = f(x,) — F(x),
e cid ¢ assurdo.
[4.6] Sia (ﬁ, 5) la compattificazione di Stone-Cech della retta

reale R. R ¢ uno spazio compatto e di Hausdorff che non & com-
patto per successioni. (Segue dall’esempio 4.5 che la successione
{£(n)}nene di R non possiede sottosuccessioni convergenti.)

Esercigi

1. Sia X uno spazio normale, {Xn}nene una successione di X conver-
gente a x, i cui elementi siano tutti distinti. Esiste una successione { fulnens
di funzioni continue f,: X - 7, tale che

fn(xn) =1; fn(xm) =0 per mF n

(Si tenga conto del lemma di Urysohn.)
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