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1) se A & un aperto, oppure un chiuso di X, e x € A, allora ¥ A4;
2) la relazione in X:

xRy significa x€jF

¢ una relazione di equivalenza in X;
3) lo spazio quoziente X/R & uno spazio Tj.

13. Sia X uno spazio 7,, F un chiuso di X, Y lo spazio quoziente di
X, ottenuto da X identificando ad un punto i punti di . Dimostrare che
Y & uno spazio Tj.

14. Sia X uno spazio topologico, {F;};; una famiglia di chiusi di
X con le seguenti proprieta:

1) il sottospazio F; & metrizzabile per ogni i€ [;
2yy F,=X.
i€l

Allora X & uno spazio T (Segue dalla proposizione 4.9.)

15. L’insieme R dei numeri reali con la topologia che ha per chiusi,
oltre R, i sottoinsiemi finiti di R, non soddisfa al primo assioma di nume-
rabilita. (Se (U,)nen & un sistema fondamentale di intorni aperti di 0,
risulta N U, = {0}, e quindi R — {0} sarebbe numerabile.)

neN

16. Se lo spazio topologico X & a base numerabile, ogni ricoprti-

mento aperto di X contiene un sottoricoprimento numerabile.

17. Se lo spazio topologico X & a base numerabile e B & una base
di X, esiste una sottofamiglia numerabile di 8 che & ancora una base.
(Se X & una base numerabile di X ed § € 2, si considera il ricoprimento
di § mediante tutti gli elementi di B contenuti in § e si tiene conto del

teorema di Lindelsff per ogni S e 2)

18. In un insieme X la topologia discreta ha una base numerabile
se, e soltanto se, X & numerabile.

19. Se f: X— Y & un’applicazione continua, surgettiva e aperta di
uno spazio a base numerabile X su uno spazio topologico Y, allora ¥ &
a base numerabile.

20. Ogni spazio quoziente di uno spazio separabile X & uno spazio
separabile (v. esercizio 37 del capitolo primo).

21. Sia f: X — Y un’applicazione continua e surgettiva dello spazio
topologico X sullo spazio topologico Y. Se X & uno spazio a base nu-
merabile, allora ogni sottospazio di Y & separabile.
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1. Spazi ed insiemi connessi

Definizione 1.1. Uno spazio topologico X dicesi connesso, se €sso
non & unione di due aperti .4, B non vuoti ¢ disgiunti.

Esempi
[1.1] Un insieme X con almeno due punti e la topologia discreta
non & connesso. Un insieme X con la topologia indiscreta € connesso.

[1.2] Un insieme X infinito con la topologia che ha per chiusi
(oltre X) i sottoinsiemi finiti di X, & connesso (due aperti non vuoti
hanno sempre intersezione non vuota).

[1.3] Se X & uno spazio topologico connesso, esso resta con-
nesso in ogni topologia meno fine di quella data.
Siccome i chiusi sono i complementari degli aperti, si constata

immediatamente che:

Proposizione 1.2. Lo spazio X non & connesso se, ¢ soltanto se, & ve-
rificata una delle due condizioni seguenti:

a) esiste in X un sottoinsieme A diverso da O ¢ da X, che ¢ simulta-

neamente aperto e chiuso;
b) esistono due chinsi non vaoti e disginnti F, G, taliche X = F U G.

La connessione pud essere carattetizzata anche con la proprieta
seguente:

Proposizione 1.3. Lo spagio X & connesso se, ¢ soltanto se, per ogni
coppia di sottoinsiemi non vuoti A e B di X, tali che X = A U B, risulta

(AnB)yu (An B)#9.
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_Dimos.trazione. Se X non & connesso, esistono due aperti non
vuoti e disgiunti A4 e B tali che X = A U B. Risulta

4-0p-C0s=-u, B=ba=0a=s5,
e quindi

(AmB)u(z‘TmB):(AnB)u(AmB):Q).

Supponiamo inversamente che esista una coppia di sottoinsiemi
non vuoti A e Bdi Xtaliche AU B=Xe

(AnByu (AnB)=0.

Risulta
AnB=9,

e per conseguenza, tenuto conto che AUuUB=X

AcGBcBBcA.

Ne segue che 4 = BB ossia che A & aperto. Analogamente da
AnB=0 e AuB=X

si trae che

Bcldc lacn ,
e quindi che B = 0.4 onde segue che B & aperto. Le relazioni
X— AUB, AnB=90, A0, B+9,
ptovano che X non ¢ connesso. Q.E.D.

' Deﬁni‘ziaffe 1.4. Un sottoinsieme Y di uno spazio topologico X’
dicesi un #nsieme connesso se il sottospazio Y di X & connesso.

Esempio

[1.4] Un punto & connesso. Un sottoinsieme di uno spazio T,
che contenga almeno due punti e che possegga punti isolati non ¢
connesso.

Le Proposizioni 1.5 ed 1.6 seguenti caratterizzano i sottoinsiemi
connessi della retta reale R.
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Sia J un sottoinsieme della retta reale R dotato della proprietd

SCgUCﬂtC :

') se # € ], ve ] ed u <, allora [ v1</

3

Siccome Pinsieme R dei numeri reali ha la propsieta del’estremo
superiore, 1 sottoinsiemi J di R che hanno la proprieta (1) sono,
oltre R, gli intervalli (limitati, oppure no), elencati alla fine dell’in-

troduzione.
Osserviamo inoltre che, se 4 & un sottoinsieme limitato di R,

allora Pestremo superiore di A1 ¢ aderente ad A, ossia appartiene
ad A.

Proposizione 1.5. Ogri intervallo della retta reale R ¢ connesso. In
particolare la retia reale R & connessa.

Dimostragione. Supponiamo, per assurdo, che J sia un intervallo
non connesso. Siano A e B due chiusi di / non vuoti € disgiunti,
tali che J = A U B. Siano x € A, ye B; scambiando eventualmente
A con B, si pud supporre x < j. Siccome / ¢ un intervallo, risulta

[X,]] C]'

Poniamo

U= An [x 3, g = Sup. U.

Siccome U < [x, 7], che & chiuso in R e contenuto in J, ne se-
gue che [ & contenuto in J e quindi & un chiuso di /.

Siccome U < A ed A & chiuso in J, ne segue che Uc A

Per quanto & stato 0sservato sopra, risulta g € U e quindi g € A.

Siccome g € [x, 7] NAedyeB daAnB= 0 segue g <J-

Siccome g ¢ lestremo superiore degli elementi di A minori di
y, tisulta ]z, y} < B e quindi g € B.

Siccome g € J e B & chiuso in J risultage BnJ=Be cid &

assurdo. QE.D.

Proposizione 1.6. Ogni connesso della retta reale R & un intervallo.

Dimostragione. Supponiamo, pex assurdo, che esista un connesso,
C di R che non sia un ‘ntervallo. C non ha la propricta (1), ossia
esistono tre numeri x, y, g €on X <X <y, e tali che xe C,y € C,

z ¢ C.
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I sottoinsiemi:
A=Cnl—oo, 2, B=Cnlg + oof

sono due aperti di C, non vuoti (x € A, y € B), disgiunti, e tali che
C= AU B, e cid ¢ assurdo, perché C & connesso. Q.E.D.

Concludendo, con le proposizioni 1.5 ed 1.6 abbiamo provato che:

Un sottoinsieme della retta reale R ¢ connesso se, e soltanto se, esso ¢
un intervallo. In particolare la retta reale R ¢ connessa.

Esempi

[1.5] Ogni sottoinsieme dell’insieme R dei numeri reali con la
topologia che ha per base la famiglia degli intervalli J— oo, al ¢&
connesso. (Due aperti non vuoti di un qualunque sottospazio di R
hanno sempre intersezione non vuota.)

[1.6] L’insieme R dei numeri reali con la topologia che ha per
base la famiglia degli intervalli [4, [ non & connesso. (In questa
topologia (che & pit fine della topologia della retta reale) sono
aperti i sottoinsiemi ]— oo, O[ e [0, 4 oo[.)

[1.7] Nelle dimostrazioni delle proposizioni 1.5 e 1.6 sono in-
tervenute le seguenti proprietd dell’insieme R dei numeri reali: R
¢ un insieme totalmente ordinato (X, <) tale che:

a) X non ha massimo, né minimo; se 4, b sono due elementi
di X, con a < b, esiste x € X tale che 2 < x <4,

Cio consente di definire su X la topologia 7 che ha per base la
famiglia degli intervalli Ja, 4[ (su R & la topologia della retta reale,
su Q ¢ la topologia della retta razionale).

b) Ogni sottoinsieme superiormente limitato di X possiede
estremo supetiore.

Le stesse argomentazioni usate nelle dimostrazioni delle propo-
sizioni 1.5 e 1.6 provano che un insieme X dotato della topologia 7
¢ connesso se, e soltanto se, vale la proprietd b).

[1.8] L’insieme Q dei razionali & un sottoinsieme di R, che, nel-
Pordinamento indotto, ha la proprieta a) del’esempio 1.7 ma non la
proprieta b). Come sappiamo (v. esempio 2.2 del capitolo secondo), la
topologia della retta razionale coincide con quella indotta su Q dalla
topologia della retta reale. Siccome tra due numeri razionali & sem-
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pre compreso un numero irrazionale, le stesse argomentazioni usate
nella dimostrazione della proposizione 1.5 provano che:

Un sottoinsieme della retta ragionale Q contenente almeno due punti
non & connesso. In particolare la retta ragionale Q non ¢ connessa.

Nello studio dei sottoinsiemi connessi di uno spazio topologico
X ci riferiremo spesso al lemma seguente:

Lemma 1.7. Siano A e B due aperti non vuoti e disgiunti di uno spagio
topologico X, la cui unione ricopra X. Sia Y un sottoinsieme non vsoto e
connesso di X; allora Y < A oppure ¥ < B.

Dimostragione. Se A NY#0 e BNY =0, i sottoinsiemi
ANY e BnY sono due sottoinsiemi aperti € non vuoti di Y,
che sono disgiunti e la cui unione ¢ Y. Dunque Y non & connesso.

Q.E.D.

2. Spagi connessi e applicazioni continue

Proposizione 2.1. Se f ¢ un’applicagione continua e surgettiva di uno
spagio connesso X su uno spagio topologico X', X' ¢ connesso.

Dimostragione. Supponiamo, per assurdo, che X' non sia con-
nesso, e siano A’, B’ due aperti di X' non vuoti e disgiunti, tali che
X'=A UB.

Da A" 0, B' 5 0 segue f~1(A)#£ 0, f1(B) # 0 perché f
¢ surgettiva,

Da A" N B = 0 segue f1(A)Nnf-Y(B)=0.

Da A" u B = X' segue f-1(A4A) U f-1(B)=X.

Siccome f & continua, f-1(A') ed f-1(B') sono aperti di X.
Tutto cid prova che X non & connesso, contro I'ipotesi. Q.E.D.

Tenuto conto della proposizione 2.8 del capitolo secondo si ha:

Corollario 2.2. Se f: X — X' ¢ un’applicagione continua dello spagio
topologico X nello spagio topologico X', le immagini mediante f dei sotto-
insiemi connessi di X sono sottoinsiemi commessi di X'

Esempio

[2.1] Gli archi di uno spazio topologico X, introdotti nell’e-
sempio 2.10 del capitolo secondo hanno immagine connessa.
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Corollario 2.3. Spazi omeomorfi ad uno spagio connesso somo connessi.
Uno spagio quogiente di uno spagio connesso & connesso.

Esempi

[2.2] Consideriamo sulla retta reale R i seguenti sottoinsiemi
connessi

R, [0, + oof, [0, 1].

Due qualunque di questi tre connessi non sono omeomorfl tra
loro. Ogni connesso diR & omeomorfo ad uno (ed uno solo) di que-
sti. (Si osservi anzitutto che R meno un punto non & cONNEsso;
{0, + oo meno {0} & connesso, mentre [0, + oo meno due punti non
& connesso; [0, 1] meno {0, 1} & connesso. Passando alla seconda
parte dell’asserto, sono ben noti degli omeomortfismi di natura ele-

mentare al riguardo (v. del resto Pesempio 4.7 del capitolo primo).

[2.3] Tl cerchio x* + y* = 1 di R? & connesso perché omeomorfo
ad uno spazio quoziente della retta reale R (v. esempio 8.2 ed eset-
cizio 14 del capitolo secondo).

Proposizione 2.4. Sia X #no spagio topologico ¢ R una relazione di
equivalenza in X. Se ogni classe di R-equivalenza ¢ connessa ¢ s¢ lo spagio
quogiente X |R ¢ connesso, lo spagio X & connesso.

Dimostragione. Supponiamo, pet assurdo, che X non sia con-
nesso e siano 4, B due aperti non vuoti e disgiunti di X, tali che
X=AuUB.

Se m: X — X|R ¢ la proiezione naturale, ed x € A, la classe
di R-equivalenza Y, di x & n-1(7(x)). Siccome Y, &€ connessa, Segue
dal lemma 1.7 che Y, < A, e quindi A = n-1(7(A)). Analogamente
B = aY(n(B))-

Da A= n1(xn(A) e B= n-1(m(B)) segue, per la definizione
di topologia quoziente, che 7(A) e n(B) sono due aperti non vuoti
di X/R, che sono disgiunti, perché unioni disgiunte di classi di
R-equivalenza.

Sjccome AU B=Xen ¢ surgettiva, si ha anche

X/ = n(A) v x(B)

e cid & assurdo, perché X[ ¢ connesso. Q.E.D.

Proposigione 2.5. Sia X' un insieme con almeno due elementi, dotato
della topologia discreta. Uno spagio topologico X & conniesso se, € soltanto se,
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ogni applicazione continua f: X — X' & costante (f(X) consta di un sol
punto).

Dimostragione. Faremo vedere che X non & connesso se, € sol-
tanto se, esiste un’applicazione continua f: X — X' tale che f(X)
contenga piG di un punto.

Siano x’, y' due punti distinti di X' ed A, B due aperti non
vuoti e disgiunti di X, tali che X' = A U B. Consideriamo I'appli-
cazione f: X — X' definita ponendo:

fx) =, se x€A; f(x) =1y, se x € B.

Lapplicazione [ cosi definita ¢ continua, e non & costante, pef-
ché f(X)={x', ¥’}

Supponiamo inversamente che fi X — X' sia un’applicazione
continua non costante. Se x' € f(X), allora B’ = f(X)—{x'} non
¢ vuoto. Siccome X' ha la topologia discreta, i sottoinsiemi {x'}
e B’ sono aperti in X'. Dunque A= fYx"), B=f~'(B’) sono
due aperti non vuoti e disgiunti di X, tali che X = A U B, ossia
X non & connesso. Q.E.D.

Teorema 2.6. Se X, ¢ X, sono due spagi connesst, lo spagio prodotto
X = X, X X, ¢ connesso, e viceversa.

Dimostragione. Siano p: X — X,eq X—> X, le proiezioni ca-
noniche di X su X, e su X, Se X = X, x X, & connesso, anche
X, = p(X) e X,= q(X) sono congessi, per la proposizione 2.1.

Supponiamo che X, ¢ X, siano connessi € proviamo che
X = X, x X, € connesso.

Sia f: X — X' una qualsiasi applicazione continua di X in uno
spazio X' munito della topologia discreta. In virtt della proposizione
2.5, per dimostrare che X & connesso, bastera provare che f ¢ co-
stante su X, cioé che se (xy, x3) € (J1, ¥2) SONO due qualsiansi punti
di X (5 3 € Xis X0, J2 € X,), tsulta f(>;, %) = f(J1 Ja)-

Fissati ad arbitrio g, € X; € %2 € X,, consideriamo le applica-
zioni continue

fop Xo—> X' € fo X1 X
definite rispettivamente da

le(”z) = f(z1, #2) Per ogni #, € Xy,
fz,(”l) = f(#, %) Per ogni #, € X,
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Poiché¢ X, e X, sono connessi, per la proposizione 2.5 f, (X,)
e f,,(X;) sono due punti di X', cio¢ £, e f, sono costanti, rispetti-
vamente su X, ¢ su X,. Si ha pertanto

SO 32) = fo,(0n) = S, 00) = f (30 32) = fo, () = [, (o) =
= f(x, x) Q.E.D.

Con ovvie varianti, si dimostra in modo analogo il

Teorema 2.6'. Se {Xi},-e, ¢ una famiglia di spagi topologici, lo spagio
prodotto & connesso se, e soltanto se, tutti gli X, sono commessi.

Esempi

[2.4] L’R" euclideo, il cubo /" (/= [0, 1]) sono spazi connessi.
Gli spazi metrici RN" ed /™, studiati nel paragrafo 7 del capi-
tolo secondo, sono connessi.

[2.5] R* meno un punto & connesso, per 7 > 2. (Segue dalla
proposizione 2.5 con argomentazioni analoghe a quelle della di-
mostrazione del teorema 2.6.)

3. Componenti connesse

Lemma 3.1. Sia {Y;}i; una famiglia di sottoinsiemi connessi di X,
due qualsiansi dei quali siano non disgiunti. L’ unione Y — J Y5 é un sotto-
insieme connesso di X. iel

Dimostragione. Supponiamo che Y non sia connesso, e siano
A e B due aperti di Y, disgiunti e non vuoti, tali che Y= 4 U B.
Dal lemma 1.7 segue che, per ogni i € 7 si ha

Y, < A, oppure Y;c B.

Siccome A e B non sono vuoti, esiste Y, < A4, Y; < B; ma
allora Y;nY; c AN B= 0, e questo contraddice l'ipotesi.
Q.E.D.
In particolare:

Corollario 3.2. Se {Y 1-},-51 ¢ una famiglia di sottoinsiemi connessi di
X, tali che ﬂ Y40, allora ¥ = U Y; é connesso.

el el
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Corollario 3.3. Sia {Yi}ie ; #na famiglia di sottoinsiemi connessi di X,
e sia Yo un altro connesso di X, tale che Yo N\ Y7 0 per ogni i € 1. Al-
lora Yy U'Y, dove Y=U Y, & un connesso di X.

el

Dimostragione. Z;= Y, U Y; & un connesso di X per il lemma

3.1, e[ ] Zi > Yy # 0. Dunque, per il corollario 3.2, ¢ connesso
el

U Zi=Y,uY. Q.E.D.
rel

Corollario 3.4. Sia {Y,}.en #na successione di sottoinsiemi connessi
di X, tali che Y, N\ Y, 7Z D per ogni n e N. Allora ¥ = U Y, ¢

connesso. neN

Dimostragione. E immediato provare, per induzione su #, che
Z, = U Y, & connesso per ogni # € N.

A<n
D’altra parte U Z,= U Y, e ﬂ Z, > Zy# 9. Dunque Y &
neN neN neN
connesso, per il corollario 3.2. Q.E.D.
Esempi

[3.1] Consideriamo in R la struttura di spazio vettoriale (su
R). Siano x' ed x'' due punti di R"; il sottoinsieme

{x eR"|x=x"+ #(x""— x') dove 0 < £ 1}

¢ il segmento di estremi x’ ed x"’. Un sottoinsieme X di R* si dice
convesso se, insieme a due suoi punti qualunque, contiene il segmento
che li ha per estremi.

I sottoinsiemi convessi di R* sono connessi. (Sono unioni di
segmenti aventi un estremo a comune, che sono connessi perché
immagine continua del connesso [0, 1].)

In particolare i dischi di R* e le loro chiusure sono connessi.

[3.2] Sia x = (x, ..., &,) un punto di R" Il sottoinsieme di R®
{xeR"|x}+ ...+ x2=1, x, > 0} (semisfera di R") ¢ connesso.
(E omeomorfo al disco chiuso di R*~! con centro nell’origine e
raggio 1.)

1l sottoinsieme di R” {x € R" | x} 4 ... + x2 = 1} (sfera di R")
¢ connesso. (E l'unione di due semisfere aventi intersezione non
vuota.)
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[3.3] Uno spazio topologico X si dice comnesso per archi se per
ogni coppia x, y di punti di X esiste un’applicazione continua
a: I — X tale che 2(0) = x, a(1) =y (arco di estremi x, y; v. esempio
2.10 del capitolo secondo). Se X & connesso per archi, X ¢ connesso.

I sottoinsiemi convessi di R® sono connessi per archi.

Dato un punto x, € X, 'unione C, di tutti i sottoinsiemi con-
nessi di X contenenti x, & — per il corollario 3.2 — un sottoinsieme
connesso di X. Esso & # pin grande insieme connesst di X contenente
x,, nel senso che: se Y ¢ un connesso di X contenente x,, allora

Yo,

Definizione 3.4. Dicesi componente connessa di un punto x, di X
il piu grande sottoinsieme connesso C, di X contenente x,.

Esempi

[3.4] Se X & connesso, per ogni x € X la componente connessa
C, di x ¢ X. Se X ha la topologia discreta, per ogni x € X la com-
ponente connessa C, di x & {x}.

[3.5] Per ogni punto g della retta razionale Q (v. esempio 1.8)
la componente connessa C, di g & {¢}, sebbene Q non abbia la topo-
logia discreta.

[3.6] R— {0} non & connesso ed & unione disgiunta delle com-
ponenti connesse di 1 e —1.

Definizione 3.5. Uno spazio topologico X si dice fotalmente scon-
nesso se ogni connesso Y di X consta di un solo punto.

Dalla definizione 3.4 segue subito la:

Proposizione 3.6. X ¢ totalmente sconnesso se, e soltanto se, per ogni
xe X, si ha Cp= {x}

Esempi

[3.7] Un insieme X con la topologia discreta, la retta razionale
Q sono spazi totalmente sconnessi.

[3.8] Se gli aperti di una base B dello spazio topologico X sono
chiusi ed X ¢ T,, allora X & totalmente sconnesso (ogni sottoin-
sieme Y di X che contenga almeno due punti & unione di due aperti
in Y non vuoti e disgiunti).
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Lemma 3.7, Sia D un sottoinsieme di X denso in X. Se D ¢ connesso,
X ¢ connesso.

Dimostrazione. Siano, per assurdo, 4 e B due aperti non vuoti
disgiunti di X, tali che X =AU B.

Dalla proposizione 6.10 del capitolo primo segue che gli aperti
del sottospazio D, D n A e D N B sono ambedue non vuoti.

Poiché D= (D n A)u (D N B), D non puod essere con-
nesso, contro ipotest. Q.E.D.

Ne segue:

Proposigione 3.8. Se Y ¢ un Sottoinsieme connesso di X, ogni sottoin-

sieme 2 di X taleche Y < Z < Y ¢ connesso. In particolare la chiusura Y
di 'Y é connessa.

Corollario 3.9. La componente connessa C, di un qualsiasi punto xq
di X ¢ an sottoinsieme chinso di X.

Esempio

[3.9] In uno spazio topologico X la relazione:

xRy significa “esiste un connesso Y di X che contiene x ed y 7

¢ una relazione di equivalenza.

Le classi di ®-equivalenza sono le componenti connesse dei punti
di X. Tenuto conto della proposizione 4.4 del capitolo terzo, segue
dal corollario 3.9 che lo spazio quoziente X/® ¢ 7.

Inoltre X /R & totalmente sconnesso. (Sia K un connesso di
X%t ¢ n la proiezione naturale di X su X R. Basta osservare che
Y = 2~1(K) & unione di componenti connesse di puntidi Y e che K
& il quoziente di ¥ modulo la relazione di equivalenza indotta da R
su Y. Per la proposizione 2.4 Y & connesso ¢ cid & possibile se,

e soltanto se, K & un punto.)

Sia C, la componente connessa di un punto x di XesiayeC,.
La componente connessa C, di y ¢ un sottoinsieme connesso, il quale
contiene C,. Pertanto C, = C,. Dunque C, ¢ la componente connessa
di ogni suo punto.

Definizione 3.10. Diremo componente connessa di X un sottoinsieme
C di X che & componente connessa di un punto di X. Se ¥ ¢ un sotto-
insieme di X, ditemo componente conmessa di Y ogni componente con-
nessa del sottospazio Y.
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Segue dal corollario 3.9 (v. anche esempio 3.9) che le componenti
connesse di uno spazio topologico X sono chiuse e a due a due di-
sgiunte. Non ¢ detto che queste componenti siano aperte, come prova
esempio 1.8 sulla retta razionale Q. Vale perd la:

Proposigione 3.11. Se Y & un sottoinsieme connesso di X, il quale ¢ si-
multaneamente aperto e chiuso, Y ¢ una componente connessa di X,

Dimostragione. Basters provare che, se Z > Y e 7 & connesso
. . \ . . ?
risulta Z= Y. Infatti Y & aperto e chiuso in Z. Poiché Z & con-
nesso, deve essere Y = 2. Q.E.D

Esempio

[3.10] Una sarieta topologica X di dimensione 7 & uno spazio
topologico X con la proprieta seguente: per ogni punto x, € X
€s1stono un intorno aperto U, di x, ed un omeomorfismo b, di U,
con R* tale che /4(x,) = 0. Una varieta topologica connessa & con-
nessa per grc}d: (Sia D, Pinsieme dei punti x di X che possono
essere congiunti a x, con un arco (v. esempio 3.3). D, & connesso:
tenuto conto degli esempi 2.10 del capitolo secondo e 3.2, si vede
subito che_ D, ¢& chiuso e aperto. Dunque D, ¢ la componente
connessa di x, e coincide percid con X.)

' Proposizione 3.12. Sz:a {X iVier #ma Jamiglia di spagi topologici, e
sia X=X, lo spagio topologico prodotto. Ogni componente connessa

el
C di X ¢ della forma

C= 1] ¢
el

con C; componente connessa di X..

1

- ?zmof;razmne. Pmch\é tutte le C i Sono connesse, per il teorema

.0" il prodotto H C’ & un sottoinsieme connesso di X. Resta da
el

provare che esso ¢ un sottoinsieme connesso massimale. Supponiamo,

per assurdo, che esista un sottoinsieme connesso D di X tale che

[[GeD [I¢i==D.

el iel

Sig X = (X;)iey un punto appartenente a2 2 ma non a n Ci
Esiste almeno un indice ;e 7 per il quale x; ¢ C;.  er
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Sia p;: X — X la proiezione canonica di X su X,. Per il co-
rollario 2.2, p;(D) ¢ un connesso di Xj. Siccome p;(D) > C; ed
x; € pi(D), x; ¢ C}, ne segue che C; non & una componente con-
nessa di X}, contro lipotesi. Q.E.D.

Dalla proposizione 3.11 segue il

Corollario 3.13. Se gli spazi X; sono totalmente scomnessi, X = [ [ X,
é ftotalmente sconnesso. tel

Infatti C;= {x;} e [] {x:i} = {x}.

il

In particolare lo spazio prodotto di una famiglia di spazi mu-
niti della topologia discreta & #otalmente sconnesso anche se — come
risulta dall’esempio 6.1 del capitolo secondo — la topologia prodot-
to non & necessariamente la topologia discreta.

4. Spazi localmente connessi

Definizione 4.1. Uno spazio topologico X dicesi localmente con-
nesso in un punto x € X, se x ammette un sistema fondamentale di in-
torni connessi. Uno spazio localmente connesso in ogni suo punto
dicesi Jocalmente connesso.

Esempi

[4.1] La retta reale R, pit in generale R* (v. esempio 3.2), sono
spazi connessi e localmente connessi. Anche le varietd topologiche
(v. esempio 3.10) sono localmente connesse.

[4.2] Uno spazio totalmente sconnesso X ¢ localmente connesso,
se e soltanto se, X ha la topologia discreta. In particolare la retta ra-
zionale Q non ¢& localmente connessa.

Teorema 4.2. Lo spagio topologico X é localmente connesso se, e soltanto
se, per un qualunque aperto A di X, ogni componente connessa di A ¢ aperta
in X

Dimostragione. 1) Sia X localmente connesso.

Sia A un aperto di X e sia C una componente connessa di A.
Dobbiamo provare che C' & aperto in X, ossia che ogni punto x € C
ha un intorno U contenuto in C.

Poiché A ¢ aperto, esso ¢ un intorno di x. Essendo X localmente
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connesso per ipotesi, esiste un intorno connesso U di x contenuto
in A: x € U c A. Poiché C & una componente connessa di A, ri-
sulta U = C.

2) Supponiamo ofa che ogni componente connessa di un qual-
siasi aperto A sia aperta in X. Dobbiamo provare che X & localmente
connesso.

Fissato ad arbitrio x € X, sia I/ un intorno aperto di x e sia W
la componente connessa di I contenente x. W & aperta in X, in base
alla nostra ipotesi. Quindi W & un intorno coONNEsso di x, per il quale
si ha

xeWel.
Cio prova l'asserto. Q.E.D.

Esempio

[4.3] Consideriamo in R2, con la topologia euclidea, la famiglia
di segmenti:

X,={(x,)eR|0<x< 1; y= 0}

Yo={(x, ) eR|x=0; 0<y< 1};

Y,={(x ) eR|x= in; 0<y<1}pern=1,2, ..

1 sottospazio di R?, X = [ |J Yal U X, & connesso, ma non &

neN
localmente connesso nei punti di ¥o— {0}.

Teorema 4.3. Sia {X }ier #na famiglia di spazi topologici tutti local-
mente connessi e — tranne al pid un numero finito fra es5i — connessi.
Lo spagio prodotto
X = n X i
€l
¢ localmente connesso.

Di.mostragioﬂ'e. Sia x = {p.ci},-e, (x; € X;) un punto di X e sia

U un intorno di x in X. Si puo supporre
v-T1 U,
i€l

dove gli U, sono scelti nel modo seguente: esiste un sottoinsieme
finito A di 7 tale che per i € H, U; ¢ un intorno di x; in X;; per
iel—H, U= X, Sia J i sottoinsieme finito di 7, tale che, pet
i ¢ J, X; & connesso. Tenuto conto che tutti gli X; sono localmente
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connessi, costruiamo, pet ogniie Hu J, un intorno connesso 1/;
di x; tale che V; = U, ed assumiamo ;= X;perie [— (Hu]).

Posto
V: 1—[ V’i

1€l

1/ & un intorno di x per il quale si ha V < U. Inoltre, per il teorema
2.6', I/ & connesso. Q.E.D.

Nell’ipotesi del teorema 4.3 la condizione che tutti gli spazi X,
salvo un numeto finito, siano connessi, non pud essere soppressa,
come prova lesempio 6.1 del capitolo secondo sul prodotto di una
famiglia infinita di spazi discreti. Lo spazio prodotto, che & total-
mente sconnesso, sarebbe Jlocalmente connesso se, e soltanto se, la
topologia prodotto fosse quella discreta e cio € possibile nei casi se-
guenti: la famiglia di spazi ¢ finita, oppure solo un numero finito di
essi hanno almeno due punti.

1l teorema 4.3 pud essere invertito.

Teorema 4.4. Se Jo spagio prodotto X = [1 X: di una famigha
1€l
{X}ier di spagi topologici X; & localmente connesso, tutti gli spazi X
sono localmente connessi e — salvo al pish un numero finito — connesst.

Dimostragione. Proviamo anzitutto che tutti gli X; ( € [), salvo
al pit un numero finito, sono connessi. Sia x = {x;};; un punto
di X (x; € X;), e sia [/ un intorno connesso di x. Per la proposi-
zione 6.3 del capitolo secondo, p:(U) =X, salvo al piu un insieme
finito J di indici. Per il corollario 2.2, per ogni i & J, X; & connesso.

Proviamo infine che per ogni 7, € 1, X; ¢ localmente connesso.
Sia x; un qualsiasi punto di X, e sia U; un intorno aperto di x;,
Pyt X Xy Ja proiezione canonica.

L’insieme p; ~*(U,,) ¢ aperto € quindi & intorno di ogni punto
y € pi, M (x;,) Per ipotesi X ¢& localmente connesso; esiste quindi
un intorno connesso 1V di y tale che V < pi, N (U,,)- Per il corol-
lario 2.2, p; (V) & un intorno connesso di x; ed, evidentemente,

2:,(V) < Ui Q.E.D.

Teorema 4.6. Se X & localmente connesso, ogni suo spagio quogiente ¢
localmente connesso.

Dimostragione. Sia R una relazione di equivalenza in X. Sia
X' = X|% lo spazio quoziente ¢ sia m: X — X[R la proiezione

naturale. In base al teorema 4.2, proveremo il nostro asserto mostran-
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do che le componenti connesse di un qualsiasi aperto .4’ di X' sono
degli aperti di X’. Sia M’ una componente connessa di .4‘. Sia
x € n~1(M') e sia N la componente connessa di a1(A") passante
per x. L'immagine # (V) ¢ connessa, per il corollario 2.2. Poiché
w(N) ¢ M, risulta pertanto N < &Y (M'). Dunque n-1(M') &
unione di componenti di 7-1(4"). Poiché 4’ & aperto in X', n-1(A4")
¢ un aperto di X. Siccome X & localmente connesso, tutte le compo-
nenti connesse di 2~1(A’) sono degli aperti. Dunque n-1(M') & un
aperto di X, e quindi M’ & un aperto di X", Q.E.D.

Esercigi

1. Sia X un insieme infinito con la topologia che ha per chiusi (oltre
X) i sottoinsiemi finiti di X. Un sottoinsieme Y di X & connesso se, e
soltanto se, ¥ & infinito, oppure ¢ costituito da un solo punto.

2. Il sottospazio X dei punti (x, ) del piano euclideo per i quali xy > 1
non & connesso; il sottospazio Y dei punti (x, y) per i quali xy < 1 & con-
nesso. [I semipiani (aperti) x > 0 ed x < 0 intersecano X in due aperti
(di X) non vuoti e disgiunti la cui unione & X. Se (x,9) € Y, il segmento
congiungente Porigine (0, 0) con (%, ») & contenuto in Y]

3. Uno spazio topologico X & connesso se, e soltanto se, ogni sotto-
insieme proprio e non vuoto di X ha frontiera non vuota,

4. Sia A4 un sottoinsieme proprio e non vuoto di uno spazio topolo-

gico X. Se B & un sottoinsieme connesso di X che interseca A4 e GA
allora B interseca la frontiera di _A.

>

5. La corona circolare X — {CoeR|1<C x4 2 2} & un sot-
toinsieme connesso del piano euclideo.

6. Sia R linsieme dei numeri reali con la topologia che ha per ‘base

la famiglia degli intervalli J— 00, a[. Ogni sottospazio X di R & localmente
connesso.

7. Ogni sottoinsieme infinito X della retta reale R ha almeno un sot-
toinsieme infinito totalmente sconnesso.

8. L’insieme R dei numeri reali con la topologia che ha per base la
famiglia degli intervalli [s, b[ ¢ totalmente sconnesso (v. esempio 3.8).
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9. Sia A un sottoinsieme dello spazio topologico X, non vuoto e
diverso da X, e sia B un sottoinsieme dello spazio topologico ¥, non vuoto
e diverso da Y. Se X ed Y sono connessi, il complementare di 4 x B
in X X Y & connesso.

10. Siano A e B due chiusi non vuoti dello spazio topologico X.
Se AU B ed AN B sono connessi, allora .4 e B sono connessi. (qu—
poniamo 44 B ed A non connesso; se A =FEy F con E, F chiu-
si, non vuoti e disgiunti, uno di essi, ad esempio E contiene An B.
Pertanto £ U B e F sono due chiusi non vuoti e disgiunti, la cui unio-
ne ¢ AU B)

11. Consideriamo nel piano euclideo i sottoinsiemi
A=({xeR|0<x<Liy=0U{(xnNeR|0<x<1;y=1}
Ap={(SNeR|0<x<1m 0<y< 1} pern=1, 2, ..

e sia X, =A40 A4,.
La famiglia {X,},_,, .. ha le seguenti proprieta:

1) X, o X, apern=1,2 ..
2) X, & connesso per n=1, 2, ...

3) N X, non & vuota e non & connessa.
n=12..

12. Sia {g,},.n una successione che ordini tutti i numeri razionali
e sia A, =R-—{q,, 45, -, ¢,}- Se R & la retta reale, allora 4, > A,,,,
A, ha n+4 2 componenti connesse e (LA,, ha una infinita non numera-
bile di componenti connesse. ne

13. Sia /= [0, 1] con la topologia indotta dalla retta reale, ed
& = {f: I— I} linsieme delle applicazioni continue di 7 in sé.

4/, &) = Sup. | J(x)—4(x)|

¢ una distanza su &. La topologia indotta da 4 & quella di uno spazio con-
nesso per archi. (Se f, g€ &, allora f+ #(g—f) € §F per ogni € L)

14. Lo spazio dell’esempio 4.3 & connesso per archi,

15. Sia f la funzione su R a valori reali definita da

f(x)=0,se x=0
f(x) = sen —3;— per ogni xs£0.

11 grafico di f & un connesso del’R? euclideo che non & connesso per
archi.
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16. Sia (X, d) uno spazio metrico, a: /— X un arco (v. esempio 3.3)
di X tale che 2(0)~ a(1); per ogni numero r tale che

0 < r < d@(0), a(1))
esiste ¢ € [ tale che 4(2(0), a(#)) =r.

17. Se A e B sono due sottoinsiemi connessi dello spazio topologico
X, ed AN B0, allora AU B & connesso.

18. Sia R Pinsieme dei numeri reali e v la famiglia dei sottoinsiemi di
R che si ottengono dagli aperti della retta reale togliendo al pit un’infinita
numerabile di punti. La famiglia v & una topologia su R strettamente pid
fine della topologia euclidea (I'assioma b) della definizione 1.1 del capitolo
ptimo segue dal teorema di Lindelsff).

(R, T) & connesso, ma non & connesso pet archi. (Ogni arco a: /— R
di (R, 1) & costante; non esiste infatti nessun & > 0 tale che «([0, &)
sia diverso da « (0) e sia contenuto in un intorno aperto di 4(0) in R,
ottenuto da un intorno U della topologia reale sopprimendo un’infinita
aumerabile di punti che sia densa in U.)
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Capitolo quinto

Compattegga

1. Spagi compatti

Sia {Yi}i una famiglia di sottoinsiemi Y; di un insieme X.
Risulta
M) Ulbri=06n .

el i€l

Definizione 1.1. Si dice che la famiglia {Y}is ha la ]’broprietd
dellintersegione finita se per ogai sottoinsieme finito J di 7 Vinterse-
zione ﬂ Y; ¢ non vuota.

jeJ

Proposigione 1.2. Sia X wno spagio topologico. Le seguenti condiions
sono equivalenti:

1) ogni ricoprimento di X mediante aperti contiene una Sfamiglia finita
che & ancora un ricoprimento di X; _

2) ogni famiglia di chinsi di X la cui intersegione sia vuota contiene una
famiglia finita, la cui intersexione ¢ vuota, . '

3) ogni famiglia di chiusi di X che abbia la proprietd dellintersexione

finita ha un'intersegione non vuola.
Dimostrazione. 1) <>2). Sia & = {F.}ie una famiglia di chiusi

di X. Consideriamo la famiglia % = {A;}i; di aperti A, = UF,
In base alla (1), Pessere § tale che

nF,—':G

ief

UA"ZX,

el

equivale alla
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