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Capitolo secondo

Sottospagi. Prodotti. Quogients

1. Immagine inversa di una topologia

Sia f: Y — X un’applicazione dell’insieme Y nello spazio to-
pologico (X, 7). Esistono topologie 7' su ¥ per le quali f & conti-
nua (ad esempio la topologia discreta di Y che, fra tutte, ¢ la pia
fine). Sia f~1(7) la famiglia delle immagini inverse degli aperti di ¢
mediante f; la proposizione seguente caratterizza la topologia 1,
di ¥ meno fine tra le topologie ' per le quali f & continua.

Proposizione 1.1. La famiglia f-1(z) di sottoinsiemi di Y & una to-
pologia su Y; precisamente ¢ la topologia v, meno fine tra le topologie
su Y per le quali fé continua, ossia B Ty se, e soltanto se, esiste A € t

tale che B = f-1(A).

Dimostragione. La famiglia f1(7) ¢ contenuta in ogni topologia
7' per la quale f ¢ continua. Per la proposizione 3.5 del capitolo primo
la topologia 7, ¢ generata da f ~1(7). Resta quindi da provare che gli
elementi di £ ~1(r) soddisfano agli assiomi a), b), ¢) della definizione
1.1 del capitolo primo degli aperti di una topologia.

Siccome @, X € 7 ne segue che D=/f10) ed Y=f1(X)
appartengono ad f-1(z). Inoltre:

B=J:f(A), ed Aier= B=71(JA) ed | A, er;

el el
B=f-1A)n ... 0 S Ayed Ay ev= B= /(A N ..~ A
ed Ain..n A, e Q.E.D.

Diremo che la topologia 7, di Y ¢ 'immagine inversa mediante f
della topologia = di X.

56

Sottospazi. Prodotti. Quozients

Sia ¢ la famiglia dei chiusi dello spazio topologico X; poiché
per ogni sottoinsieme 4 di X risulta

b= rd,
dalla proposizione 1.1 segue subito che:

Proposizione 1.2. La famighia [ ~'(0) delle immagini inverse dei chiusi
di X ¢ la famiglia dei chinsi della topologia v, di Y, ossia F & un chiuso
di Y se, e soltanto se, esiste un chiuso FE di X tale che

F=f-1(F).

Sia B una base della topologia di X e sia € = f~1(B) la fa'mi-glia
dei sottoinsiemni di Y immagini inverse mediante f di elementi di 8.

Dalla
Ui S By = fﬁl(Uz‘ By
e dalla proposizione 1.1 segue che:

Proposigione 1.3. Se B ¢ una base della topologia di X, la famighia
6 = f1(B) ¢ ana base della ropologia v, di Y.

Per ogni sottoinsieme A di X sia A la chiusura di 4 ne.lla topo-
logia 7, e per ogni sottoinsieme B di Y sia B la chiusura di B nella
topologia t,. Vale al riguardo la

Proposigione 1.4. L
B = [ f(B)].

Dimostragione. Dalla proposizione 6.8 del capitolo primo segue

f(B) < f(B),

e quindi
B e /2B = /LB
Dimostriamo Vinclusione opposta:
/B < B.

Per la proposizione 1.2 esiste un chiuso F di X tale che B = f-1(F);

57




- i

LT i b

s AR 0

Lezioni di topologia generale
basta dimostrare che f(B) < F. Da B c B segue
fB) s fB)y=fIfUF)]<F

e quindi
f(B) « F=F (perché F ¢& chiuso). Q.E.D.

(.Per ognilx € iX’ sia W(x) un sistema fondamentale di intorni di
x (in particolare il sistema di tutti gli intorni di x). Per ogni

. g . gniyeY
sia €W (y) = fU(S(y)] la famiglia delle immagini inverse me-
diante f degli elementi di W (f(»)).

Propo;{z{one 1:5. .Per ogni y € Y la famiglia W*(y) ¢ un sistema fon-
damentale di intorni di y; ossia V' & un intorno di y € Y nella topologia
se, ¢ soltanto se, esiste U € W( f(y)) tale che ) ’

/) eV

‘ Dimostrazione. Sia U € U(f(y)); siccome f & continua, £ ~1(U)
¢ un intorno di y e quindi ¢ intorno di y ogni sottoinsieme I/ che
contiene S “1(U). Supponiamo inversamente che 17 sia un intorno
di y; esiste quindi un aperto B della topologia 7, tale che y € B < V.
Pf:r la proposizione 1.1 esiste un aperto 4 di X tale che B = f-1(.4);
siccome f(y) € A, esiste U e A(f(y)) contenuto in A4; ne segue

SO e f Y (A)y=Bc V. Q.E.D.

Sia g: Z— Y un’applicazione dell'insieme Z nell’insieme Y ed
Ve Y X un’applicazione dellinsieme Y nello spazio topologico
(X, 1); sia infine 7, la topologia di ¥ immagine inversa mediante f
della topologia 7 di X, ed fog: Z - X I'applicazione prodotto di
& per f dell’insieme Z nello spazio topologico X. Sull’insieme Z ri-
sultano deﬁMte due topologie: la topologia 7, = 7,,, immagine in-
versa mediante f o g della topologia 7 di X ¢ la topol(g)gia 7, = (74)
immagine inversa mediante g della topologia 7, di Y. Per queste duc‘J
topologie vale la proposizione seguente: l

Propo:igigﬂe 1.6_. La topologia (), di Z, immagine inversa mediante
g della topologia v, di Y (immagine inversa mediante f della topologia

t di X), coincide con la topologia 1,, ,, immagine i Gt
topologia T di X. fog gine inversa mediante f o g della

Dimostragione. Per la proposizione 1.1, un sottoinsieme C di Z
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& un aperto della topologia 7., se, e soltanto se, esiste un aperto
A della topologia 7 di X tale che C'= (fog)7'(A).

D’altra parte
(fog) M (A) =g [/ (A

e quindi C & un aperto di 7;,, se, e soltanto se, esiste un aperto B
della topologia 7, di Y tale che C'= g7'(8). Q.E.D.

2. Sottospazi di uno spagio topologico

Sia Y un sottoinsieme di uno spazio topologico X, e sia
i+ Y — X lapplicazione identica di ¥ in X. Consideriamo su Y la
topologia immagine inversa della topologia di X mediante 1.

Tale topologia ¢& la topologia meno fine di Y rispetto alla quale
i: Y — X & un’applicazione continua. La chiamiamo la topologia in-
dotta in Y dalla topologia di X.

Sia A un sottoinsieme di X; & fondamentale, in questo para-
grafo, la relazione seguente:

(1) (A =ANY.

Tenuto conto della (1), segue dal paragrafo 1 che la topologia
indotta in Y dalla topologia di X & definita nel modo seguente:

Definizione 2.1. La topologia indotta in Y dalla topologia di X
¢ la topologia in cui un sottoinsieme 4 < Y & aperto se, € soltanto
se, esiste un aperto B di X tale che A= B n Y. L’insieme Y, mu-
nito della topologia indotta in Y dalla topologia di X, prende il
nome di sotfospagio di X.

Sono immediate conseguenze delle proposizioni corrispondenti
del paragrafo 1 gli enunciati seguenti:

1. Se Z < Y < X, il sottospagio Z di X coincide con il sotfospagio
Z del sottospagio Y di X. '

2. Se B= {B,»},-E[ ¢ una base della topologia su X, la famigha di
aperti By = {B; N Y }iey del sottospagio Y di X ¢ una base per la topo-
logia indotta su Y dalla topologia di X.

3. I chinsi del sottospazio Y dello spagio topologico X sono tutte e
sole le intersexioni con Y dei chinsi di X.

4. Se y € Y, un sottoinsieme V < Y & un intorno di y in Y se, e solo

B
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se, esiste un intorno U di y in X tale che V' = U N 'Y. (La proposizione
1.5 assicura che, se U ¢ un intorno di yin X, V'=U N Y & un in-
torno di y in Y, e che, se 17 ¢ un intorno di y in Y, esiste un intorno
U'diyin X tale che U' nY < V. 1l sottoinsieme U= U’ U IV
¢ un intorno di y in X e manifestamente 7= U N Y.)

Sia A la chiusura di A in Y ed A4 la chiusura di A in X; si ha:
5.8 A<, allora A7= AnNY.

Per la proposizione 6.3 del capitolo primo, si ha anche:

5.8 A< Y;iputi di Y aderenti ad A in Y somo tutti ¢ soli i
punti che stanno in Y e sono aderenti ad A in X,

Osserviamo che un aperto »1 di Y non ¢ necessariamente aperto
in X. Vale a questo riguardo la

Proposizione 2.2. Condizione necessaria ¢ sufficiente perché :

a) ogni aperto di Y sia aperto in X, ¢ che Y sia un aperto di X

b) ogni chiuso di 'Y sia chiuso in X, ¢ che Y sia chiuso in X;

C) ogni intorno di un punto y € Y in Y sia intorno di y in X, ¢ che
Y sia un intorno di y.

Dimostragione. Se Y & aperto (o chiuso, od un intorno di )
in X, ogni aperto (o chiuso od ogni intorno di ) in Y, come inter-
sezione di Y con un altro aperto (o chiuso od un altro intorno di y)
in X, & aperto (o chiuso, od un intorno di ¥) in X. Inversamente,
se ogni aperto (o chiuso od ogni intorno di y) in Y & un aperto (o
chiuso od un intorno di y) in X, Y stesso, come aperto (o chiuso
od intorno di y) in Y, & aperto (o chiuso od un intorno di y) in X.

Q.E.D.

Esempi

[2.1] Sia X uno spazio metrico con distanza d(x, y). Sia ¥ un
sottoinsieme di X. L’applicazione d: X x X — R definisce per re-
strizione un’applicazione d': ¥ X Y — R che ¢ ancora una distanza.
I dischi di centro y € ¥ e raggio ¢ in Y sono le intersezioni di Y
con i dischi di centro y e raggio ¢ in X. La topologia definita in ¥
dalla distanza d' & la topologia indotta in Y dalla topologia definita
dalla distanza 4 in X.

[2.2] La topologia indotta dalla topologia della retta reale R
nell’insieme Z degli interi relativi & la topologia discreta. La topologia
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indotta dalla topologia della retta reale R nell’insieme Q dei numeri
razionali & la topologia della retta razionale.

[2.3] Nellinsieme R* delle #-ple (x, ..., x,) di numeri reali
con la topologia euclidea il sottospazio delle n-ple (x,, ..., %, O,
..., 0) (£ < n) ha la topologia euclidea di R*.

[2.4] Sia Y un sottospazio dello spazio topologico X; un sotto-
insieme Z di Y ¢ denso in Y se, e soltanto se, Z =Y (in X). Infatti
da Z < Ysegue Zc Yeda Zr= Ysegue Z> Yequindi Z> Y.

[2.5] Sia D un sottospazio denso dello spazio topologico X.
Se x € D ed U ¢ un intorno di x in D, U & un intorno di x in X.

Sia infatti B un aperto in D tale che x € B < Uesia A un aperto
di X tale che B= A4 n D. Ne segue B::AQD:ACU_.

Sia {Ui},;d una famiglia di sottoinsiemi dello spazio topologico

X e sia U, la parte interna di U,

Proposizione 2.3. Sia {U}iey una famiglia di sottoinsiemi di X fale
che {Cj',},-d sia un ricoprimento di X (in particolare sia {U}icr #n rico-
primento aperto, ossia costituito da aperti, di X). Un sottoinsieme A di
X ¢ aperto (oppure chinso), se e soltanto se, per ogni i € I, AN U;é un
aperto (rispeitivamente un chinso) di U,.

Dimostragione. Se A & un aperto, oppure F & un chiuso, -ajllora
AN U; & un aperto di U; ed F n U, ¢ un chiuso di U, e cid per
ogni i € I. _ . _

Supponiamo inversamente che .4 N U, sia aperto in U; pet ognl
i € 1. Siccome l}i ¢ aperto in U, allora .4 n U; & aperto in U; 1))61'
ogni 7 € I, e quindi & aperto in X, per la proposizione 2.2 a). D’al-
tra parte X = | J U;, ¢ quindi

iel
A=AnJU)=UAn D)
el el
¢ un aperto di X, perché unione di una famiglia di aperti.

Supponiamo che F N U sia chiuso in {J; per ogni i € /; dimo-
striamo che F & chiuso, facendo vedere che UF & aperto. Per quanto
abbiamo gia dimostrato, basta provare che bF N U; & aperto 1n
U; per ogni 7 € . Risulta '

bFru.—-U—~FnuU,

che ¢ aperto in U, Q.E.D.
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Proposizione 2.4. Sia {F}iep un ricoprimento chinso, ossia costituito
da chiusi, ¢ localmente finito di X. Un sottoinsieme F & chinso (oppure
aperto) se, e soltanto se, per ogni i € I, F "\ F; ¢ un chinso (rispettivamente
un aperto) di F.

Dimostragione. Se F & un chiuso, oppure A & un aperto, allora
F n F; & un chiuso di F; ed A n F; ¢ un aperto di F; e cio per
ogni 7 € I

Supponiamo inversamente che F N F sia chiuso per ogni 7 € /.
Siccome F; ¢ chiuso in X, per la proposizione 2.2 b) Fn F; ¢
un chiuso di X e quindi

F=Fn(JF)y=UEFnF)

1€l 1€l

& unione di una famiglia localmente finita di chiusi. Dalla proposi-
zione 5.13 del capitolo primo segue che F ¢ chiuso.
Supponiamo che 4 N F; sia aperto in F; per ogni i € /. Risulta

banF=F—AanF,

che & chiuso in F;. Per quanto abbiamo gia dimostrato, BA ¢ chiuso
in X e quindi A4 ¢ aperto in X. Q.E.D.

Esempio

[2.6] X & uno spazio metrico, con la topologia indotta dalla
distanza. Un sottoinsieme F di X & chiuso se, e soltanto se, perogni
disco S di raggio 1 Dintersezione FF N S & chiusa in S.

Definigione 2.5. Diremo che un sottoinsieme S dello spazio to-
pologico X & localmente chinso in un punto x € § se esiste un intorno
U di x tale che S n U sia un sottoinsieme chiuso del sottospazio U.
Si dira che S & Jocalmente ehiuso, se S & localmente chiuso in ogni suo
puato.

Proposizione 2.6. Un sottoinsieme S dello spazio topologico X & lo-
calmente chiuso se, e soltanto se, S ¢ intersexione di un aperto e di un chinso.

Dimostragione. Sia
S=FndA

con F chiuso ed A aperto in X. A4 ¢& intorno di ogni suo punto,
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ed in particolare di ogni punto x di S. AnS=.A4n F ¢ chiuso
nell’intorno 4 di x.

Inversamente, se S & localmente chiuso per ogni punto x € S,
esiste un intorno aperfo U, di x tale che S N U, sia chiuso in U,.
Consideriamo il sottospazio

A=Y

di X. Esso & un aperto di X. Inoltre U, & aperto in A. Per la propo-
sizione 2.3, 5 & chiuso nel sottospazio 4. Pertanto esiste un chiuso
F di X tale che

S=Fn A Q.E.D.

Corollario 2.7. Sia f: X — X' un applicagione continna di uno spazgio
topologico X in uno spagio topologico X', Limmagine inversa di ogni in-
sieme localmente chinso di X' ¢ un insieme Jocalmente chinso di X.

Esempi

[2.7] Un chiuso, oppure un aperto di uno spazio topologico X
& un sottoinsieme localmente chiuso.

[2.8] L’insieme Q dei razionali non ¢ un sottoinsieme local-
mente chiuso della retta reale R.

[2.9] Nel piano euclideo R? Pintervallo aperto
{(e, ) eRB|a <x <b; y =0}

& un sottoinsieme localmente chiuso.

Sia f: X — X' un’applicazione di uno spazio topologico X in
uno spazio topologico X'. Sia Y’ < X' tale che f(X) < Y'. Lap-
plicazione f puo essere considerata come un’applicazione di X in
Y’; precisamente possiamo definire Papplicazione

g XY

ponendo g(x) = f(x) per ogni x € X.

Se i+ Y'— X’ denota l'applicazione identica di ¥" in X' Pap-
plicazione g & caratterizzata dalla proprieta

f=iog: XY
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Dal fatto che Y” ha la topologia indotta da X' segue la:

Proposizione 2.8. L’applicazione f ¢ continua se, e soltanto se, ¢ continua
Papplicazione g di X nel sottospagio Y' di X'

Dimostrazione. Se g & continua, anche f= i’ o g & continua, per-
ché prodotto di applicazioni continue.

Supponiamo f continua e dimostriamo che g & continua; per ogni
aperto B’ di Y’ esiste un aperto A’ di X' tale che

B'=ANnY =i-14)

Pertanto
HB) =gt [ (A)] = ([ og) M (A) = f1(A)
che ¢ un aperto di X. Q.E.D.

Sia ora Y un sottoinsieme di X, ed 7: Y — X 'applicazione iden-
tica di Y in X.

Definizione 2.9. La restrizione di fa Y & 'applicazione f i Y —>X'
definita ponendo

Sir(3) =f() per ogni y e Y,

ossia

fiy=foir ¥ > X".

Pertanto, se f: X — X' & continua ed Y & un sottospazio di X,
anche fip: ¥ X' ¢ continua perché prodotto di due applicazioni
continue.

Se fiy: ¥ — X' & continua in un punto y del sottospazio Y o
¢ continua su tutto il sottospazio Y, diremo che f & rispettivamente,
continua rispetto a Y nel punto y € Y oppure continua rispetto a Y.

Dunque, se f: X — X" ¢ continua (continua in un punto y € Y),
S & continua rispetto al sottospazio Y di X (continua nel punto
¥ € Y rispetto al sottospazio Y di X).

Sia {A}pen una famiglia di sottoinsiemi dello spazio topolo-
gico X che soddisfa alle ipotesi della proposizione 2.3 oppure alle
ipotesi della proposizione 2.4, e sia f: X — X' un’applicazione di
X nello spazio topologico X

Proposizione 2.10. L’applicazione fr X — X' ¢ continua se, e soltanto
se, f & continua rispetto ad ogni A,, ossia se, e soltanto se, ¢ continua la re-
strizione 4,0 Ay— X' di f ad A, per ogni he H.
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Dimostragione. Sia i,: A, — X Papplicazione identica di A4, in
X e sia A" un aperto di X'. Risulta

Siay (A) = (foin) (A) =i '[f (AN =f(A) " A,

Siccome f, 4, € continua, risulta f-1(A") N A, aperto in A,
Per la proposizione 2.3 oppure 2.4, a seconda delle ipotesi verificate
dalla famiglia {4, }seq, f~1(A’) & un aperto di X. Q.E.D.

Esempio

[2.10] Sia 7= {0, 1] con la topologia indotta dalla retta reale;
un arco a dello spazio topologico X & un’applicazione continua
a: [ — X. Siano a, b due archi di X tali che «(1) = 4(0); si chiama
prodotto dei due archi a e b I"applicazione @ - b: [/ — X cosi definita:

1
sa(Zz) se 0< s

a-b(t)={

( b2t —1) se

1

< < L.
2

L’applicazione a - # ¢ un arco di X; infatti sono continue le re-
strizioni di - & ai due intervalli chiusi [0, 1/2] e [1/2, 1], dopo di
che Passerto segue dalla proposizione 2.10.

3. Prodotto di due spagi topologici

Vogliamo definite una topologia nel prodotto cartesiano di una
qualsiasi famiglia di insiemi, a partire da una famiglia di topologie
assegnate su questi ultimi. Per maggior chiarezza cominceremo a
considerare il caso in cui la famiglia consta di dwe spazi topologici.
Successivamente esamineremo il caso di una famiglia qualsiasi.

Siano X e Y due spazi topologici, sia X x Y il prodotto catte-
siano cioe¢ I'insieme delle coppie (x, y) con x € X ed y € Y, e siano

pr XXY->X, g4 XXY->Y
le proiezioni canoniche associate a tale prodotto, ossia definite da

P, y)=x, 4q(x, y)=y per ogni (x,y)e X x Y.
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Definizione 3.1. Topologia prodotto su X x Y ¢ la topologia meno
fine rispetto alla quale le proiezioni p e ¢ sono continue. L'insieme
X X Y con la topologia prodotto dicesi lo spagio prodotto dei due spagi
topologici X e Y, od anche, il prodotto topologico di X e Y.

Teorema 3.2. La topologia prodotto in X X Y ha per base la famigiia
dei prodotti U X V dove U & aperto di X e 1/ ¢ aperto di Y.

Dimostragione. Siano t; la topologia meno fine in X X Y tra
quelle per cui p: X X Y — X ¢ continua, 1, la topologia meno fine
di X x Y tra quelle per cui ¢: X X Y —Y ¢& continua.

Gli aperti di 7, sono i sottoinsiemi

p1(U)=UxY di Xx Y con U aperto in X.
Gli aperti di T, Sono i sottoinsiemi
g (=X x Vdi XX Y con IV aperto in Y.

La topologia prodotto 7 ¢ la topologia meno fine tra le topolo-
gie che sono piu fini sia di 7, sia di 7, € quindi, per quanto ¢ stato
gia visto nell’esempio 3.5 del capitolo primo, una base B di 7 ¢
la famiglia delle intersezioni di un aperto di 7, con un aperto di 7,

Dunque 7 ha per base i sottoinsiemi

PO g (V)= Ux Y) A (X x V)= UnX)x (YA V)=
=Ux V. Q.E.D.

Proposizione 3.3. Se B ¢ una base su X ¢ € una base su'Y, la famiglia
D={Bx C|Be®, Ce€}
¢ una base del prodotto topologico X X Y.

Dimostragione. Gli elementi di D sono aperti della topologia
prodotto. In base al teorema 3.2, per dimostrare che D ¢ una base
nello spazio X X Y basta far vedere che il prodotto di un qualsiasi
aperto U di X con un qualsiasi aperto 17 di Y ¢ unione di elementi
di O. Infatti, esiste una famiglia {Bi},-e, di elementi di B e una fa-
miglia {C};e; di elementi di € tali che

uv=8, v=UG.

el jeJ
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Pertanto si ha

! ! oI Q.E.D.

Proposizione 3.4. Un sotdoinsieme P dello spagio prodotto X X Y

& un intorno di un punto (%, y) € X X Y, se, e soltanto se, esiste un intorno
M d& x in X ed un intorno N di y in Y tali che M x N < P.

Dimostragione. Se P & un intorno di (x, y), per la proposizione
5.8 del capitolo primo esiste un aperto U di X ed un aperto IV'di Y
per i quali si ha
(e, ))eUX VP

Siccome U e 17 sono aperti, contenenti rispettivamente x € j,
essi sono intorni di x e di y.
Inversamente siano M e IN due intorni di x e y tali che

Mx N c P.

Esistono un aperto U di X ed un aperto 17 di y tali che

xeUcM, yelVecN.
Ne segue
(¢, ))eUXx VecMxNcP Q.E.D.

Corollario 3.5. Se M(x) ¢ N(y) sono sistemi fondamentali di intorni
di un punto x € X ¢ di un punto y € Y, la famighia dei prodotti di un ele-
mento M(x) per un clemento di N(y) & #n sistema fondamentale di intorni
di (x,y) € X X Y per la topologia prodotto di X X Y.

Segue dalla proposizione 3.4 che un punto (x, y) ¢ aderente al
prodotto M x N = X X Y se, e soltanto se, x & aderente 2 M e
y & aderente a N. In altre parole:

Proposizione 3.6. Nello spagio prodotto X X Y, la chiusura del pro-
dotto M X N < X x Y ¢ il prodotto M X N della chinsura di M in
Xedi NinY.

Proposizione 3.7. Se B & un sottoinsieme dello spazgio topologico X, e
C ¢ un sottoinsieme dello spazio topologico Y, allora

o
I

Bx C=BxC.
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o ]
Dimostrazione. Infatti B x C & un aperto, contenuto in B X C;
dunque

o [} /c\ . /0\ . .
B x C < Bx C. Viceversa, se (x, y) € (B x C), ossia & interno a
B x C, esiste un intorno U di x, ed uno 17 di y tali che

G, )elUx VeBxC,

e quindi x € U < B, ye IV = C. In altre parole x ¢ interno a B,
y ¢ interno a C, ossia (x, y) € B x C. Q.E.D.
Siano S« X e 7' Y due sottospazi di X ed Y rispettivamente.

Proposizione 3.8. La topologia indotta da X X Y sul sottospazio
S X T coincide con la topologia prodotto della topologia indotta da X su
SedaY su 1.

Dimostragione. A < § x T & un aperto di § x 7 per la topolo-
gia indotta se esiste /7 aperto in X x Y tale che

A= (S xT)n H.

Per la proposizione 3.2 ¢ H = Ui (U; x V) con Uy, aperto in
X e VV; aperto in Y; dunque

A=ExT)n [Ui(Ui X Vyl= Ui[(S XT)n (U;x Vy)]=
=S n Uy x (T n )]

e cid prova che A4 & aperto in § X T per la topologia prodotto della

topologia indotta da X su S e quella indotta da Y su 7.
Le stesse relazioni, lette in senso inverso, provano il viceversa.
Q.E.D.

Proposizione 3.9. Stano X ed Y due spagi topologici. Le proiegioni
canoniche p: X X Y —~ X ¢ g X X Y — Y sono aperte (rispetto alla
topologia prodotto), ossia trasformano aperti in aperti.

Dimostrazione. Basta provare che se (x, y) ¢ interno ad un sotto-
insieme A di X x Y, allora x = p(x, y) ¢ interno a p(A).

Esiste, per la proposizione 3.4, un intorno U di x in X ed un
intorno 17 di y in Y tali che (x, y) e Ux IV < A. Ne segue

x=p(x, 3) €p(UX V)= U < p(A),

Analogamente per 4. Q.E.D.
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Esempi

[3.1] Se X ed Y sono due insiemi infiniti con le topologie che
hanno per chiusi (oltre, rispettivamente, X ed Y) i sottoinsiemi finiti,
la topologia prodotto di X X Y & strettamente piu fine della topologia
che ha per chiusi (oltre X x Y) i sottoinsiemi finiti.

[3.2] Se R ¢ la retta reale, in R? = R x R i rettangoli senza con-
torno con i lati paralleli agli assi delle coordinate sono una base della
topologia prodotto.

[3.3] Sia (¢, yo) un punto dello spazio prodotto X x Y di due
spazi topologici X, Y. I sottospazi X x { yo} ed {x,} X Y'di X x Y
sono rispettivamente omeomorfi ad X ed Y (gli omeomorfismi es-
sendo la restrizione di p: X' X Y — X ad X x { y,} e la restrizione
di ¢: XX Y—>Y ad {x} x Y).

[3.4] Sia X uno spazio topologico ed X?= X x X il prodotto
topologico di X per X. L’applicazione

1 X% X?definitada f(x, y) = (1, x) per ogni (x, y) € X?
J J, X) per og J

¢ un omeomorfismo.

4. Prodotti di spagi metrici

Siano X, e X, due spazi metrici, con funzioni distanza 4, e d,.
Siano xy, yy € Xy; %y, Y2 € Xy X = (31, %), 0 = (I, 02) € Xy X X,
Lemma 4.1. Le fungioni a valori reali definite su
(Xy X &) X (X % XY)
dalle formule
‘ d(x, y) = Sup. [di(xy, 31), da(>s 32)],
(1) ’ d'(x, y) = dy (31, 1) + da (2, J2)s
| 4" (x, ) = V4, (e 1)? + da(xa, 32)%
sono delle distange su X, X X,. Per esse risulta
@) d(x, 3) < d"(x, y) < d'(x, y) < 2d(x, y).

Dimostragione. Si verifica subito che le funzioni 4 e 4' soddisfano
alle condizioni I-IV della definizione 4.1 del capitolo primo, e che
la 4" soddisfa alle I, II e IV. Proviamo che per 4" vale la IIL
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Posto
Z: ({1’ {2) € Xl X XZ)
si ha
d'(x, g)= \/dl(xn D) dy (X, ) <
< \/[dl(xb )+ 4 P+ [de(xe :) + d2(9, )%

Ricordiamo che se g =a+ b, ' = ¢+ id sono due numeri
complessi, intercede tra i moduli la relazione | g+ 2/ | < [z |+ [ 2|,
ossia per ogni quaterna 4, 4, ¢, d di numeri reali si ha

V@t o+ G+dp<vVa+Bvet &
Ne segue

d"(x, ) < \/dl(xl»}’l)z + da(x 92)" + \/dl()’n )P+ 4 (s %2

ossia

d"(x, ) <d"(x, )+ 4d"(y, 2.

Inoltre d'"(x, y) & maggiore o eguale alla radice quadrata del
pid grande degli addendi che compaiono sotto il segno di radice
in (1). Pertanto risulta

d(x, y) < d'(x, y).
Draltra parte

d'(x,y) = le(xl’jl)2+ dy (X2, Y2 ' < dy (%4, 1)+ o (35, y2) = d' (>,).
Infine

d'(x, y) = dy (1, 1) + &y (52, ¥2) < 2 Sup.(dy (1, 31), @5 (%2, 95)) =
= 2d(x, y). Q.E.D.

Dal lemma precedente discende la
Proposizione 4.2. Le distange d, d', ¢ d'' definiscono su X, x X,

la stessa topologia. Questa coincide con la topologia prodotto delle topologie
indotte da dy su X, e da d, su X,.

Dimostragione. Siano S(x, €), $'(x, €) € 5" (x, ¢) i dischi di cen-
tro x e raggio ¢ per le distanze d, d' e d"'.
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Dalla (2) segue che
S(x, &) < S'(x, 2e) < 5" (x, 2e) < S(x, 2¢).

Una qualunque delle tre successioni di dischi

. 1 1
S|x, — S x, —
n n
costituisce un sistema fondamentale di intorni per ciascuna delle to-
pologie definite su X, x X, dalle distanze d, d' e 4''. Pertanto tali
topologie coincidono. Resta da dimostrare che queste topologie
coincidono con la topologia prodotto.

Se S,(xy, €) = X, e Sy(x,, €) < X, denotano i dischi di centri
x, e x, e raggio e per le distanze 4, e 4, in X, ed in X,, risulta

A 1
S (x, 7); per n=1,2,..

b b

S1(oxp, &) X 53(x, &) = S(x, ¢). Q.E.D.

Esempio

[4.1] Se R ¢ la retta reale, con la distanza 4,(x, y) = | x—y |,
in R2= R x R i dischi delle distanze d, 4, 4’ del lemma 4.1 sono
rispettivamente i quadrati (senza contorno) coi lati paralleli agli
assi delle coordinate, i quadrati (senza contorno) con le diagonali
parallele agli assi delle coordinate e gli interni dei cerchi.

5. Topologia prodotto ed applicagioni continue

Dalla proposizione 3.4 segue il

Teorema 5.1. Sia f unapplicagione dello spazio prodotto X X Y in
uno spazio topologico Z. f & continua nel punto (x,, y,) € X X Y se, per
ogni intorno W di f(x,, y,), esistono un intorno U di x, in X ed un intorno
V diy, inY, tali che f(UX V) < W.

Corollario 5.2. Se f ¢ continua nel punto (x,, ¥,) € X X Y, le appli-
cagioni f, : x — f(x, y,) di X in Z e fo, 3= f(x0 ) di Y in Z somo
continue nel punto (x, ¥,)-

Esempio

[5.1] Supponiamo che f: X X Y — Z sia tale che, per ogni scelta
del punto (x,, y,) in X x Y, le applicazioni f,: X ~Zef,: Y —>Z
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siano continue. Una f siffatta non ¢ necessatiamente un’applicazione
continua di X' x Y in Z.

Consideriamo in R? la topologia 7 cosi definita: ¢ & la famiglia
dei sottoinsiemi 4 di R? che hanno la proprieta seguente.

Consideriamo in R? le famiglie di sottoinsiemi (X yers (Yo)zer
dove X, =R x {y}, ¥, = {x} X R, con la topologia indotta dalla
topologia prodotto della topologia della retta reale per se stessa. In al-
tre parole X, ¢ una parallela all’asse delle x ed Y, & una parallela all’asse
delle y, entrambe con la topologia della retta reale (v. esempio 3.3).

Un sottoinsieme A4 di R? appartiene a 7 se, e soltanto se, le in-
tersezioni X, N A, ed Y, N A sono aperti della retta reale per
ogni (x, y) € Rz

E immediato verificare che la famiglia 7 soddisfa agli assiomi
degli aperti. Dimostriamo che 7, che ovviamente & pia fine della
topologia euclidea, ¢ strettamente piu fine di questa; dimostriamo
cioe che esiste un aperto di 7 che non & aperto nella topologia euclidea.

Sia F' Pinsieme dei punti della successione {(Un, 1m)}pers
ed A=[F Ogni parallela all’asse delle x, oppure all’asse delle y
¢ contenuta in .4, oppure la sua intersezione con .4 & se stessa meno
un punto. Dunque A & un aperto di 7, ma non ¢ un aperto della to-
pologia euclidea, perché Porigine & un punto di A4 che non & interno
ad A.

Consideriamo Iapplicazione identica 7: R2— R? di R® con la
topologia prodotto della retta reale per se stessa (e coincidente con
la topologia euclidea, per la proposizione 4.2) in R2 con la topologia
T sopra descritta.

Per la proposizione 2.8 del capitolo primo 'applicazione / non
¢ continua (del resto non & continua nell’origine). D’altra parte le
applicazioni 7, : R —»R? ed 7, : R—>R? sono continue per ogni
(%0 30) € R2.

Siano g1 Z — X, h: Z->Y due applicazioni di un insieme 2
in due insiemi X ed YV, esia #: Z— X x ¥ Papplicazione definita
da £(z) = (£(2), #(g)) per ogni g € Z, ossia tale che

pok=yg 7> X, gok=h: 7Y

dove p, ¢ sono le proiezioni canoniche del prodotto X x Y.
Denoteremo talvolta 'applicazione & con £ X A

Teorema 5.3. L’applicagione k & continua in un punto 3, € Z se, e
soltanto se, g ¢ b sono continse nel punto z,.
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Dimostragione. Poiché p e g sono continue, se £ & continua in
% £ € b sono continue.

Inversamente siano g e 4 continue nel punto g, € Z, e sia W
un qualsiasi intorno di £(3,) = (g(%,), #(3,))- Per la proposizione
3.4 esistono un intorno U di g(z,) € X ed un intorno I di b(z,) €Y,
tali che U x IV < W. D’altra parte, essendo 4 e £ continue in g,
esistono due intorni Ny e N, di g, tali che

N) U,  hNye V.
Consideriamo Pintorno N = N, N N, di g,. Risulta

E(N) = g(N) x h(N) = Ux V < ¥,

sicché £ ¢ continua in g,. Q.E.D.

Siano X e Y due insiemi ed 4: X — Y un’applicazione di X in Y.

Definizione 5.4. 11 sottoinsieme di XxY
Iy = {(x,5) e X x Ylj-—-b(x)}

dices il grafico dell’applicazione 4. Qualora Y = X il grafico dell’ap-
plicazione identica 7: X — X, I'= {(x, x) € X x X} chiamasi la
diagonale di X x X.

Proposizione 5.5. Lapplicagione h: X — Y dello spagio topologico X
nello spazio topologico Y ¢ continna se, e soltanto se, | ‘applicazione

E=ixh X—>XxY,

definita da k(x) = (x, h(x)) per ogni x € X, ¢ un omeomorfismo di X
col sottospagio Ty di X X Y.

Dimostragione. Sia i': It — X X Y Papplicazione identica (con-
tinua) del sottospazio I}, di X X Yin X X Y, e &: X — I} l'ap-
plicazione (v. paragrafo 2) tale che

E=io0k: X—>XxY.

Se # ¢ un omeomorfismo, £ & continua e quindi /= go k &
continua.

Supponiamo inversamente che 4 sia continua. Dal teorema 5.3
(ove si ponga Z = X, g=i: X — X) segue che £ & continua. Per
la proposizione 2.8 I'applicazione £ & continua.
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D’altra parte &' ¢ bigettiva € risulta

k(% b(x)) = x=plx, h(x))

ossia
-1

Quindi 4! & continua. Q.E.D.

6. Prodotti di famiglie qualunque di spazi topologics

Sia (X, Ti)er una famiglia di spazi topologici, X un insieme
ed F= (fir X — Xiier una famiglia di applicazioni f; di X in X;.

Per ogni i € [ si puo considerare su X la topologia t; meno
fine tra le topologie per le quali Papplicazione f; & continua. Per
la proposizione 1.1 7z, ¢ la famiglia f;71(z;) delle immagini inverse
mediante f; degli aperti di ;.

Sia ® la famiglia dei sottoinsiemi B di X del tipo

B: A.,;lm.A"zm aee ﬂAi"

dove J= (i}, f3 -, ) € UD qualunque sottoinsieme finito di [ e
A, (per h=1,2, ..., n) & un aperto di 7y, . Dagli assiomi per gli
aperti di una topologia segue che B & base di una topologia su X.
Vale al riguardo il teorema seguente di cui la proposizione 1.1 ¢
un caso particolare.

Teorema 6.1. La famiglia B & una base della topologia g meno fine
tra le topologie ©' di X per le quali ¢ continua ogni applicazione f; della
famiglia &.

Dimostragione. Ogni topologia 7' contiene la famiglia 7, per
ogni i € 1. D’altra parte B ¢ la famiglia delle intersezioni finite di
elementi delle 7, per ogni 7 € /. Per la proposizione 3.5 del capitolo
primo la topologia meno fine g tra le topologie 7’ & generata da 8.
Per quanto abbiamo osservato sopra, @ & base di una topologia su
X, che pertanto coincide con la topologia 7g. Q.E.D.

Sia {X}is una famiglia di spazi topologici, X = [ X; il
el
prodotto cartesiano degli insiemi X;, B= {pi: X — X}ier la fami-
glia delle proiezioni canoniche dellinsieme X sugli spazi X
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Definigione 6.2. Topologia prodotto su X ¢ la topologia g meno
fine tra le topologic per le quali le applicazioni p; sono continuc.
I’insieme X munito della topologia prodotto si chiama /o spagio
(topologico) prodotto od anche il prodotto topologico della famiglia di spazi
ifiel”

Dal teorema 6.1 segue la:

Proposizione 6.3. La topologia prodotto su X ha per base la famiglia
o di tutte le intersegioni finite degli insiemi p(Ay) al variare di i in 1
e di A, nella famiglia degli aperti di X,

Se {X,, Xs, s X,} ¢ una famiglia finita di spazi topologici, la
base B della topologia prodotto di X; X X, X ... X X,, descritta
nella proposizione 6.3, ¢ la famiglia dei sottoinsiemi

A x Ay X oo X Ay,

dove A, & un qualunque aperto di X, per h=1,2, .., n In par-
ticolare, per # = 2, si ritrova la proposizione 3.2.

Esempio

[6.1] Sia (X, 7;) una famiglia infinita di spazi topologici con
la seguente proprieta: per ogni i € 7, escluso al pid un numero finito
di essi, la topologia 7; non ¢ la topologia indiscreta.

La famiglia 8* dei prodotti B= T[] A dove As ez, & base

fel
di una topologia su X = [T X, strettamente pit fine della topologia

prodotto 7. el
Infatti B* ricopre X; se poi B = r[ A, B = n Al sono
el iel
due elementi di 8%, risulta B N B = H (A; n A;) e B~
el
Sia B= H A, con A; aperto in X; e diverso dal vuoto e da

el
X, escluso al pit un numero finito di indici per i quali A; = X;.
Non pud esistere un numMero finito di indici #,, 7g, ..., fn con U, € T4,
Ui, € Tipp U, e, tali che
y () N pi, " (Uy) N e N pi, N (Ug) < B 0.E.D
In particolare la topologia prodotto di una famiglia infinita di
spazi topologici aventi la topologia discreta, ed infiniti dei quali hanno
almeno due punti, ¢ strettamente meno fine della topologia discreta.
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Molte delle proposizioni stabilite nei paragrafi 3, 4 e 5 per il
prodotto di due spazi topologici si lasciano generalizzare senza diffi-
colta, con dimostrazioni analoghe, al prodotto di una famiglia qual-
siasi di spazi topologici.

Enunciamo alcune di tali estensioni, lasciando al lettore il com-
pito di svolgere le dimostrazioni, nella traccia delle analoghe dimo-
strazioni indicate nei paragrafi precedenti.

Proposizione 6.4. Sia data, per ogni i € I, una base B; su X,. La
topologia prodotto su X = HX i ha per base Pinsieme (delle intersegioni
el
di tutte le fumiglie finite) di sottoinsiemi di X della Sforma HB‘- con B; € B,
tel

per un numero finito di indici i € I, ¢ By= X, per tutti gli altri indici.
Sia F={f;: Y X}y una famiglia di applicazioni dello

spazio topologico Y negli spazi topologici X; e sia f: ¥ — X = T
I'applicazione di Y in X definita da il

SO) = {fi(])}iei per ogni y €Y,
ossia tale che
piof=fit Y- X, per ogni i e [.
Se X ha la topologia prodotto, si ha che:

Proposizione 6.5. L’applicazione f ¢ continna in un panto y € Y,
se ¢ soltanto se, f; é continna nel punto y € Y per ogni i € L.

Dimostragione. Se f & continua in y, f; = p; o f & continua in .
Inversamente sia f; continua in y per ogni i € /. Sia A un qualsiasi
aperto di X contenente f(y). Per la proposizione 6.3 esiste un
numero finito di indici, 7, ..., 7,, ed un numero finito di aperti
Ay < Xy o, A, < X, tali che

FO) € P (Ay) N P (AL O 0 pi(A) < A

Poiché le applicazioni i o /i, sono continue in y, esiste un
aperto B < Y, y € B, tale che

fuB) & Ay ey [ (B) € A,
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Risulta
f(B) = I—I[ fiB) = pi ' (A) O N pii(A;) < A
Pertanto f & continua in y. Q.E.D,
Esempio

[6.2] Sia x = (x, x5, ..., x,) €RY, y= (7, 3, - Je) ERE e
stano ¢,: RE—>R (b= 1, 2, ..., &) le proiezioni canoniche di R*.
Se f: R* — R¥ ¢ un’applicazione di R* in RE, le £ applicazioni
Jo=gno f: R"—>R si rappresentano scrivendo

In = fuln, xay vy X)) per b=1,2, ..., &

¢ sono £ funzioni a valori reali su R”, o, come anche si dice, sono
funzioni reali delle » variabili x,, x,, X,

L’applicazione f ¢ continua in x® = (x§, x8, ..., x9) (rispetto
alle topologie euclidee di R® ed R¥) se, e soltanto se, sono continue
in x0 le £ funzioni f,, ossia se, e soltanto se, fissato & > 0, esiste 6 = 0
tale che per ogni x = (xy, x,, ..., x,) con | x, — x?| < & (per ogni
r=12,..n)siha| f(x)— f(x*) | <& (perognib= 1,2, .., k).

Sia (X.i)iex una famiglia di spazi top.ologici e sia (Ia)'ae 4 una
partizione di / in sottoinsiemi /, non vuoti e a due a due disgiunti.

ceey

Poniamo:

X = 1] X, ps X — X, proiezioni canoniche di X

>

iel

Xeo= ] Xi pas Xi— X, proiezioni canoniche di X,
1€l

X' =[] X¢ pa: X' — X[ proiezioni canoniche di X',
acA

e consideriamo in X, X, X' le topologie prodotto corrispondenti.

Per ogni 7 € [ sia a(i) 'elemento di A tale che i € /,, e con-
sideriamo la famiglia di applicazioni continue (rispetto alle topologie
introdotte)

Ji = Patiri © pat X' — X,
Sia f: X' — X Papplicazione indotta dalle applicazioni f;, ossia

tale che p;of= f;: X'— X, per ogni i € I. Per la proposizione
6.5, Papplicazione f ¢ continua.
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D’altra parte per ogni @ € A la famiglia di applicazioni
{ps: X — X }ier, definisce I’applicazione ‘
ga: X — X, tale che py;08 = pi: X~ X,
anch’essa continua, per la proposizione 6.5.

A sua volta, la famiglia di applicazioni {ga: X —"Xt;}aeA de-

finisce un’applicazione
g2: X — X'taleche p, 08 = L X — X, perognia e A4,
essa pure continua, per la proposizione 0.5.
Abbiamo costruito due applicazioni continue
fi X=X g XX\
Dimostriamo ora che

Proposizione 6.6. Le applicazioni f e g sono omeomorfismi, Puno in-
verso dell’altro. (Proprietd associativa del prodotto topologico.)

Dimostragione. Per la proposizione 2.7 del capitolo primo basta
dimostrare che fog= identita su X e go f= identitd su X'.
Sia x = {xi}ier € X; risulta
piofog(x)=fiog(¥) = Paw.i®Plati 0 g(x) = Patir,i © Gatir (¥) =
= p;(x) = x; per ogni i € 1,

e cid prova che fog(x)= x per ogni x € X.
Sia x' = {xg}aes dove x;' = {i}ie1,; dobbiamo dimostrare che
paogof(x') = x; pet ogni a € A, ossia che
Pa.i©Paogof(x") = x; per ogni 7 € I,
Risulta:
Pai©Pa© 80 f(X') = Paji © a0 f(x') = P of(x") = filx") =
= Patiri © Paer (%) = Patir, i an) = ¥i>

e cid prova che g o f(x') = x' per ogni x’ € X', Q-E.D.

7. Prodotto di sna famiglia numerabile di spagi metrici

Sia (X,, dp)nene una famiglia numerabile di spazi metrici, € sia
X =T] X, il prodotto cartesiano degli insiemi X,. Dimostre-

neN*
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remo che anche in questo caso Ppossiamo definire su X una
distanza d che induca, come nel paragrafo 4, la topologia pro-

dotto su X.
Possiamo supporre (v. esempio 4.6 del paragrafo 1) che per

ogni 7 € N* ed ogni X, Ju € X, sia d,(xp, ya) < 1.
Premettiamo le osservazioni seguenti:

o1
z'7<l per ogni 7 € N*.
1

Sia {@,}nene una successione di numeri reali tali che 0 < 4, < 1.
Risulta

n

1
z,—'—<z,4<1 per ogni n € N*
T 27 T 2T

e quindi esiste

< a LN
1 L =Sup.| D, 5| <1
@ 5 5-se[3 5]

neN¢ 1

Se {au}nene, {bnpnens {cafnene sonoO tre successioni di numeri
reali compresi tra 0 e 1, tali che

¢n < an + bn per ogni 7 € N*,

risulta
= [r — a’ = bi
Ly, — .
@ 2o <2y + 20 %
Infatti per ogni n € N* si ha:
n ¢ n a, n br
i r >
Y Tty
ne segue
n ff o0 ﬂ,. oo br
< r Ay r Ay ?
Yy<rrty e
e quindi la (2).

In modo analogo si prova che

oo

ay s

p+1

p—

a

r - 1‘4 hnd o
2 <2 P T

[l Y
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Cid posto, siano x = {Xp}bnens, ¥ = {Jnjnene due punti di X,
Poniamo

oo

d.(x,, ,
3) mngigﬂ.

Manifestamente d(x, y) ha le proprieta I, IT, IV del paragrafo 4, ca-
pitolo primo. La relazione triangolare TII & conseguenza immediata

della (2).

Proposizione 1.1.  La distanga d induce nel prodotto cartesiano
X = H X, la topologia prodotto.

neN*

Dimostragione. Sia x = {xn}neN. un punto di X. Dati £ numeri
naturali 7, < 7, < ... < m ed un numero reale > 0, il sottoinsieme

U dei punti y = { y,}nens di X tali che
“4) Ao (Xny Vn) < & peri=1, .., k

¢ un intorno di x per la topologia prodotto. Il sistema A (x) degli
intorni U di x siffatti, al variare di #, < ... < 7. e di g, & un sistema
fondamentale di intorni di x per la topologia prodotto.

Dimostriamo che dato I'intorno U di U (x) associato ad #, < ...
< mead ¢, il disco S(x, ¢) di centro x e raggio o — £/2" & conte-
nuto in U. Sia infatti

< dr Xrs Vr £
d(.X‘, J/) = Z" ( 21'},) <Z o7 .
1

Ne segue

a,(x,, 3,) e
Ty TS om

e quindi le (4).
Dimostriamo inversamente che, dato un disco § (x, o), esiste un
intorno U di (x) contenuto in §(x, 0).

Tl < %, e sia U Pintorno
di W(x) associato ai numeri naturali 1, ..., pead e= 2 Per-
tanto se y € U si ha: 2

Sia p un intero positivo tale che -

a,(x,, 3,) <2i per r=1,2, .., p.
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Ne segue
< d(xr,}'r) 2 dr(xr’_}’r) & df(x"’)lf)
= S SV I + 5, <
doo ) = 2, TR = 3 TR 5 S
cp LS Lo e,
Pyt Ay ST
ossia y € S(x, p). Q.E.D.

Esempi

[7.1] Sia 7= [0, 1] con la topologia indotta dalla retta reale R.
Per ogni # € N* sia [, una copia di 7. Il prodotto cartesiano

™=T] L

neN*
¢ linsieme delle successioni di numeri reali compresi tr’; 'O e 1.
Siano x = {xX,}uene, ¥ = { Jnnene due elementi di /N

oo

1
d(x:)’)zzr? . ’Jr'—xrl

¢ una distanza in /N* che induce su /N" la topologia prodotto.

[7.2] Sia R la retta reale, e per ogni » € N* sia R, una copia
di R. 1l prodotto cartesiano

R¥= ][R,
neN*
¢ Pinsieme delle successioni ;di numeri reali. Siano x = {x,}nen,
7= {Jnjnene due elementi di RN";
=1 | Jr— 2|

d(x, y) = Dy = T
(X’J) 1 2r 1+ |,yr—xr|

¢ una distanza in RN* che induce su RM la topologia prodotto.

[7.3] Sia R la retta reale e per ogni 7 € R sia R, una C(?pia di
R. 11 prodotto cartesiano (v. esempio 5.8 del capitolo primo)

RR= n Rt

teR
¢ Pinsieme delle funzioni su R a valori reali. La topologia prodotto su
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R® coincide con la topologia descritta nell’esempio citato 5.8 del
capitolo primo, ma lo spazio topologico R® non & metrizzabile.

Infatti (v. esempio 5.1 del capitolo primo) ogni punto x di uno
spazio metrico (X, d) possiede un sistema fondamentale di in-
torni che ¢ numerabile, mentre cid non & vero per la topologia pro-
dotto di R®. Sia infatti per assurdo {A,}un un sistema fondamen-
tale di intorni di x%= (x,)er dove x,= 0 per ogni #€R. Per
ogni n € N esiste /, < R, 7, finito, e per ogni ¢ € /, esiste un in-
torno U, di 0, tali che

x% € ﬂ YUy < A,.

tel,

Il sottoinsieme [ = U 7, di R & numerabile. Esiste quindi un
neN
numero reale s ¢ /. Sia y° = (y,)r dove y, =1, y,= 0 per 7+ s
Risulta y° € A, per ogni numero naturale ». Cio & assurdo, perché,
posto U, = |—1/2, 1)2[, U = p,~Y(U,) ¢ un intorno di x° che non
contiene y°.
Analogamente il prodotto topologico /7= [ [ 1,, dove /, & una

copia di 7= [0, 1], non & metrizzabile. tel

8. Spagi guogienti

Sia 7: X — X' un’applicazione di uno spazio topologico in
un insieme X’. Una qualsiasi topologia su X" rispetto alla quale =
sia continua ¢ tale che immagine inversa di ogni aperto di X' &
un aperto di X.

Sia 7 la famiglia di sottoinsiemi di X" tali che

1 A eveatl(A) & aperto in X.

Si verifica facilmente che la famiglia = soddisfa alle condizioni
a), b) e c) della definizione 1.1 del capitolo primo. Essa ¢ dunque
la famiglia degli aperti di una topologia su X', la quale & la topo-
logia pid fine rispetto alla quale 7 & continua.

Se & non & surgettiva, ogni punto di Bn(X ) ¢ aperto. Quindi
la topologia indotta dalla v su Uz (X) ¢ la topologia discreta.

Supponiamo che X' sia dotato della topologia piu fine rispetto
alla quale n: X — X' & continua, e sia f: X' — X" un’applicazione
dello spazio topologico X' in uno spazio topologico X'
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Proposigione 8.1. L’applicazione [ ¢ continua se, e soltanto se,

fom: X— X" ¢ continua.

Dimostragione. Se f & continua, fo z & continua, perché prodotto

di due applicazioni continue.

Viceversa, se [ o @ ¢ continua, e se 4 & un qualsiasi aperto di X,

(fom)(A) = =(f ~H(A)

& aperto in X. Siccome X' ha la topologia piu fine perché = sia con-
tinua, dalla (1) segue che f1(A) ¢ aperto in Y’. Dunque f ¢ con-
tinua. Q.E.D.

Sia data sullo spazio topologico X una relazione di equivalenza

R e sia ¥ = X/ Pinsieme quoziente di X modulo R. Sia n: X — Y
la proiezione naturale di X sul quoziente Y; associa ad ogni x € X
la classe di equivalenza z(x) di x.

Definigione 8.2. Spagio gquogiente di X modulo R ¢ Pinsieme

Y = X/® munito della topologia pid fine rispetto alla quale la pro-
iezione z: X — Y & continua. Chiameremo tale topologia la Z0po-
logia quogiente della topologia di X modulo la relazione R

In altre parole, si considerino quegli aperti U di X tali che

{xeU, xRy} =yel.

ossia tali che U= a~(a(U)).

Gli aperti dello spazio quoziente X/® sono esattamente i sotto-

insiemi 7z (U).

Dalla proposizione 8.1 segue la:

Proposizione 8.3. Unapplicazione [ dello spagio quoziente XK in

uno spagio topologico Z & continua se, e soltanto se, lapplicazione

fom: X =2

¢ continua.

Sia X un insieme con una relazione di equivalenza ft, X' un altro

. ) : . ,
insieme con una relazione di equivalenza R/, e sia f: X — X' un’ap-
plicazione di X in X' tale che

xRy = fx) RSO
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Esiste una ed una sola applicazione g: X/R — X'/R' tale che,

se 7: X— X[/R e na': X' — X'/R sono le proiezioni canoniche,

>

risulti

3) gom=rn'of: X » X'IN.

Infatti, per la (2), 'immagine mediante f della classe di R-equi-
valenza #(x) di un punto x € X & contenuta nella classe di
'~ equivalenza, #'( f(x)), di f(x).

Possiamo quindi definire g: X/R — X'/R’ ponendo per ogni
g = n(x) e X/H:

4) &R) = g(=(x)) = 7' (f(x)).

L’applicazione g di X/ in X'/R’ cosi definita soddisfa la (3).

Viceversa ogni applicazione g soddisfacente alla (3) & tale che
g(nr(x)) = n'(f(x)) e quindi coincide con Iapplicazione definita
dalla (4).

Corollario 8.4. Sia f: X — X' un’applicagione continua dello spazio
topologico X nello spagio topologico X'. I’applicagione g: X|R — X'|R'
determinata dalla f in base alla (3), & un’applicagione continua dello spagio
guogtente. X|R nello spagio quogiente X'|R'.

Dimostrazione. L’applicazione gon = n'of: X — X'|R' & con-
tinua. Quindi, per la proposizione 8.3, g & continua. Q.E.D.

Esempi

[8.1] Sia X uno spazio topologico, R una relazione di equiva-
lenza in X, n: X — X/R la proiezione naturale.

Sia Y un sottospazio di X tale che n(Y) = X/R e G la restsi-
zione ad Y della relazione di equivalenza R. Se 7: ¥ — X & Pappli-
cazione identica di Y in X e #,: Y — Y/& ¢ la proiezione naturale,
Papplicazione g: Y/G — X/R, tale che gon, = moi, & bigettiva e
continua (rispetto alle topologie quozienti).

Dalla proposizione 2.6 del capitolo primo e dalla definizione
di topologia quoziente segue che 'applicazione g ¢ un omeomorfi-
smo se, e soltanto se, per ogni aperto (o chiuso) A4 di Y, tale che
A = a7 (A)] risulta aperto (o chiuso) in X a-1[n(A)].

[8.2] Consideriamo sulla retta reale R la relazione di equiva-
lenza R

xRy<x—yeZl
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che si usa anche indicare scrivendo:
x =y mod 1.

La classe di equivalenza di un punto x € R ¢ Pinsieme {x 4 ﬂ}nez.

Sia Y = R/% linsieme quoziente ¢ m: R — Y la proiezione na-
turale.

I = [0, 1] & tale che #n(/) = Y; la restrizione della relazione di
equivalenza R ad 7 ¢ la relazione di equivalenza x & y definita da:

y=x sex¢{0,1}; ye{0, 1} sexe{0, 1}

In altre parole //& ¢ Pinsieme che si ottiene dal segmento 7 iden-
tificando gli estremi.

I applicazione bigettiva g: //& — R/[% considerata nell’esempio
8.1 in questo caso & un omeomorfismo. Sia infatti /" un chiuso di /
tale che 7,~(z,(F)) = F (F non interseca oppure contiene {0, 1}).

Ne segue che
a (= (F)) = U {F+ n}

neZ

¢ un chiuso di R perché unione di una famiglia localmente finita di
chiusi.

Un caso patticolare della situazione descritta nel corollario 8.4
¢ il seguente: sia f: X — X' un’applicazione dello spazio topologico
X nello spazio topologico X' e sia R, (v. Introduzione, par. 5) la
relazione di equivalenza in X indotta da f, ossia definita da

*) xRy < fi) = fQ)-

Qui la relazione di equivalenza 3’ di X' che compare nella (3)
¢ Puguaglianza, e quindi X'/f' = X'. Sia n: X — X/[R; la proie-
zione naturale e g: X[R, —~ X' Papplicazione tale che gom=f.
Sappiamo dall’introduzione che g ¢ iniettiva e dal corollario 8.4,
che g & contihua.

In patticolare, se f & surgettiva, I'applicazione g: X/R, - X'
¢ bigettiva e continua. Il teorema seguente assicura sotto quali con-
dizioni g ¢ un omeomorfismo.

Teorema 8.5. Sia f: X — X' wunapplicagione surgettiva e continua.
L applicazione bigettiva g: X|R;— X' ¢ un omeomorfismo se, ¢ soltanto se,
X' ha la topologia pis fine rispetto alla quale f ¢ continua, ossia se, e soltanto se,

5) A apertoin X' < [-1(A") aperto in X.
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Dim S aZiO €. Per la ptOpOSiZiOne 2 6 del 1’ ] i
(1X¥ %4 il ; . Cap tolo prlmO g [+
un omeo ﬁ O se per o] O i g c n ert
. ) mornsm S y gnl apert B dl X/ ER], <B) u ap 0]
Sapp.amo Che B c un apetto d /8{ se, € lta 1t 1
1 1 1‘( > SO O Se, 4 (B) é
o aPCrtO dl X. D altra parte Sl‘(:( ome ¢ i Vv = 1
u ’ : ) T e Surgettl a., B J'C(?I (B))

2(B) = go a(n1(B)) = f(a1(B)).

Cio prova che, se ¢ vera la (5), allora ¢
! he, , £(B) ¢ aperto per ogni
B di X[R,, ossia che g & un omeomorfismo. i per ogntaperto
Supponiamo inversamente che g si
‘ ' , : g sia un omeomotfismo. Si
Jge continua, da A’ aperto in X" segue che f-1(A") & aperto Ciilom)(?
upponiamo [ ~1(A4") aperto in X. Ne segue che .

JFHA) = = (g7 (A7)
¢ aperto in X e quindi g-1(.4’) & un a i i
1di : perto di X/R,. Sicco ;
gjn )(()’Eneomorﬁsmo, cid & possibile se, e soltanto se, );4’ é unr:;eftg
. Q.E.D.

Quando Papplicazione continua e surgetti i
ap] i gettiva /1 X — X’ soddisf:
ij.xlfh;'l (%) (e quindi X" & omeomorfo ad X[R,), s{usa anche zlci)re 1cshz
ha la topologia quoziente di X modulo f.

Esempio

[8.3] Sia R la retta reale ed R la relazione di equivalenza dell’e-

sempio 8.2. Un’applicazio "R _» . - ]
dica di periodo 1PSPe ne f: R —R si dice una funzione perio-

xRy = f(x) = f(y) ossia se x Ry =x R,y

N aLel.fun.zxo.m continue e periodiche di petiodo 1 sono tutte e sole
pplicazioni f= gon dove m ¢ la proiezione naturale di R sul

uoziente Y di : T
?inua djey inl }l{{ modulo # e g ¢ una qualunque applicazione con-

Corollario 8.6. Se Y & uno spazi 2 Z
‘ ‘ ‘ o quogiente dello spazio topologico X,
¢ Z uno spagio quogiente di 'Y, Z ¢ omeomorfo ad uno spazgio guoé'enf: doi X

Di . . Lo
miostragione. Siano m; e m, le proiezioni naturali

7 X =Y, Ay Y —> Z.
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Poiché =, e m, sono surgettive € continue, 7, © 7;: X—>Z ¢
surgettiva e continua. La topologia di Z ¢ la topologia pit fine ri-
spetto alla quale 7, 0 7 & continua. Dal teorema 8.5 segue che Z ¢
omeomorfo ad uno spazio quoziente di X. Q.E.D.

Corollario 8.7. Siano R, e R, due relazioni di equivalenza nello spagio
topologico X, tali che, per ogni coppia di elementi x, y di X,

xRy = xRy
Lo spazio quogiente X |Ry ¢ omeomorfo ad uno spagio quoziente di X|R,.

Dimostragione. Ogni classe di $,-equivalenza & contenuta in una
classe di $,-equivalenza. Risulta cosi definita 'applicazione sur-

gettiva

£ XR, — X[3,

che associa ad ogni classe di R,-equivalenza, la classe di R,-equiva-
lenza che la contiene. Se

n: X — X[Ry, 7 X—- XK,

sono le proiezioni naturali dello spazio X sugli spazi quozienti
X%, e X/R,, risulta gon, = 7.

Poiché x, & continua, g & continua in virta della proposizione 8.3.
Siccome g & surgettiva, applicando il teorema 8.5 a g si vede che
X%, & omeomorfo ad un quoziente di X/R,. Q.E.D.

Esercigi

1. R, ed R, sono due copie delPinsieme dei numeri reali, f: R;—R,
¢ lapplicazione definita da () = 3, per ogni xeR, & Ry—R,; ¢
I'applicazione definita da g(x) = x® per ogni x € R,. La topologia di Ry
immagine inversa mediante / della topologia cuclidea di R, & la topologia
euclidea, ¢ quella mediante g & la topologia che ha per aperti gli aperti
della topologia euclidea che sono simmetrici rispetto allo zero.

2. Un sottospazio Y dello spazio topologico X ha la topologia discreta
se, e soltanto se, Y non possiede punti di accumulazione.

3 Sa Ac Zc Y X Se X ¢ uno spazio topologico, ed A ¢
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chiuso (aperto o localmente chiuso) in Y, allora .4 ¢ chiuso (aperto o lo-
calmente chiuso) in Z.

4. Siano A, B, C tre sottoinsiemi di uno spazio topologico X, tali
che 4« Bc C.Se Aedensoin Be B e denso in C, allora 4 & denso in C.

5. Sia f: X~ Y un omeomorfismo ¢ A4 un sottoinsieme di X; Iap-

plicazione g: 4 — f(A) indotta da f & un omeomorfismo rispetto alle to-
pologic indotte.

6. In uno spazio topologico Punione di una famiglia localmente finita
di sottoinsiemi localmente chiusi ¢ un sottoinsicme localmente chiuso.

7. Ae Bsono sottoinsiemi di uno spazio topologico X taliche B < A4.

Dimostrare che Pinterno 1§ di B in X & contenuto nelPinterno g” di B
in A e che la frontiera F(B) di Bin A & contenuta in A A F(B).

8. Sia Y un sottospazio dello spazio topologico X; dato un sottoin-
~sieme B di X, sia B la chiusura di B in X, e BN Y la chiusura di BNnY
in Y; dimostrate che BN Y > & NY’.

9. Sia A un sottoinsieme dello spazio topologico X, B un sottoin-
sieme dello spazio topologico Y. Dimostrare che:

a) A & chiuso (aperto) in X e B ¢ chiuso (aperto) in Y se, e soltanto
se, A x B & chiuso (aperto) in X x Y;

b) A ¢ denso in X e B & denso in Y se, e soltanto se, .4 x B & denso
in X xY;

c) tra le frontiere F(A), F(B), F(A x B) intercede la relazione

F(A % By = [F(A) x B)U [4 x F(B)].

10. Sia C'il cerchio x24- 32 = 1 con la topologia indotta dalla topo-
logia euclidea di R? e X il cilindro di equazione x? 4 3= 1 con la topo-
logia indotta dalla topologia euclidea di R®. Dimostrare che K & omeomorfo
al prodotto topologice C x R.

11. Sia R, Iinsieme dei numeri reali con la topologia che ha per base
la famiglia degli intervalli [, 4] ed R, lo stesso insieme con la topologia
che ha per base la famiglia degli intervalli la, b]. Dimostrare che la topo-
logia prodotto di R; x R, induce sulla diagonale 4 la topologia discreta.

12. Nell’insieme R dei numeri reali, P'addizione, la sottrazione e la
moltiplicazione definiscono tre applicazioni dell’R? euclideo sulla retta
reale, che sono continue. Cosa accade se R ha la topologia che ha per base

la famiglia degli intervalli [q, b[ ed R? ha la topologia prodotto di questa
topologia per se stessa?
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i i ico; i d X xX—>R ¢

13. Sia (X, uno spazio metrico; la d}stanza .

un’app]icaziogle ccj])ntinua (rispetto alla topologia prodotto della topologia
indotta da 4 e rispetto alla topologia della retta reale).

14. Sia C il cerchio del n. 10 ed f: R— C l’agp]icazione definita da
f(x) = (cos 2 x, sen 27 x) per ogni x € R. Dimostrare che:

a) f & continua, surgettiva e aperta (trasforma aperti in aperti);

b) f & un omeomorfismo locale (per ogni x € R esiste un intorno U
di x tale che f(U) & un aperto di C ed f definisce un omeomotfismo di

] )); ' i
‘ CZ? {12(1 S)i)f la relazione di equivalenza indotta da f su R. R/}, ¢ lo

spazio quoziente dell’esempio 8.2; questo s.pazio, il Ferchlo C e lo spa-
zio quoziente ottenuto da un segmento identificando gli estremi sono spazi

omeomorfi.

15. Sia g la restrizione dell’applicazione f del n. 1f¥ all’intervallo [0, 1[.
Dimostrare che g & bigettiva e continua, ma non & un omeomorfismo.

16. E una relazione di equivalenza sulla retta reale la relazione
x—y € Q, dove Q¢ Vinsieme dei razionali. Lo spazio quoziente corri-
’ .
spondente ha la topologia indiscreta.

17. Sia C il cerchio del piano euclideo, ed R la relgzione‘di'quiv‘n—
lenza su C che ha per classi di equivalenza le coppie dei punti (jh C dia-
metralmente opposte. Dimostrare che C/f ¢ omeomorfo a C.

i ideri i di equivalenza R
18. Sulla retta reale R si consideri la relazione q
indotta dalla funzione f: R —R definita da f(x) = | x |. Dimostrare che
lo spazio quoziente R/ & omeomorfo all’intervallo chiuso [0, + oof
della retta reale.

19. Consideriamo nelP’R? euclideo la relazione di equivalenza
(>, )R (¢, y') significa x—x"€Z, y=y'

Dimostrare che lo spazio quoziente R?/} ¢ omeomorfo al prodotto C' x R
del cerchio per la retta reale.

20. Sia « il piano della geometria elementare con la topologia 'mdot:la‘
dalla distanza, ed r una retta del piano. Si consideri in « la relazione di

equivalenza
P=g0

PR O significa { oppure
P ¢ QO sono simmetrici rispetto ad r.

Dimostrare che lo spazio quoziente o/}t ¢ omeomotfo ad un semipiano
chiuso di a.
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21. Nell’R? euclideo delle terne (x, y, 3) di numeri reali, sia R? il piano
:=0,P=(00 1), I=1[0,1], A un sottoinsieme di R2% Sia ora:

a) CA il cono di base A e vertice P, ossia il sottospazio di R®
x=x(1— 8, y=31—1#, x=15 oy €A L€
b) KA il cilindro di base A e altezza 1, ossia il sottospazio di R®
x=xpy J=Jo =4 (*pJ)€ A t€EL

c) CA lo spazio quoziente di KA ottenuto da K A identificando ad
un punto la base superiore A1 x = X, ¥ =)o = 1; (xq Jo) € A
Dimostrare che:

1) il cilindro KA & omeomorfo al prodotto topologico A x I;
2) in modo “ naturale ” & definita un’applicazione del cilindro K.A4
sul cono C.A, che, per passaggio al quoziente, induce un’applicazione g

di CA su CA bigettiva e continua;
3) se A & linsieme dei punti P, = (n, 0) di R?, dove n €N, allora
g non & un omeomotfismo.

22. Sia a il piano euclideo, 0 un punto di o. Si considerino in « — 0
le due relazioni di equivalenza

PR, Q significa Q € retta OP
PR, QO significa Q € semiretta OP

e sia © la restrizione di %, ad un cerchio del piano di centro 0.
Dimostrare che gli spazi quozienti

(a—O0)R,, (@—0)%R,, C/S

sono tutti omeomorfi a C.
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Capitolo tergo

Spagi di Hausdorff ¢ assiomi di separagione

1. Spazi di Hansdorff

Definizione 1.1. Dicesi spagio di Hansdorff (o spazio separato)
uno spazio topologico nel quale per ogni coppia di punti distinti
x, y esistono un intorno U di x ed uno 1 di y tra loro disgiunti.
La topologia di uno spazio siffatto verra anche detta di Hausdorft
(o separata).

Se la topologia di X ¢ separata, ogni topologia pit fine di quella
di X & separata. Si ha inoltre che se X & di Hausdotf, ogni spazio
ad esso omeomotfo ¢ di Hausdorff.

Gli spazi topologici con la topologia discreta sono spazi di Haus-
dorff. Un’ampia classe di spazi siffatti & messa in luce dalla seguente:

Proposizione 1.2. Ogni spagio metrico ¢ uno spagio di Hausdorff.

Dimostrazione. Sia X uno spazio metrico con distanza 4. Siano
x ¢ y due punti distinti di X' e sia ¢ un qualsiasi numero positivo tale
che

1
) e < -l )

Proviamo che i dischi S(x, &) € S(J, &) di raggio & e centro x
e y sono disgiunti. Infatti, se

S, &) NSy, &) £ 0,
preso un punto g € S(x, &) N S(y, €) si avrebbe
dx, y) < d(x, ) + a0 ) <2¢,

in contraddizione con la (1). Q.E.D.
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