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Prefagione

Questo libro raccoglie le lezioni di topologia generale impartite
nei corsi di geometria per studenti di matematica dell’Universita di

Pisa negli ultimi cinque anni accademici. Gli appunti ciclostilati di-

tali corsi sono stati rielaborati ed ampliati con esercizi e complementi.

Nella scelta e nel dosaggio degli argomenti ci hanno guidato le
esigenze didattiche ed i vari problemi di raccordo con i corsi di alge-
bra e di analisi. Per garantire la possibilita di utilizzare questo libro
nel primo biennio di matematica abbiamo rinunciato ad argomenti
ed a molti esempi classici che avrebbero richiesto al lettore una cono-
scenza abbastanza approfondita di vari capitoli dell’algebra e dell’ana-
lisi. Citiamo fra essi la teoria dei filtri, delle successioni generalizzate
e degli spazi uniformi.

Ne ¢ risultata un’opera che vuole essere un manuale ad uso degli
studenti, ma non & certamente un trattato di topologia generale. Di
questi ne esistono oggi molti ed ottimi: ad esempio, il libro terzo del
Bourbaki, la General Topology di Kelley ed il recentissimo libro di
Dugundji. Ad essi abbiamo largamente attinto nel preparare lezioni
ed esercitazioni, e nella redazione del testo.

Oggi ¢ uso di ogni prefazione che si rispetti ringraziare qual-
cuno. Vogliamo esprimere la nostra gratitudine agli studenti di ma-
tematica di Pisa che, nell’ultimo quinquennio, hanno collaborato
— consciamente ed inconsciamente — alla messa a punto del testo.?

V. Checeneci
Passo di Costalunga A. Tognoli

10 agosto 1967. E. Vesentini

! La “Collana di Algebra” & stata ampliata con introduzione di nuovi argomenti
matematici che non erano prima contemplati e con il contributé di Edoardo Vesen-
tini alla sua direzione accanto a Lucio Lombardo-Radice: il nome della collana & stato
quindi cambiato in ““Collana di matematica ”’, ma abbiamo ritenuto opportuno mante-
nere il numero progressivo con i numeri della precedente collana di algebra.
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Introduzione

1. Notagioni

A, = A, significa “ A, implica A,”
A, <« A, significa “ A; equivale a A,”.

Sia X un insieme; esprimeremo il fatto che:

x & un elemento di X con la notazione x € X;

x non ¢ un elemento di X con la notazione x ¢ X;

Y ¢ un sottoinsieme di X con la notazione Y < X

Y non é un sottoinsieme di X con la notazione Ydq¢ X.

Inoltre:
Y={xeX|A, 4, ..}

indica il sottoinsieme degli elementi x di X per i quali valgono le
proprieta A, A,, ....

Dati due sottoinsiemi X, e X, di un insieme X, X, N X,
(intersegione di X, e X,) & il sottoinsieme degli elementi x di X che
appartengono sia ad X, che a X,, ossia

XinX,={xeX|xelX, xeX,};

X, w X, (unione di X, e X,) & 1l sottoinsieme degli elementi x di X
che appartengono ad uno almeno dei due sottoinsiemi X, e X,
ossia

X, U X,={x e X|xe X, oppure x € X,}.

0 & Pinsieme vuoto. Per ogni insieme X risulta § < X, e si ha
bNA=10 ¥u A= A per ogni sottoinsieme .4 di X.
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Due sottoinsiemi non vuoti X, e X, di X si dicono disginnti
se la loro intersezione ¢ vuota, ossia se

X, nX,=0.

Siano X, X, X, tre sottoinsiemi di X; fra unione € interse-
zione sussistono le relazioni seguenti:

M (X, Xp) N Xy= (X, N X u (X0 Xs),
@) (X, 0 Xp) U Xy = (X, U X3) N (K v X3)-

Dati due sottoinsiemi X, € X, di X, il sottoinsieme X;— X,
degli elementi x di X che appartengono a X, ma non 2 X, si dice
la differenza fra X, e X,, ossia

XIWXZ:{xeXixeXl,erXZ}.

Se X, & un sottoinsieme di X, la differenza X — X, si dice an-
che il complemento o Vinsieme complementare di X, (in X), e si indica
con LX,, quando sia possibile sottointendere X senza pericolo di
equivoci. Tra complementare, unione € intersezione intercedono le
relazioni:

©) bix, u x) = 0x, n bx,,
@) 0o, n = 0x, 0 lx

Stabiliamo fin d’ora le notazioni seguenti:

N ={0, 1,2 ...} & linsieme dei numeri naturali,

N* = {l, 2, } & Pinsieme dei numeri naturali diversi da zero,
Panello degli interi relativi,

il corpo dei numeri razionali,

il corpo dei numeri reali,

il corpo dei numeri complessi.
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2. Applicazioni

Un’applicazione f di un insieme X (non vuoto) in un insieme
X' (non vuoto), o una funzione [ su X a valori in X', ¢ una legge
che ad ogni elemento x € X associa un elemento x' € X'. Si usa

scrivere
f X X',
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e indicare con f(x) 'elemento x', che si dice immagine di x mediante f.

Sia f: X > X' un’applicazione di X in X" ed A1 un sotto-
insieme di X; il sottoinsieme degli elementi ' di X' che sono im-
magini di qualche elemento x di .4, si dice Cimmagine di A mediante
f e si indica con f(A); ossia

f(A) = {x' e X'|x" = f(x) per qualche x € A}.

Risulta f(@)= 0. Se f(X)=X'; s dice che lapplicazione
f: X — X' ¢& surgettiva oppure che f & un’applicazione di X su X'
o sopra X'; in altre parole f¢ surgettiva se ogni elemento x' e X'
¢ immagine di almeno un elemento x di X.

Se A' & un sottoinsieme di X, il sottoinsieme degli elementi
x € X tali che f(x) € A, si dice immagine inversa di A’ mediante f e
si indica con f~1(A’); ossia

FHA) ={xe X| f(x) € A

Risulta f-1(0) = 0. L’applicazione f: X — X' si dice imiettiva se
ogni elemento x' € X' ¢ immagine al pit di un elemento x di X,
ossia se f(x)=f(y) = x =D In altre parole f & iniettiva se, per
ogni x' € f(X), Pinsieme f~1(x') & costituito da un solo elemento.

Sia Y un sottoinsieme dellinsieme X Papplicazione i : ¥ — X
che ad ogni y € Y associa i(y) = ye X, sidice Vimmersione O ap-
plicazione identica di Y in X. L’applicazione identica it Y>X¢
manifestamente iniettiva.

Un’applicazione f:X > X' che sia al tempo stesso iniettiva
e surgettiva si dice un’applicagione bigettiva o binnivoca o semplicemente
una bigegione di X su X',

Siano date le applicazioni f:X— X, g X = X" I'appli-
cazione gof: X — X' definita da:

gof(x) = glf()]  per ogni x & X,

si dice il prodotto di f per g Se f e g sono bigezioni, anche g oféuna
bigezione.

Due insiemi X e X' tra i quali esiste una bigezione si dicono
equipotenti. Un insieme X equipotente allinsieme N dei numeri na-
turali si dice numerabile.

Siano X1, X,, A’ tre sottoinsiemi qualsiansi di X' e sia
[ XX un’applicazione di X in X'; tra immagine inversa ed
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unione, oppure intersezione, intercedono le relazioni:
(5) JHE O XY =fHXD U XY
(©) fHX N XD =f1(X) 0 f1(Xp;
tra immagine inversa e complementare intercede la relazione:
7) sbay =Gy,
Siano X, X,, A tre sottoinsiemi qualsiansi di X e sia [ XX

un’applicazione di X in X'. Tra immagine e unione, oppure inter-
sezione, intercedono le relazioni:

(8) J(Xu X)) = f(X) v S(X)
) J(Xyn Xo) e f(X) 0 f(X),

ma, in generale, risulta
J(X 0 X)) # f(X) N f(X).
Inoltre, in generale, si ha
7y e,
Tra immagine e immagine inversa intercorrono le relazioni:

(10) A < f[f(A)] per ogni sottoinsieme .4 di X,
(11) SLf2(A")] = A’ per ogni sottoinsieme A’ di X".

Se f & un’applicazione iniettiva, nella (10) vale il segno = al
posto di <; se f & un’applicazione surgettiva, nella (11) vale il se-
gno = al posto di <.

3. Indici

E comodo, in certi casi, modificare il linguaggio del paragrafo 2
nel modo seguente: sia x:7-» X un’applicazione dell’insieme 7/
nell’insieme X; diremo che 7 & un insieme di indici ed useremo le
locuzioni e notazioni seguenti:

1) scriveremo x; invece che x(i) e diremo che Pelemento i
di 7 & un indice;
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2) indicheremo con {x;};; lapplicazione x : /- X od anche
Pimmagine x(/) di / mediante x, e ditemo che {*:}ier & una famiglia
di elementi di X, indiciata o indicizzata dall’insieme 7.

Tre casi ci interessano particolarmente nel seguito:

a) linsieme / degli indici ¢ Pinsieme N* dei numeri naturali
diversi da zero; in tal caso la famiglia {%n}nene si dice una suecessione
di X.

b) 7 ¢ linsieme finito (1, 2, ..., #) dei primi » numeri naturali.
In tal caso {x,,}KK,, si dice una swccessione finita di X, od anche
un #-pla di elementi di X.

c) X & Pinsieme 27(Y) dei sottoinsiemi di un insieme Y. In tal
caso la famiglia {Y,-},«d ¢ una famiglia di sottoinsiemi dell’insieme Y.

Sia {X}i;r una famiglia di sottoinsiemi di X. Si possono con-
siderare 1 sottoinsiemi seguenti:

[}:Xi={x e X|x e X; per ogni i€ I} (intersezione della fa-
miglia {X}}er);

JiXi={x e X|x e X; per qualche i e I} (unione della fa-
miglia {X}r)-

Ne sono un caso particolare (quando /= {1, 2,}) I'intersezione
e lunione di due sottoinsiemi, considerate nel paragrafo 1.

In modo ovvio le relazioni (1), (2), (3), (4), (5), (6), (8), (9)
si estendono ad una famiglia qualunque di sottoinsiemi. Ad esempio
per due famiglie {X;};; e {Xj};s di sottoinsiemi di un insieme
X valgono le analoghe delle (1) e (2):

1) (UiXi) a (U;XJ') = U (Xin X3
(74
jeJ

@) LX) v (LX) = [ (XU X).
el
jeJ

Una famiglia {X ,-},-e 1 di sottoinsiemi di un insieme X si dice un
ricoprimento di X se U"Xi: X, ossia se ogni x € X ¢ elemento
di almeno un X,.

La famiglia {X}i; si dice una partizione di X se:

1) X;5 9 per ogni 7 € [;

2) UiXi = X

3) Xin X;=0se iy

13
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In altre parole una partizione di X & un ricoprimento di X con
sottoinsiemi non vuoti ¢ a due a due disgiunti.

4. Prodotti cartesiani

Siano X, e X, due insiemi (distinti o coincidenti). L’insieme
delle coppie (xy, x,), dove x; € X e x, € X,, si dice il prodotto
(0 prodotto cartesiano) di X, e X,; esso viene indicato con X; X X,.

Pit in generale, data una famiglia {X;}e; di insiemi X, si dice
prodotto (o prodotto cartesianc) della famiglia insieme X =[] X;
delle famiglie x = {x;}i;, dove x; € X, per ogni i e I. ‘I '

Se X,, ..., X, ¢ una famiglia finita di insiemi, il prodotto di
X, .., X, si indica anche con X, X ... X X,.

Se X; =Y per ogni { € /, il prodotto H-’Xi ¢ l'insieme delle
famiglie »x = {xi},-d di elementi di Y, ossia ¢ linsieme delle appli-
cazioni x: /— Y. In tal caso il prodotto ]_—LX ; si indica anche con Y7
In particolare, se / ¢ 'insieme N* dei numeri naturali diversi da zero
e Y ¢ 'insieme R dei numeri reali, RN & Pinsieme delle successioni
ad elementi reali. Se 7 ¢ I'insieme finito {1, 2, ..., s}, allora’

RI=R x .. xR

¢ linsieme delle #-ple di numeri reali, e si denota anche con R~
Torniamo ad un prodotto qualunque X = [ [,X;. Consideriamo
per ogni j €/ lapplicazione surgettiva p; : X — X, definita da
Di({xi}ier) = x; per ogni x = {x;}is € X.
. XL’applicazione p; si dice la j-ma proiegione canonica del prodotto
Siano date una famiglia di insiemi {X};; ed una famiglia di
applicazioni { f; : Z— X };;r di uno stesso insieme Z negli insiemi
X;. Lapplicazione f : Z— [ [:X; definita da f(z) = { fi(R)}ser per
ogni g € Z ¢ univocamente determinata dalle relazioni:

piof=fi: Z— X, perogni i€l

_Sxano A e B sottoinsiemi di X, C e D sottoinsiemi di Y; si
vex_‘lﬁcano immediatamente le relazioni seguenti tra intersezione,
unione, prodotto cartesiano:

(ANBX([CND)=(AxXC)n (BxD)= (AxD) n (BxC)
(AUBX(CuU D)= (AxC)uU (BxD)u (Ax D) u (BxC)
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5. Relagioni, relagioni di equivalenza ed insiemi guogiente

Una relazione R in un insieme X & un insieme di coppie or-
dinate di elementi di X, ossia un sottoinsieme del prodotto X x X.
Se R ¢ una relazione, esprimeremo il fatto che (x, y) € & conla
notazione x R y e diremo che x ¢ in relazione con .

Tra le relazioni R nell’insieme X hanno particolare interesse
i casi seguenti:

1) % & riflessiva se x R x per ogni x € X.

2) R & simmetrica se x Ry =y R x

3) R & transitiva se (x Ry, y ) = xRg

4) R & antisimmetrica se (x Ry, y Rx)=>x=7.

Una relazione R riflessiva, simmetrica e transitiva si dice una
relagione di equivalenza in X.

Sia data in X una relazione di equivalenza R. Per ogni ele-
mento x € X chiameremo classe di R-equivalenga o brevemente classe
di equivalenza di x in X il sottoinsieme degli elementi y € X tali che
x Ry

Tra le relazioni R di equivalenza in X la relazione di eguaglianza
(x = y) & caratterizzata dal fatto che ogni sua classe di equivalenza ¢&
costituita da un solo elemento.

B immediato constatare che le classi di R-equivalenza costitui-
scono una partizione di X. Sia Y Pinsieme che ha per elementi le
classi di f-equivalenza della relazione R in X.

Diremo che Y & Pinsieme guogiente di X modulo la relazione di
equivalenza R e lo indicheremo anche con X/ $t. L’applicazione che
associa ad ogni x € X la classe di R-equivalenza di x ¢ un’appli-
cazione surgettiva z : X — X/[R. Essa si dice la projegione naturale
di X sul quoziente X/H.

Sia viceversa Y un insieme i cui elementi sono una partizione
dell’insieme X. La relazione R in X cosi definita:

“ x W y significa che x ed y appartengono allo stesso ele-
mento di Y”

¢ una relazione di equivalenza in X;, il cui insieme quoziente X/R ¢ Y.
Sia data un’applicazione f: X — X'. La relazione cosi definita:

“x Ry significa f(x)= ()"

15
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¢ una relazione di equivalenza in X, che diremo indotta dall’applica-
zione f. Le classi di R-equivalenza sono le immagini inverse de-
gli elementi di f(X). Sia n : X — X/® la proiezione canonica di X
sull'insieme quoziente di X modulo la relazione di equivalenza R
indotta dall’applicazione f. Esiste una ed una sola applicazione
g: X| R~ X' tale che
gonm=f: XX
ossia tale che
g [ (x)] = f(x) pet ogni x € X.

L’applicazione g ¢ iniettiva; infatti se #, » sono due classi di
R-equivalenza tali che g() = g(v) ed x € 4, y € v, si ha f(x) = f(y)
e quindi #= v

6. Relagioni d’ordine

Una relazione R riflessiva e transitiva si dice un ordinamento par-
gfale di X e si denota scrivendo x < . Dunque la relazione < &
un ordinamento parziale in X se:

1) x < x per ogni x € X
2) (x<yy<g) 2x< 3

Un ordinamento parziale < in X si dice un ordinamento se la re-
lazione < & anche antisimmetrica, ossia se (oltre a 1) e 2)) si ha:

3) (x<y, y< x) =x=y.

Infine un ordinamento < in X si dice un ordinamento totale,
(o semplice, o lineare) se (oltre a 1), 2), 3)) si ha:

4) Per ogni x, y € X risulta x <y, oppure y < x.

Esempi:
1) Nell’anello Z degli interi relativi la relazione
“m< nseesistep € Z, p £ 0 tale che mw = mp”

¢ un ordinamento parziale, che non & un ordinamento.

2) Sia X un insieme con almeno duc elementi. Nell’insieme. 57 (X))
dei sottoinsiemi di X, la relazione

“ A< B significa A< B”

¢ un ordinamento, che non ¢ un ordinamento totale.
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3) Nell’insieme R dei numeri reali ’ordinamento naturale (di
corpo ordinato) x < y & un ordinamento totale.

Un insieme X parzialmente ordinato (oppure ordinato, oppure
totalmente ordinato) ¢ un insieme con una relazione di ordinamento
parziale (oppure di ordinamento, oppure di ordinamento totale), e
viene denotato con (X, <).

Sia Y un sottoinsieme di un insieme parzialmente ordinato (op-
pure ordinato, oppure totalmente ordinato) (X, <); la relazione <
induce una relazione di egual tipo in Y. Ad esempio I’ordinamento na-
turale di N, oppure di Z, oppure di Q ¢ quello indotto dall’ordina-
mento naturale di R.

Un sottoinsieme Y di un insieme ordinato (X, <) si dice cofi-
nale ad X se per ogni x € X, esixte un y € Y tale che x < .

I sottoinsiemi cofinali dell’insieme ordinato N dei numeri na-
turali sono i sottoinsiemi infiniti di N.

Se nell'insieme ordinato (X, <) esiste un elemento x, tale che
xo < x per ogni x € X, si dice che x, ¢ il minimo di X (necessaria-
mente unico); se in X esiste un elemento x, tale che x < x, per ogni
x € X, si dice che x; ¢& il massimo di X (necessariamente unico).

Un elemento x, dell’insieme ordinato (X, <) si dice minimale se

X L Xg > X = Xg;
un elemento x, si dice massimale se
X <X > X = Xy,

Se (X, <) ¢ totalmente ordinato, un suo elemento minimale & il
minimo e un suo elemento massimale & il massimo. Se (X, <) non
¢ totalmente ordinato, possono esistere elementi minimali, oppure
massimali, distinti. Ad esempio, se X & l'insieme dei sottoinsiemi
non vuoti di un insieme Y con almeno due elementi, ordinato con
Pinclusione, gli elementi di ¥ sono elementi minimali di X.

Sia (X, <) un insieme che nel seguito del paragrafo supponiamo
totalmente ordinato. Consideriamo in X la relazione

x <y significa x <y ed x#£y.
Se a, b sono due elementi di X tali che 2 < b, si chiamano intervalii

di estremi @, » i sottoinsiemi:

la, bl = {x € X |a <x < b} (intervallo aperto)

la, b] = {x € X {a <x < b} (intervallo chiuso a destra)
l[o, [ = {x € X|a< x < b} (intervallo chiuso a sinistra)
[9, 6] = {x € X |a < x < b} (intervallo chiuso).
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Si chiamano intervalli infiniti i sottoinsiemi:

]

oo, a = {x € X |x <a} (intervallo aperto infinito a sinistra)
J—o0, a]={xe€ X|x< a} (intervallo chiuso infinito a sinistra)
la, + oo = {x € X |a < x} (intervallo aperto infinito a destra)
[¢, + oo[ = {x € X|a< x} (intervallo chiuso infinito a destra)

Linsieme ordinato X si dice denso se Ja, b[ 7= @ per ogni a,
b e X tali che @ < b. Sia Y un sottoinsieme di X; si dice che ¥ ¢
denso in X se |a, b[ N Y 5 0 per ogni 4, b e X tali che a < b.

Sia Y un sottoinsieme dell’insieme totalmente ordinato (X, <).
Un elemento x € X si dice un maggiorante di Y se y < x perogniy € Y.
Sia Y* I'insieme dei maggioranti di Y; si dice che Y & superiormente
limitato se Y* =~ 0, ossia se esiste almeno un maggiorante di Y. Un
elemento x € X si dice un minorante di Y se x < y per ogni y € Y.
Sia Y, linsieme dei minoranti di Y si dice che Y ¢ inferiormente li-
mitato se Y, 7 9, ossia se esiste almeno un minorante di Y. Hanno
particolare interesse gli insiemi totalmente otdinati (X, <) che sono
densi e per i quali vale la proprieta seguente:

“per ogni sottoinsieme superiormente limitato Y di X, esiste
il minimo dell'insieme Y* dei maggioranti di Y ”.

Questo minimo si dice Uestremo superiore di Y e si indica con
Sup. Y. .
Se Y & un sottoinsieme inferiormente limitato di un insieme
(X, <) che & denso e ha la propricta suddetta, esiste il massimo
dell’insieme Y, dei minoranti di Y (& l'estremo superiore di Y,).
Questo massimo si dice Vestremo inferiore di Y e si indica con Inf. Y.

L’insieme totalmente ordinato (R, <) dei numeri reali ha la
suddetta proprieta dell’estremo superiore; il sottoinsieme Q dei nu-
meri razionali & denso in R; il sottoinsieme N dei numeri naturali &
cofinale ad R (principio di Archimede).
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Capitolo primo

Spazi topologici e fun3ioni continue

1. Topologie su un insieme

Definizione 1.1. Una struttura topologica — brevemente una f9po-
logia — su un insieme X ¢ una famiglia 7 di sottoinsiemi di X soddi-
sfacente agli assiomi seguenti:

a) X e Pinsieme vuoto § appartengono a t.

b) Ogni unione di elementi di v appartiene a 7.

¢) L’intersezione di ogni famiglia finita di elementi di 7 appat-
tiene a 7.

Gli elementi di 7 sono chiamati gli insiemi aperti — o brevemente
gli aperti — della struttura topologica definita da v su X.

Definizione 1.2. Spagio topologico & un insieme munito di una
struttura topologica. Gli elementi di uno spazio topologico X si
dicono i punti di X.

Definizione 1.3. Un sottoinsieme Y di uno spazio topologico X
si dice chiuso se il suo complementare UY = X — Y ¢ aperto.

Un sottoinsieme chiuso di X si dice anche un chiuso della topo-
logia di X. Sia ¢ la famiglia dei chiusi di X. Passando ai comple-
mentari, dalle condizioni a), b), c) della definizione 1.1 segue subito la

Proposigione 1.4. La famiglia o dei chinsi di uno spagio topologico X
ha le proprietd seguenti:

a') L’insieme vuoto O ed X appartengono a o.

b") Ogni intersegione di elementi di o appartiene a o.

') L unione di ogni famiglia finita di elementi di o appartiene a o.

Le proprieta 2'), b’), ¢’) della proposizione 1.4 possono essere
assunte come assiomi di una topologia su X, nel senso precisato dalla:

19



EEEEEEREEEEEEEEETTELERR

Lezioni di topologia generale

Proposizione 1.5. Sia data in un insieme X una famiglia o di sottoin-
siemi con le proprietd a'), b'), c'). Ejsiste ana ed una sola topologia su X
per la gquale o & la famiglia dei chiusi.

Dimostragione. Sia v la famiglia dei sottoinsiemi di X che sono
complementari di elementi di ¢; ogni topologia su X che ha ¢ come
famiglia dei chiusi, deve avere v come famiglia degli aperti. Cid
prova lunicitd della topologia richiesta.

D’altra parte & immediato verificare che: \

1) La famiglia v dei complementari degli elementi di o ha le pro-
prietd a), b), c), e quindi definisce una topologia su X.

2) T chiusi della topologia definita in 1) sono gli elementi della
famiglia ¢ da cui siamo partiti. Q.E.D.

Esempi

[1.1] Su un insieme qualunque X la famiglia v = {X, 0} di
sottoinsiemi di X soddisfa le a), b), c) della definizione 1.1 e quindi
7 & una topologia su X.

[1.2] Su un insieme qualunque X la famiglia v = 2?(X) di
tutti i sottoinsiemi di X soddisfa le a), b), ¢) e quindi 2?(X) ¢ una
topologia su X. Questa prende il nome di fopologia discreta.

Per comodita di linguaggio, sia pure impropriamente, chiame-
temo fopologia indiscreta la topologia dell’esempio 1.1.

[1.3] Su un insieme qualunque X la famiglia ¢ costituita da X
e da tutti i sottoinsiemi finiti di X verifica le a’), b'), ¢') della propo-
sizione 1.4, e quindi ¢ ¢ la famiglia dei chiusi di una topologia su X.
Questa topologia coincide con la topologia discreta se, e soltanto se,
X ¢& un insieme finito.

[1.4] Sia (X, <) un insieme totalmente ordinato e sia 7 la fa-
miglia costituita da @ e da tutti i sottoinsiemi 4 che hanno la pro-
prietd seguente:

“per ogni x€ A ed ogni y< x si ha ye A”.

La famiglia 7 verifica gli assiomi degli aperti e quindi definisce una
topologia su X. Pero questa stessa famiglia verifica anche gli assiomi
dei chiusi, ossia ¢ la famiglia dei chiusi di un’altra topologia su X
(la topologia definita come la topologia 7, ma a partire dall’ordina-
mento opposto).
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Siano t, e 7, due topologie sullo stesso insieme X.

Definizione 1.6. La topologia 1, si dice pi# fine della topologia v,
od anche la topologia 7, si dice meno fine della topologia 7,, se t, < 7,
i.e. se ogni aperto della topologia 7, & un aperto della topologia z,.
Si dice inoltre che t, & strettamente pid fine di T, (o che v, & strettamente
meno fine di 7,) se T, St

La relazione 1, < 7,, introdotta con la definizione 1.6 nell’in-
sieme delle topologie su X, definisce in tale insieme un ordinamento,
che in generale non & totale.

In ogni insieme X la topologia indiscreta ¢ meno fine, e la to-
pologia discreta & piu fine, di ogni altra topologia di X.

Si verifica immediatamente che in un insieme X la topologia
7, ¢ meno fine della topologia 7, se, e soltanto se, ogni chiuso della
topologia 7, & chiuso anche nella topologia 7,.

2. Fungioni continue

Siano X ed X' due spazi topologici e sia f : X — X' un’appli-
cazione di X in X'.

Definigione 2.1. Diremo che f & un’applicazione continsa se I'im-
magine inversa f~1(4') di ogni aperto 4’ di X' & un aperto di X
(cioé se, per ogni aperto A’ di X', & unaperto di X Pinsieme degli
x € X tali che f(x) e A").

Ricordiamo che, date le applicazioni f: X — X' e g1 X' — X",
si definisce il prodotto gof: X — X" ponendo go f(x) = g (f(x))
per ogni x € X.

Teorema 2.2. Siano X, X', X" tre spagi topologici, e siano f+ X — X',
g: X' — X" due applicazgioni continue, allora g o fé un’ applicazione continua.

Dimostragione. Sia A un aperto di X''; poiché g e continua, g-1(.A)
¢ un aperto di X"'. Poiché f ¢ continua, f ~*(g7*(4)) & un aperto di X.

Draltra parte
(g0 /) (A) = f g (A),

e quindi (gof)-1(A) & un aperto di X. Q.E.D.

Il teorema 2.2 si estende in modo ovvio al prodotto di un qual-
siasi numero finito di applicazioni continue.
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Proposizione 2.3. Sia f: X — X' un’applicagione continua di uno spa-
zio topologico X in uno spagio topologico X'. L’applicagione f resta conti-
nua se 5i sostituisce la topologia di X con nna topologia pid fine ¢ la topologia
di X' con una topologia meno [fine.

Dimostragione. Ogni aperto di una topologia meno fine della
topologia di X' & un aperto di X'. L’immagine inversa (mediante f)
di ogni aperto di X' & aperto per ogni topologia pit fine della to-
pologia di X. Q.E.D.

La proposizione seguente caratterizza le applicazioni continue
mediante gli insiemi chiusi.

Proposizione 2.4, Un’applicazione f di uno spagio topologico X in
uno spagio topologico X' ¢ continua se, ¢ soltanto se, Iimmagine inversa di
ogni chinso di X' ¢ wn chinso di X.

Dimostragione. Se B & un sottoinsieme qualunque di X", si ha
rrby =l

Sia f continua. Se B ¢ un chiuso di X', []B ¢ aperto. Per la for-

mula precedente G f-1(B) ¢& aperto, e quindi f~'(B) ¢ chiuso.
Supponiamo ora che 'immagine inversa di ogni chiuso di X"

sia un chiuso di X. Se B ¢ un aperto qualsiasi di X7, BB ¢ chiuso. Per

la formula precedente Gf*l(B) ¢ chiuso, ossia f-!(B) ¢ aperto.
Dunque f ¢ continua. Q.E.D.

Esempi

[2.1] Ogni applicazione costante f: X — X' (f(x)= f(y) per
ogni x, y € X) & continua, qualsiansi siano le topologie di X e di X

[2.2] Se X ha la topologia discreta, ogni applicazione f: X — X'
¢ continua. Se X ha la topologia dell’esempio 1.1, f: X — X' ¢ con-
tinua se, e soltanto se, ogni aperto A’ di X' non disgiunto dall’im-
magine f(X) di X contiene f(X).

[2.3] Se X' ha la topologia dell’esempio 1.1, ogni applicazione
fr X— X' & continua. Se X' ha la topologia discreta, un’applica-
zione f+ X — X' & continua se, e soltanto se, X ¢ unione di una fa-
miglia di aperti disgiunti, ciascuno dei quali ha per immagine un
punto di X .
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[2.4] X e X' abbiano entrambi la topologia dell’esempio 1.3.
Un’applicazione fr X— X', che non & costante, ¢ continua se, e

soltanto se, 'immagine inversa di ogni punto di X' & un sottoinsieme
finito di X.

Definigione 2.5. Un omeomorfismo f di uno spazio topologico X
su uno spazio topologico X' (od una trasformagione topologica di X
su X') & un’applicazione bigettiva dell’insieme X sull'insieme X'
tale che f ed f- siano entrambe continue. Due spazi X, X' fra i

quali esista un omeomorfismo, si diranno omeomorfi.

Sia f: X — X' un’applicazione surgettiva di uno spazio X su
uno spazio X'. E immediato constatare che:

Proposizione 2.6. L’applicagione feun omeomorfismo se, € soltanto se,
sono soddisfatte le due condigtoni seguenti:

a) f & infettiva;

b) un sottoinsieme A di X & aperto in X (oppure ¢ chinso in X)
dllora ed allora soltanto che f(A) ¢ aperto in X' (oppnre ¢ chiuso
in X').

Dimostragione. Siccome f & surgettiva, la a) assicura che f & bi-
gettiva, mentre la b) equivale ad affermare che f ed f ! sono con-
tinue. Q.E.D.

Proposizione 2.7. Sia f wur applicazione continua dello spazio topolo-
gico X nello spagio topologico X'. fé un omeomorfismo se, € soltanto
se, esiste unapplicazione continua g2 X' — X tale che gof: X —> X ¢
fog: X'— X' siano le applicazioni identiche su X ¢ X'

Dimostrazgione. Dalla
gof=identita su X
segue che f ¢ iniettiva ¢ g € surgettiva; dalla fo g = id. su X' segue

altresi che f ¢ surgettiva. In definitiva f & bigettiva, f~! = g ed en-
trambe sono continue. Q.E.D.

Siano date su un insieme X due topologie 7, € 7,. Indichiamo
con X, linsieme X con la topologia 7,, € con X, l'insieme X con
la topologia 7,. Sia i: X, — X, l'applicazione identica di X, in sé,
considerata come applicazione di X, su X,
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Proposizione 2.8. La topologia t, ¢ pis fine della topologia v, se, ¢ sol-

tanto se, i1 X, -~ X, ¢ continua.

Dimostragione. Se 7, & pit fine di 7, 7 & continua per la proposi-
zione 2.3. Inversamente se 7 ¢ continua, ogni aperto di X, & aperto

in X,. Pertanto 7, c 1,. Q.E.D.

In particolare i: X, — X, & un omeomorfismo se, e soltanto se,
T = T,

© Esempi

[2.5] Siano X, X' due spazi topologici con la topologia del-
esempio 1.3. Un’applicazione St X — X' & un omeomorfismo se,
e solo se, f ¢ bigettiva.

[2.6] Se X ba almeno due punti e X;, X, sono linsieme X
dotato, rispettivamente, della topologia discreta e della topologia

indiscreta, Iapplicazione identica & bigettiva e continua, ma non &
un omeomotfismo.

3. Basi di wna topologia

Quando si definisce una topologia in un insieme X, ¢ talvolta
utile — anziché prendere in esame a4 gli aperti di X — conside-
rarne una famiglia pid ristretta, a partire dalla quale sia possibile co-

struire ogni aperto di X nel modo che ora indicheremo.

Definigione 3.1. Base di uno spazio topologico X & una famiglia

B di aperti non vuoti di X tale che ogni aperto di X sia unione di
elementi di 9.

In particolare I’insieme vuoto @ ¢ unione della famiglia vuota di
elementi di B.

Teorema 3.2. Sia B una base ds uno spagio topologico X. Valgono
le affermagioni seguenti:

a) per ogni x € X, esiste un elemento B e B tale che x € B;
b) se B, ¢ B, sono due elementi di B, tali che By By #£ 0, ¢
x € By N B, esiste un elemento B e B, tale che x € B < B, N B,.

Dimostrazgione. Poiché X & aperto, esso ¢ unione di elementi di B,
Ne segue la a).
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Siano B, e Bj due elementi di 9, tali che B, N B, 0. B, N B,
€ un aperto e — come tale — ¢ unione di elementi di 8. Ne segue
la b). Q.E.D.

Osservagione. Un enunciato equivalente alla a) & il seguente:

a') U 8=x
BeB
o, come si usa dire, la famiglia B ¢ un ricoprimento di X.
Le proprieta a), b) possono essere assunte come assiomi di una
topologia su X nel senso precisato dal seguente teorema:

Teorema 3.3. Sia data in un insieme X una famiglia B di sottoinsiemi
non vuot per i quali valgono le proprietd a), b) del teorema precedente.
Esiste una ed una sola topologia su X per la quale B ¢ una base.

Dimostrazione. Supponiamo che esista (almeno) una topologia
siffatta in X. Un sottoinsieme di X ¢ aperto se, e soltanto se, esso &
unione di elementi di B. Pertanto una tale topologia, se esiste, & unica.

Proviamo che essa esiste. Diremo dunque che un sottoinsieme
A di X ¢& aperto se, e soltanto se, A & unione di elementi di 8. Se-
gue da 2) che X ¢ aperto. L’insieme vuoto @ & aperto, come unione
della famiglia vuota di elementi di ®.

L’unione di una famiglia di aperti ¢ ancora un’unione di ele-
menti di B, e quindi & un aperto.

Siano B, e B, due elementi di 9 tali che B, N B, # 0. Per ogni
x € By N B, esiste, in virtd di b), un B, € B tale che

xeB, < B, n B,

Pertanto
Bl M Bz - U Bz

T€B; N By

ossia intersezione di due qualunque eclementi di 8 ¢ aperta (nel
senso detto sopra).
Siano U, V7 due aperti di X. Essi sono unione

U= UBi; V:UBJ'

el jeJ
di elementi B; e B; di 8. Risulta
Unl= U B;n By,

tel
jeJ
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sicché¢ U N V/, come unione di aperti, & aperto. Segue da cio che in-
tersezione di ogni famiglia finita di aperti ¢ un aperto. Dunque X
& uno spazio topologico.

Pmché un sottoinsieme di X & aperto se, e soltanto se, esso ¢ unio-
ne di elementi di B, questi ultimi sono aperti e 8 & una base.  Q.E.D.

(‘)m_’rmziom. Se 7 & una topologia su X e B ¢ una famiglia di
aperti di 7 con le proprietd a), b) del teorema 3.2, la topologia che
ha B come base & meno fine della topologia 7.

Esempi

~ [3.1] Inun insieme X la famiglia dei punti di X (ossia dei sot-
toinsiemi di X costituiti da un sol punto) & una base di una topolo-
gia su X, e questa ¢ la topologia discreta.

[3.2] Sia B una famiglia di sottoinsiemi non vuoti di X che ri-
copra X, e tale che, se B, e B, sono elementi di B, anche B, N B, € B;
allora B & una base di una topologia su X.

[3-3] Nell'insieme ordinato R dei numeri reali, la famiglia 8
degli intervalli (aperti) Ja, b[ = {x € R | a < x < b}, con 4, b nu-
me.ri Fcali qualsiansi, purché @ < 4, ¢ base di una topologia su R.
L’insieme R con questa topologia prende il nome di retfa reale. La
topologia discreta di R ¢& strettamente pit fine della topologia della
retta reale.

Considerazioni del tutto analoghe valgono per Pinsieme Q dei
numeri razionali e P'insieme Q dotato della topologia corrispondente
prende il nome di retta ragionale.

Le applicazioni continue sono caratterizzate mediante una base
dalla

. Prapo:iziomf 3.4. Siano X, X' due spazi topologici, e sia B nna base
4: X'. Unapplicazione f: X — X' ¢ continua se, e soltanto se, f ~(B)
¢ un aperto di X per ogni elemento B di B.

Dimostragjone. Se A & un aperto di X', si pud scrivere

A=|JiB; con B; €.

Risulta

SHA) :f_l(UiBi) = Uifil(Bi)
e quindi f-1(A) & aperto in quanto unione di aperti. Q.E.D.
26
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Esempio

[3.4] Sia R la retta reale. Un’applicazione f: R —R surgettiva
e crescente (oppure decrescente) € un omeomorfismo.

Un ricoprimento W= {U,}i; di un insieme X, ossia una famiglia
di sottoinsiemi non vuoti di X tale che U U, = X, soddisfa alla
(194
a) del teorema 3.2, ma non ¢ necessariamente base di una topologia.
Vale pero la:

Proposigione 3.5. Sia W= {Us}ier #na famiglia di sottoinsiemi non
vuoti di un insieme X tale che | ) Uy = X. Esiste una ed una sola topo-
iel
logia v su X avente la proprieta seguente: T ¢ la topologia mena fine tra le
topologie nelle qnali ¢ aperto ogni U, di W. Una base di v ¢ la famiglia B
delle intersexioni finite non vuote di elementi di .

Dimostragione. Sia B la famiglia delle intersezioni finite non vuote
di elementi di W. Dalla c) della definizione 1.1 segue che ogni topo-
logia 7' nella quale ¢ aperto ogni elemento di U, contiene B come
sottofamiglia. E d’altra parte evidente che 8 ha le proprieta a),
b) del teorema 3.2. Tenuto conto dell’osservazione dopo il teorema
3.3, la topologia 7, di cui B & una base, & meno fine di . QE.D.

Definizione 3.6. Sia U un ricoprimento di X con sottoinsiemi
non vuoti. La topologia di X meno fine tra le topologie nelle quaki
¢ aperto ogni elemento di U, si dice la topologia generata da U.

Esempio

[3.5] Siano T, € T, due topologie su X, e sia U= 7, U T, la
famiglia dei sottoinsiemi di X che sono aperti di 7,, oppure di 7,.
La topologia v gencrata da U ¢ la topologia meno fine tra le topolo-
gie che sono pit fini di 7, € 7o} inoltre la topologia = ha per base
la famiglia B dei sottoinsiemi di X che sono intersezione di un aperto
di 7, con un aperto di 7, (0, piu in generale, ¢ base di 7 la famiglia
B = {Bl N Bg} dove B, e B, sono elementi, rispettivamente, di una
base 8, di 7, ¢ una base B, di 1,).

Infatti, per la proposizione 3.5, upa base di 7 & la famiglia B
delle intersezioni finite non vuote di elementi di 1. Dalla b) della
definizione 1.1 segue che ogni elemento di B ¢ intersezione di un
aperto di 7, con un aperto di 1,

27

5



dodluidugiopidonbidobiiidnaogaobouoodoDd

Lezioni di topologia generale
4. Spagi metrici
Sia X un insieme. Una distanga su X & una funzione 4 a valori

reali sul prodotto cartesiano X x X, ossia & un’a licazi
, cazione
d:X X X —R, tale che, per ogni scelta di x, 5, 7 in X I:F abbia:

I d(x, ) >0

1. d(x, y) = d(y, X)

L. d(x, 3) < d(x, )+ d(9, %) (relazione triangolare)
IV. d(x, ) =0 se, e soltanto se, X =y.

Rt valore_ d(x, y) di d nella coppia (x, 7) € X X X si chiama la
distanga tra i punti x ed ¥

Definizione 4.1. Spagio metrico & un insieme X con una distanza 4.
Dalla III segue
d(x,2) — d(1, 2) < d(x, ).
Scambiando x con y e tenendo conto di IT, & anche
405 ) —d(x, 3) < d(x, y).
Pertanto, per ogni scelta di x, Y, gin X si ha
. 140, 2)—d(p, ) 1< d(x, y).
Definizione 4.2. Sia ¢ > 0. L’insieme
S, ) ={ye X | dix, 5) <),

ossia insieme dei punti di X che hanno distanza minore di ¢ da x
st chiama il disco di centro x e raggio e. ’

Ovviamente x € §(x, ¢); ¢ immediato verificare inoltre che
ﬂ S(x, &)= {x}.
£>0
Lemma 4.3 Per ogni punto y di un disco S (>, &) esiste un disco di
centro y contenuto in S(x, e).

Dimostragione. Poiché y e § (>, €), ¢ d(x, y) <& Sia ¢ un nu-
mero reale tale che 0 < ¢ < ¢— d(x, ). Mosttiamo che S(y, o)
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¢ contenuto in S(x, ¢). Se g € 5(y, o), si ha, per la relazione trian-
golare III,

d(x, 2) < dx, y) -+ d(5,7) <d(x, )+ o <&
ne segue che g € S(x, ¢). Q.E.D.

Proposizione 4.4. La famiglia B dei dischi di uno spagio metrico X
soddisfa alle condigioni a), b) del teorema 3.2.

Dimostrazgione. Che valga la a) ¢ evidente. Passiamo alla b);
siano B; e B, due dischi tali che B, N B, # 0, e sia x € B, N B,.
Per il lemma precedente esiste un disco di centro x e raggio &, con-
tenuto in B, ed un disco con lo stesso centro x e raggio &, contenuto
in B,. Essendo ¢ il pia piccolo tra i due numeri positivi ¢, ed e,,
risulta

Se, €)= 3¢, &) 0 S(x, &) = By N B,
QE.D.

Per il teorema 3.3 la famiglia 8 dei dischi di uno spazio metrico
X & una base per una topologia su X. Questa topologia ¢ la topologia
meno fine tra le topologie in cui i dischi di X sono aperti.

Definizione 4.5. Sia X uno spazio metrico con distanza 4. La to-
pologia di X meno fine in cui i dischi di X sono aperti si dice la topo-
logia dello spazio metrico X indotta dalla distanza 4. Uno spazio to-
pologico X si dice metriggabile se esiste su X una distanza che in-
duca su X la topologia assegnata. Due distanze 4, 4' sullo stesso
insieme X si dicono topologicamente equivalenti, se inducono su X la
stessa topologia.

Siano (X, d), (X', d') due spazi metrici.

Definigione 4.6. Un’applicazione f: X — X' si dice una isometria
di X in X' se, per ogni scelta di x, y in X, risulta

d'(f() J()) = d(x, ).

Due spazi metrici X, X" si dicono #sometrici, se esiste una isometria
di X in X' che sia bigettiva.

E immediato constatare che:
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a) una isometria di X in X' & un’applicazione injettiva e con-
tinua (rispetto alle topologie indotte dalle rispettive distanze);

b) due spazi metrici isometrici sono omeomorfi (rispetto alle
topologic indotte dalle rispettive distanze).

Esempi

[4.1] Sia X uno spazio metrico con distanza 4, e sia ¥ un sotto-
insieme (non vuoto) di X. La restrizione di da ¥ X Y definisce una
distanza su Y. I dischi dello spazio metrico Y sono le intersezioni di
Y con i dischi dello spazio metrico X di eguale centro e raggio.

[4.2] Sia X un insieme qualunque. Poniamo
d(x, y)=1 se xz£y; d(x, x)=0.

La funzione d: X x X — R cosi definita ¢ una distanza su X. La
topologia indotta da 4 & quella discreta. (I dischi di raggio minore
o eguale ad 1 sono costituiti solo dal centro.)

[4.3] Nell'insieme R dei numeri reali (od in ogni suo sottoin-
sieme) la funzione d: R X R — R definita da

d(x, y) = |x—|

¢ una distanza. La topologia indotta da 4 & quella della retta reale
(esempio 3.3); i dischi dello spazio metrico R sono gli intervalli
(aperti) di R.

Analogamente, sull'insieme Q dei numeri razionali la distanza
d(x, y) = | x—y| induce la topologia della retta razionale.

[4.4] Sia R* = R X ... X R l'insieme delle #-ple
X = (X)imtm = (1, ooy X0)
di numeri reali. La funzione che ad ogni coppia
x= (), 3= ()

di punti di R associa il numero reale

d(x, y) = 1/ gi(xi — i)

¢ una distanza su R” che si dice la distanga enclidea di R™. La topologia
indotta da d si dice la fopologia enclidea di R™.
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Le condizioni I, II e IV sono evidentemente soddisfatte. La re-

lazione triangolare 111 segue dalla disuguaglianza (che stabiliremo

appresso)
> @i + b < >t + i
M ‘/lzt(dmL ) ‘/2 ‘/2
ove si ponga a;= X;—Ji b= y;,—3: pet i= 1, .., n

Basta dunque dimostrare la (1) (che & ovvia se a; = 0, oppure
b, =0, peri=1, ..., n). Supponiamo dunque che quailche a; e qual-
che b; siano diversi da zero. Qualunque sia 4 >0, risulta

1 .
2|aibil<la?+7bi2 per i=1 .,n

- 1 2 — 1 \2_
(che si deduce dalle (‘\/ Aa; + -\/——Z: bi) >0, (\/A a;— —;/—7 b,—) > 0).
Ne segue i L
; b < ). ."a ’+‘ —_— ,‘h‘f
21 2] 2. T2

1 due termini a secondo membro sono eguali pet

e l/ 2::1-19% : ‘/ 2.43.

Sostituendo questo valore di 4 si ottiene la

| iaih | < ‘/iiaf . |/ i‘»b? (disuguaglianza di Schwarz).
1 1 1

Torniamo alla (1). Risulta

n n n n n
i‘(""‘” b= iid? + Zib%+ 2 Zf"ibi< Zia? + Zib?+ 2. izi‘zibi[;
1 e ' 1 1 1 1 1
tenuto conto della disuguaglianza di Schwarz, ne segue
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Becvars(Ea)« (f3a) 2 S 5u-
B3

[4.5] In particolare il piano euclideo R? & P’insieme delle coppie
x = (2, x,) di numeri reali con la distanza

che & appunto la (a).

d(x, g) =V (o — )+ (e —n)?
e con la topologia indotta da 4.
[4.6] Sia X uno spazio metrico con distanza d; allora

d(x, y)

@) d'(x, y) = m

definisce una distanza 4’ su X che ha le seguenti proprieta:

a) d e d' sono distanze topologicamente equivalenti;

b) 4’ & limitata (d'(x, y) < 1 per ogni scelta di x, y in X).

Per dimostrare la proprieta IIT (le altre proprietd della distanza
sono ovvie), osserviamo che, come si verifica facilmente, per 4 > 0,

b — ¢ funzione crescente di A.

Cio posto,

, o A D A
TN D T e T d) T T e D

=d'(x, %).

Dunque 4" ¢ una distanza su X. Per dimostrare che 4 e 4’ sono topo-
logicamente equivalenti basta provare che per ogni disco S(x, &)
rispetto alla distanza d, esiste un disco S (x, &') rispetto alla distanza
d' contenuto in S(x, &), e viceversa. Da d'(x, y) < d(x, y) segue
S, &) = S'(x, ¢); dalla (2) segue S'(x, &) <= S(x, ¢€) per

, 3
&L

e+ 1
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[4.7] Sia R la retta reale (cio¢ 'insieme dei numeri reali con
la topologia dell’esempio 3.3 e la distanza dell’esempio 4.3) e sia
f: R—>R la funzione definita dalla

3) () = ﬁfm per ogni x € R.

Posto x' = f(x), si ha anzitutto

| x|

'X’,=|f(x)|:m<l,
e quindi
(4) 1—| x| >0.
Inoltre risulta
x=x"(14+|x|),
xi=1x"|- 1+ ]x]),
[ x|
Jxlz‘"l‘*,,
— x|

onde, tenuto conto di (3) e di (4) (x e x’ = f(x) hanno lo stesso
segno) si ottiene

xl

ST

Ne discende che f ¢ una bigezione di R sull’intervallo (aperto)
1, 1L

Aggiungiamo ad R due nuovi elementi, che indicheremo con
— o0 € 4 oo, e poniamo

R:{-——oo} URU{—{— oo}
Sia
g R-[—1, 1]
Papplicazione di R nellintervallo (chiuso) [—1, 1] definita da
8(—o0)=—1, g(x)=f(x) per x € R, g(+ o0) = 1.
Si consideri in [—1, 1] la distanza 4’ definita da d'(x’, y') =

= | x'— | (v. esempio 4.1); lasciamo al lettore la cura di dimo-
strare le affermazioni seguenti, alcune delle quali sono immediate:
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1) Siano x, y due punti di R e sia d(x, y) = 1g(x)—2g) b
la funzione d: R x R — R cosi definita & una distanza su R tale che:

a) d(x, y) < 2 per ogni x, y € R;
b) d(x, y) = 2 se, e soltanto se,

x=—o00, y=-+ o0 (0 x= 4 00 , y = — oo):

2) L’applicazione g ¢ una isometria bigettiva dello spazio me-
trico (R, d) sullo spazio metrico ([— 1, 1], 4').
3) In R la relazione

x <y<glx)<gy),

dove < a destra ¢ la relazione d’ordine paturale in [— 1, 1], & la re-
lazione d’ordine totale che ha come primo elemento — oo, come ul-
timo elemento —+ oo, e che induce su R Pordinamento naturale.

5. Intorni
Sia X uno spazio topologico, M un sottoinsieme di X.

Definizione 5.1. Un sottoinsieme U si dice intorno di M, se esiste
un aperto A contenuto in U e contenente M, ossia se esiste un

aperto A tale che:
McAcU.

In particolare:

a) ogni aperto contenente M ¢ un intorno (aperto) di M;
b) M ¢& aperto se, € soltanto se, M & intorno di se stesso;
¢) se N < Med U ¢ unintorno di M, allora U & un intorno di V.

Teorema 5.2. Un sottoinsieme A di X ¢ aperto se, ¢ soltanto se, esso
¢ un intorno di ogni swo punio.

Dimostrazione. Da 2) segue che se A & aperto, allora A4 ¢ in-

torno di ogni suo punto.
Supponiamo inversamente che A sia un intorno di ogni suo
punto. Per ogni x € A esiste un aperto U, tale che x € U, < A.

Si ha
A= U
z€A
ed A4, come unione di una famiglia di aperti, ¢ un aperto. Q.E.D.
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~ Sia U(x) Vinsieme degli intorni del punto x di X; dalla defi-
nizione 5.1 segue che U(x) gode delle seguenti proprieta:

1) Se Uell(x) ed U < V, allora Ve U(x).

Per conseguenza X € U(x) per ogni x € X.

2) Lintersexione di una famiglia finita di elementi di | -
tiene a W(x). 4 S

3) Se U e W(x) allora x € U.
Vale inoltre la seguente proprieta:

4y Se U € U(x), esiste un insieme 1 € W(x) tale che U € U(Y)
per ogni y € V.

Infatti se U & un intorno di x, esiste un aperto 1/ tale che
x € IV < U. Ne segue che U ¢ intorno di ogni punto y € 1.

.Propo.rizione 5.3. Se a ciascun punto x di un insieme X si associa una
famtg{ia W(x) di sottoinsiemi di X in guisa che siano soddisfatte le pre-
cedenti condizioni 1), 2), 3) ¢ 4), esiste una topologia ed una sola di X nella
guale W(x) ¢ la famiglia degli intorni di x per ogni x € X.

Dimostragione. Se esiste una topologia su X nella quale U(x) sia
la famiglia degli intorni di x, un sottoinsieme A4 di X & aperto se
c'soltanto. se, A e U(x) per ogni x € A. Dunque una tale topolo—’
gia, se esiste, & unica.

Proviamo che essa esiste.

Chiameremo aperto un sottoinsieme A di X se 4 € U(x) per
ogni x € A. Abbiamo gia osservato che X € U (x) per ogni x € X,
e quindi X & aperto. Ovviamente @ & aperto.

Sia {A;}ir una famiglia di aperti. Se x € LJ A esiste un
io € I tale che x € A;. Risulta 4; € U(x), e qui:clh', per la condi-
zione 1), L_J A; € U(x). Poiché cid & vero per ogni x € U A,

i€ g
ne segue che | | A; & aperto. *
i€l

Sia A,, ..., A, una famiglia finita di aperti, e sia

xe A nNn..nA,.
Si ha che
' x € A; per i=1, .., n
sicché
A,‘ € u(x)

per i=1, .., n.
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Pertanto, in virtd della condizione 2),
AN .0 A e Wx).

Poiché cid & vero per ogni x € A, N ...N A, quest’ultimo
insieme €& aperto. o

Dunque la famiglia degli aperti sopra definita determina in X
una struttura topologica. Dimostreremo ora che in questa topologia
gli elementi di U(x) sono gli intorni del punto x.

Sia U’ un intorno di x nella topologia suddetta. Esiste un aperto
1" tale che x € IV" < U’. Poiché 17" & aperto, /" € U(x). Pertanto,
in virta della condizione 1), U’ e U(x).

Inversamente, sia U € W(x). Proviamo che U & un intorno di
x nella topologia suddetta. Sia 17 I'insieme di tutti gli g€ X tali cht::
U e W(g). In base alla condizione 3) x € 1" < U. Proviamo ghe Ve
aperto, ossia che 1V e U(y) per ogni y € V. Per.la condizione 4?
esiste un W, € U(y) tale che U e l(g) per ognt g € W,. Poiché
1/ & Pinsieme di #### i punti g pet cui U € U(g), ne segue che W, < V.
Dungque, pet la condizione 1), I/ € U(y). . _

Poiché 1/ & aperto, U, che contiene 1”3 x, ¢ un intorno di x
nella topologia suddetta. Q.E.D.

Teorema 5.4. Siano X ¢ X' due spazi topologici ¢ sia f: X — X'
wn applicagione di X in X'. Lapplicazione [ ¢ zoniinua' se, e J‘{)ll‘dﬂl() se,
per ogni punto x € X ¢ per ogni intorno U di f(x) esiste un intorno V/
di x tale che f(1) < U.

Dimostragione. Sia f continua. Se U & un intorno di lf(x)., esiste
un aperto W di X' tale che f(x) € W < U. L'immagine inversa
I/ = f-1(W) & un aperto di X, il quale contiene x, e quindi € un
intorno di x. Risulta f(1)c W < U. ' o

Supponiamo inversamente che per ognt x € X e per ogni in-
torno U di f(x) esista un intorno 1 di x tale. che f(I"y < U.

Sia B un aperto di X". Se f ~1(B) & vuoto (ossia se B‘ Nf(X)=9)
esso & aperto. Supponiamo che f ~!(8) non sia vuoto, € sia x e f(B).
Poiché B & aperto, e quindi & intorno di f(x), esiste un intorno |4
di x tale che f(I/) = B. Dunque esiste un intorno Vdi x tale\ che
IV < f-!(B). Poiché cid accade per ogni x € f1(B), f~'(B) ¢ un
aperto. Q.E.D.

Definizione 5.5. L’applicazione f: X — X" dello spazio topologico

X nello spazio topologico X' dicesi continua nel punto x € X se,
per ogni intorno U di f(x), esiste un intorno 1V di x tale che f(V) < U.

36

Spazi topologici e fungioni continue

Sia g: X' — X' un’applicazione dello spazio topologico X' nello
spazio topologico X" immediato verificare che se f ¢ continua
nel punto x di X e se g & continua nel punto f(x) di X', allora go f
¢ continua in x.

In base alla definizione precedente il teorema 5.4 pud essere
enunciato nella forma seguente:

Teorema 5.6. L’applicagione [: X — X' dello spagio topologico X
nello spagio topologico X' & continua se, e soltanto se, f é continua in ogni

panto x di X.

Definigione 5.7. Dicesi sistema fondamentale di intorni di un punto x
di uno spazio topologico X un insieme W(x) di intorni di x tale che
per ogni intorno U di x esista un elemento IV di (x) per il quale
IV < U. In modo analogo si definisce un sistema fondamentale di
intorni di un sottoinsieme Af di X.

Proposigione 5.8. Una famiglia B di aperti di X ¢ una base della topo-
logia di X se, e soltanto se, per ogni punto x € X Dinsieme B, degli aperti
B € B i quali contengono x ¢ un sistema fondamentale di intorni aperti di x.

Dimostrazgione. Sia B una base. Ogni intorno U di x contiene un
aperto 173 x. Quindi esiste B € B, tale che B < U. Dunque B,
¢ un sistema fondamentale di intorni aperti di x.

Supponiamo inversamente che, per ogni x € X, 8, sia un si-
stema fondamentale di intorni aperti di x. Sia A un aperto di X.
Per ogni x € A esiste B € B, tale che B < A. Dunque A4 ¢ 'unione
degli aperti B al variare di x in A. Q.E.D.

In particolare la famiglia degli aperti contenenti x & un sistema
fondamentale di intorni di ».

Sia f: X — X' un’applicazione dello spazio topologico X nello
spazio topologico X', e siano W(x) un sistema fondamentale di
intorni di x € X, e W(f(x)) un sistema fondamentale di intorni
di f(x). E evidente la:

Proposigione 5.9. L’applicagione [ & continua nel punto x € X se,
¢ soltanto se, per ogni U € W ( f(x)) esiste V" € W(x) tale che (1) <« U.

Esempi

{5.1] In uno spazio metrico X sono sistemi fondamentali di
intorni di x:
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a) la famiglia dei dischi di centro x e raggio 1/n (n=1,2, ..);
b) la famiglia dei dischi di centro x e raggio razionale;
c) la famiglia dei dischi chiusi il cui centro ha distanza da x

minore del raggio.

[5.2] Se R hala topologia che ha per base la famiglia degli in-
tervalli J— oo, a[, la famiglia {l—o0, x+ e[}e-o & un sistema fon-
damentale di intorni di x per ogni x € R.

[5.3] Se X hala topologia discreta, la famiglia costituita dal solo
punto x ¢ un sistema fondamentale di intorni di x per ogni x € X.

[5.4] Siano (X, d) ¢ (X', d') due spazi metrici. Un’applicazio-
ne f: X — X' & continua rispetto alle topologie indotte dalle di-
stanze se, e soltanto se, per ogni x € X ed ogni & > 0 esiste 6 >0

tale che:

d'(f(x), f(y) <& per ogni ye€ X tale che d(x, y) < 9.

Sia in particolare X = X'=R con la distanza euclidea; una
funzione f: R—~R & continua sc¢ per ogni x € R ed ogni ¢> 0
esiste & > 0 (dipendente in generale da x e da ¢) tale che:

]f(x)——f(y)|<a pet ogai yeR con | x—y| <@

[5.5] Sia X uno spazio topologico, ed R linsieme dei numeri
reali con la topologia dell’esempio 5.2. Una funzione a valori reali su
X f: X —»R¢ continua rispetto alle topologie suddette se, per ogni
a € R, il sottoinsieme

Xa:{xele(x)<a},

¢ un aperto di X, ossia se per ogni x € X ed ogni & > D esiste un
intorno U di x tale che

f(y) <f(x)+ e per ogni ye U.
Una funzione siffatta si dice semicontinua superiormente Su X.

[5.6] L’applicazione 4 di R in sé definita da h(x)=—x pet
ogni x € R non ¢ omeomorfismo di R in s¢, quando R ha la to-
pologia dell’esempio 5.2, ma ¢ un omeomorfismo di R con la topo-
logia 5.2, sullo stesso R con la topologia avente per base la famiglia
degli intervalli ]z, + oof- Una funzione f a valori reali su uno spazio
topologico X la quale sia continua rispetto a quest’ultima topologia
(ossia tale che i sottoinsiemi {x e X|f(x)> a} siano aperti pet tutti
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gl% a € R, si dice semicontinua inferiormente su X. La funzione f ¢ se-
micontinua inferiormente se, e soltanto se, — f & semicontinua su-
periormente.

[5.7] Sia (X, d) uno spazio metrico, e x, un punto di X la
funzione f a valori reali su X definita da f(x) = d(x, x,) per o’gni
x e X & continua, quando R ¢ la retta reale. (Si tenga conto della

III" del paragrafo 4.)

Sia (X', d) uno spazio metrico, e siano x un purto di X, ¢ F
un sottoinsieme non vuoto di JX. Si chiama distanza di x da F il
numero reale non negativo

d(x, F)=Inf. d(x, )

yeF

(estremo inferiore delle distanze di x dai punti y di F).
Se x € F, manifestamente si ha d(x, F)=0; se F= {y} al-
lora d(x, F)==d(x, y). e

, . . .
I’esempio 5.7 & un caso particolare della proposizione seguente:

.Propo.rigione 5.10. Sia F un sottoinsieme (non vuoto) dello spagio
metrico (X, d). La funzione f a valori reali su X definita da

f(x) = d(x, F) per ogni x € X
¢ continua (quando R ha la topologia della retta reale).

. Dimostragione. Tenuto conto dell’esempio 5.4 basta dimostrare
che
| d(x, F)—d(y, F)| < d(x, y) per ogni x, y € X.

Siano x, y due punti di X; dalla relazione triangolare TII del pa-
ragrafo 4 segue che

d(x, 3) < d(x, y) + d(y, g) per ogni x € F,
e quindi
d(x, F) < d(x, y)+ d(, g) per ogni g € I}

ne discende che
. d(x, F) < d(x, y) +d(, F)
e quindi
d(x, F)—d(y, F) < d(x, y).
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Scambiando x con y, ¢ anche
d(y, F)—d(x, F) < d(x, ),

cid che prova Iasserto. Q.E.D.
Per ogni punto x di uno spazio topologico X gli elementi di un
sistema fondamentale % (x) diintorni di x hanno le proprietd seguenti:

a) Pintersezione di una famiglia finita di elementi di A(x) con-
tiene un elemento di WA(x);

b) se U € A(x), allora x € U;

c) se U € U(x), esiste Ve WA(x) con questa proprieta: per
ogni y € IV esiste W e A(y) tale che W <= U.

Proposigione 511, Se ad ogni punto x di un insieme X ¢ associata nna
famiglia W (x) di sottoinsiensi di X per la quale valgano le a), b), c), esiste
una ed una sola topologia su X nella quale W(x) & un sistema Sfondamentale
di intorni di x.

Dimostrazione. Per ogni x € X sia U(x) la famiglia di tutti 1
sottoinsiemi di X che contengono qualche elemento di A (x). Dalle
a), b), ¢) segue che U(x) soddisfa alle proprieta 1), 2), 3), 4) degli
intorni di x.

Per la proposizione 5.3, esiste una ed una sola topologia su X
nella quale W(x) & insieme degli intorni di x. Per costruzione, W (x)
¢ un sistema fondamentale di intorni di x in tale topologia. Cio prova
Pesistenza.

D’altra parte in ogni topologia nella quale A (x) sia un sistema
fondamentale di intorni di x, W (x) & Pinsieme di tutti gh intorni di
x. Da cid segue l'unicita. Q.E.D.

FEsempio

[5.8] Sia R Vinsieme dei numeri reali ed & = {f: R — R} Pin-
sieme delle applicazioni di R in R. Poniamo

o= ({Xlt}hsl ..... m E)n=1,2 .

dove xy, X, x, sono numeri reali tali che x; <, <. <X,

ed & > 0; per ogni f € & indichiamo con U§ linsieme degli elementi
g di ¥ tali che

[f(xh)“—g(xh) l <e pCI b: 19 2: ey W
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e con A(f) la famiglia dei sottoinsiemi Uf di & per ogni scelta del
sistema q.

' _Gh ‘)I(f) hgnnp le proprieta a), b), ¢) dei sistemi fondamentali
di intorni e quindi definiscono su & una topologia a norma della
proposizione 5.11.

Deﬁf?izz'om 5.12. Una famiglia 8 = {Vi}iel di sottoinsiemi di
uno spazio topologico X dicesi localmente finita sc ogni punto x € X
ha un intorno Utale che U N 17;= 0 salvo al pid un numero finito
di indici 7, ossia per il quale ¢ finito linsieme degli indici 7 tali
che Un V5 0.

Lsempi

{5.9] Una famiglia finita & localmente finita.

[5.10] Sulla retta reale R la famiglia di intervalli chiusi

1
—, + oo
Pl
non ¢ localmente finita (ogni intorno dello zero interseca infiniti
elementi di 8), mentre la famiglia

“/B’ = {[m’ ” + 2’]}7"52

B =

neN#*

& localmente finita.

. Proposizione 5.13. L’unione di una famiglia Jocalmente finita di chiusi
di uno spagio’ topologico X & un insieme chinso.

_ Dinmostrazgione. Sia {F;}ier una famiglia localmente finita di sot-
toinsiemi chiusi F; di X. Proviamo che F = U F; & chiuso, ossia
E . . . sel
che UZF" ¢ aperto. Arriveremo a tale conclusione mostrando che ogni
x € EF ha un intorno U < BF.
Per ipotesi esiste un intorno U’ di x ed un sottoinsieme finito
J < [ tale che
U N F,=9 per ogni 7 ¢ ].

Draltra parte U; = GF‘- ¢ aperto, contiene x ed ¢ contenuto in
EF, per ogni 7 € /.
Dintersezione finita
U=(U)ynU
ieJ

¢ un intorno di x contenuto in [:F. Q.E.D.
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Ad esempio P'unjone della famiglia B di chiusi dell’esempio 5.10,
che non & localmente finita, & Vintervallo aperto 10, + oof della retta
reale R, che non & chiuso (il suo complementare non & aperto, perché
non & intorno dello zero).

6. Chiusura, derivato di #n insieme
Sia X uno spazio topologico, A4 un sottoinsieme di X.

Definizione 0.1 Un punto x di X si dice aderente ad A se
U~ A= 9 per ogni intorno U di x.

Osservagione. x & aderente ad A se, ¢ soltanto se, ogni elemento
di un sistema fondamentale di intorni di x interseca A. In partico-
lare x & aderente ad A se, e soltanto se, ogni aperto contenente x
interseca 4.

Definigione 6.2. Si chiama chiusura di A, e si indica con A, Pin-
tersezione di tutti i chiusi che contengono .

Dalla definizione 6.2 segue subito che

) Ac A

La relazione tra i concetti di chiusura e punti di adercnza ¢
espressa nel:

Teorema 6.3. La chiusura A di A & Pinsieme dei punti di X aderenti
ad A.

Dimostrazione. Fatemo vedere che, se x non & aderente ad A4,
x & A, e, inversamente, s¢ x & A, x non ¢ aderente ad 4. Se x
non & aderente ad A, esiste un aperto U che contiene x e non in-

terseca .4; pertanto D) = [}U ¢ un chiuso che contiene .4 e quindi
A, ma non contiene x. Dunque x ¢ .
Se x ¢ A, esiste un chiuso ) contenente A e non contenente Xx.

Pertanto U = (D ¢ un aperto contenente x e disgiunto da A.
Dunque x non & aderente ad A. Q.E.D.

Proposizione 6.4. U:I sottoinsieme A dello spagio  topologico X ¢
chinso se, e soltanto se, A= A.

Dimostragione. A @ chiuso, perché intersezione di una famiglia

42

Spagi topologici e fungioni continue

di chiusi. Pertanto se A = A, A & chiuso. Viceversa, se A ¢& chiuso,

A = A perché A & uno dei chiusi la cui intersezione & A; tenuto
conto della (1), segue che A4 = A. Q.E.D.

Siccome Vinsieme vuoto @ ed A sono chiusi, risulta in parti-
colare che

) 0
3) A= A

Da A < Bsegue che A = B:infatti B & un chiuso contenente 5
e quindi A; pertanto A < B. Possiamo otra dimostrare che, se .4
¢ B sono sottoinsiemi di X,

o

) AUB=AU

Infatti A < AU B e quindi A< AU B. Poiché & anche
Bec AU B, si ha intanto A U B < AU B. Viceversa AU B <

= AU B perché da A < A, e B< B segue AUuBc Au B
che ¢ chiuso.
Le proprieta (1), (2), (3), (4) caratterizzano la chiusura nel

senso precisato dal:

Teorema 6.5. Per ogni sottoinsieme A di un insieme X, sia dato un
sottoinsieme A, in guisa tale che siano soddisfatte le- proprieta (1), 2),
(3), (4). Esiste una ed una sola topologia di X nella guale A ¢ la chiusura
di A.

Dimostragione. Per ogni topologia nella quale A sia la chiusura
di A, un sottoinsieme [ di X ¢& chiuso se, ¢ soltanto se, F = F.
Quindi due topologie siffatte hanno in comune tutti i chiusi, e per-
tanto coincidono. Cid prova I'unicita.

Passando a provare lesistenza, diremo che un sottoinsieme
F < X & chiuso se, e soltanto se, = F.

In virtd della (2) linsieme vuoto & chiuso.

Dalla (1) si trae che X & chiuso. Dalla (4) si ba inoltre che P'unione
di una famiglia finita di chiusi & chiusa.

Siano A e B due sottoinsiemi di X; si ha A < B se, ¢ solo se,

B= AU B; ne segue, per la (4), che Z?: AU B, cioe A< B.

Dunque da A4 c B discende che A < B.
Sia data ora una famiglia {Fi},-d di insiemi chiusi di X, e sia
D= F.

iel
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Risulta D < F, e quindi D < F;= F;. Poiché cio accade per
ogni 7 € /, si ha
D < D.

Avendosi anche D = D (per la (1)), si conclude che D = D,
ossia che Pintersezione di una qualsiasi famiglia di chiusi & chiusa.

Dunque i sottoinsiemi F di X tali che F = F sono i chiusi di
una topologia su X. ~

Resta da provare che A & la chiusura di A in tale topologia. In-
fatti, se F & un qualsiasi insieme chiuso contenente A, risulta

Ac F.
D’altra parte, per la (3), A ¢ chiuso. Dunque A & Vintersezione
di tutti i chiusi contenenti .4, ossia & la chiusura di 4. - Q.E.D.
Esempi

[6.1] X ha la topologia indiscreta se, e soltanto se, A= X per
ogni sottoinsieme non vuoto A di X.

[6.2] X ha la topologia discreta se, e soltanto se, A= A per
ogni sottoinsieme A4 di X.

[6.3] Se X ¢ un insieme infinito con la topologia dell’esempio
1.3, la chiusura di ogni sottoinsieme non chiuso & X.

[6.4] Sia R linsieme dei numeri reali con la topologia che ha
per base gli intervalli ]— oo, 4[; per ogni sottoinsieme .4 di R si ha:

A= [Inf. A, + oo se A & inferiormente limitato;
A =R, se A ¢ inferiormente illimitato.

[6.5] In uno spazio metrico (X, d) la chiusura A di un sotto-
insieme A4 di X ¢ data dalla

A= {xeX| d(x, A) = 0}.

In particolare un sottoinsieme F di X & chiuso se (e soltanto se)
da d(x, F)= 0 segue x € F.

Sia X uno spazio topologico ed A un sottoinsieme di X. Tra
i punti aderenti ad 4 hanno particolare interesse i punti, ogni in-
torno dei quali interseca A in almeno un punto diverso da x ed i
punti x (di 4) per i quali esiste un intorno la cui intersezione con
¢ {x}. Porremo la definizione seguente:
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Definizione 6.6. Sia A un sottoinsieme di X; un punto x di X
si dice punto di accumulagione (o punto limite) di A se ogni intorno
di x contiene almeno un punto di A, diverso da x. Un punto x di
A si dice isolato (in A) se esiste un intorno di x la cui intersezione
con A sia {x}.

L’insieme dei punti di accumulazione di A si chiama il derivato
di A e si indica con D(A). Indichiamo altresi con .4* Pinsieme dei
punti isolati di 4.

Sono. immediate le relazioni seguenti:

(a) AU DA = A* U D(A) = A
®) A% D(A) = 0.

Di qui segue subito che i sottoinsiemi chiusi e privi di punti
isolati sono quelli che coincidono con il loro derivato. Questi sotto-
insiemi si dicono perfet#; in particolare uno spazio topologico X e
perfétto se ogni suo punto & punto di accumulazione.

Esempio

[6.6] La retta reale R & uno spazio topologico perfetto. La retta
razionale Q & perfetta, mentre 'insieme Q dei razionali non & per-
fetto nella retta reale R.

Sia f: X — X' un’applicazione di uno spazio topologico X in
uno spazio topologico X', ed A4 un sottoinsieme di X.

Lemma 6.7. Se f ¢ continua in un punto x, ed x é un punto aderente

ad A, allora f(x) ¢ aderente a [(A).

Dimostragione. Sia U un qualsiasi intorno di f{x). Poiché f ¢
continua in x, esiste un intorno I di x tale che f(17) < U. Siccome
x ¢ aderente ad A, VN A # 0. Per conseguenza

UAfA) > f(V) A f(A) = f(V A A) 9.
Q.E.D.

Proposizione 6.8. L’applicagione f ¢ continua se, e soltanto se, per ogni
sottoinsieme A < X, risulta f(A) < f(A).

Dimostragione. Se f & continua, risulta f(A) = f(A) per il lemma
precedente. Supponiamo inversamente che valga linclusione

(© f(A) < f(A)
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per ogni A < X. Per dimostrare che f & continua basta provare che
'immagine inversa di ogni chiuso F di X’ & chiusa in X.

Sia infatti x € f~1(F). Dalla (c) segue

) ef T F) =f(X)n FeF=F

e quindi
x e fH(E);
pertanto
fHE) <)
cio¢ f-1(F) & chiuso. Q.E.D.

Definizione 6.9. Un sottoinsieme D di uno spazio topologico X
dicesi denso in X se D= X.

Proposigione 6.10. D ¢ denso in X se, ¢ soltanto se, per ogni aperto
won vuoto A di X, An DD

Dimostrazgione. Sia D denso in X e sia A un aperto non vuoto
di X. Poiché A & aperto, A & un intorno di ogni suo punto x.

Essendo x aderente 2 D, An D=+ 0.

Supponiamo che ogni aperto non vuoto di X sia non disgiunto
da D, e sia x un qualsiasi punto di X. Se U & un intorno di x, esiste
un aperto A tale che x € 4 <« U.Poiché AnD#0, x¢ aderente
a D. Dunque D & denso in X. Q.E.D.

FEsempio
[6.7] Sia R la retta reale. L’insieme Q dei razionali e il suo com-

plementare GQ sono entrambi densi in R.

7. Parte interna e frontiera di un insieme

Sia X uno spazio topologico, ed A un sottoinsieme di X.
Ricordiamo che la chiusura A di A & definita dalla

A= [:F: con F; chiuso, F; > A.

Sia § == GA; ad ogni F; chiuso, tale che F; o A corrisponde
biunivocamente U; = [}Fi aperto, tale che UcS= EA.
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Inoltre risulta

Eﬁ}i [}14_: [}(ﬂlFi) = UI(GFl) = UiUi con U‘i aperto, U'i < S
Poniamo la

Definizione 7.1. Sia S un sottoinsieme di uno spazio topologico X.
o
Si dice parte interna di 5 il sottoinsieme S di S, unione di tutti gli aperti
contenuti in 5.
Da quanto_precede tisulta che
Proposigione 7.2.
(@) § = 00s.

Alle proprieta che caratterizzano la chiusura fanno riscontro le
proprieta seguenti della parte interna

D) §es.

Proposigione 7.3, Un sottoinsieme S dello spagio topologico X & aperto

se, ¢ solo se, S =S.

2" X=X
39 §=5
(4" SAT=5nT

Esse possono essere dimostrate direttamente, facendo riferimento
alla definizione 7.1, con ragionamenti analoghi a quelli fatti per di-
mostrare le proprietd corrispondenti della chiusura (si tratta sempli-
cemente di sostituire unione con intersezione, chiuso con aperto,
contenente con contenuto e viceversa). Le stesse proprietd possono
essere dimostrate anche a partire dalla proporzione 7.2, facendo ri-
corso alle proprieti corrispondenti della chiusura.

Svilupperemo, parallelamente, come utile esercizio, i due modi
di ragionare. ,

Per la (1’) la dimostrazione diretta ¢ ovvia.

Partendo invece dalla proposizione 7.2, si ha:
§-00s c s ls<ls,

che ¢ la (1) della chiusura (quando A= BS)
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Dimostriamo ora la proposizione 7.3.
Dlrettamentc e aperto (come unione di aperti); qumdl e

aperto, se § = §; viceversa se § & aperto, allora S < Se quindi,

per (1), la 7.3.
Partendo dalla proposizione 7.2: § & apetto < []X ¢ chiuso, cioe

S apcrtoa[}kfz [}—foS: B[E: 50

La (2') ¢ immediata in entrambi 1 modi di ragionare.

Provxamo la (3’). Direttamente: Se aperto, e quindi, per la 7.3,

cho

Partcndo dalla proposizione 7.2:

§ 085 — 00 (C0s) = 0Ts = CCs -

Stabiliamo infine la (4').

o

———— o =] .9 o, .
Direttamente: $ N7 o § n 7, perché § N T & un aperto, che,

<]

. TR 8 ,
per (1), & contenuto in S N 7. Inoltre § N T < SN 7, perché

SN T & un aperto contenuto in S N7 e quindi in §; dunque

<]
o

L o S
SNTcS, ed analogamente S N 7T < 7.
Partendo dalla proposizione 7.2:

AT 0B nm=00sobr—Clsulr]|-
b5 b7~ 5nF

Le proprieta (1), (2'), (3'), (4') caratterizzano le parti interne,
nel senso precisato dal seguente:

Teorema 1.4. Per ogni sotfoinsieme S di un insieme X, sia dato un
sottoinsieme S in guisa tale che siano soddisfatte le proprieta (1'), (27),
(3"), (4). Esiste una ed nna sola topologia su X nella quale 8 ¢ la parte
interna di S

Dimostragione. Se in una topologia la parte interna di S ¢ §, al-

lora la chiusura di 4 = b5 deve essere data, per la proposizione 7.2,
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dalla .
JU— o N
(b) A=lbs=0s=004

e quindi devono essere soddisfatte per A le proprieta (1), (2), (3),
(4) del teorema 6.5.

E immediato verificare che .4 ha le proprietd suddette. Infatti:
(1) Ac A perché bA=0.4<0.1;

(2) 0= 0 perché (o= 00— xX= x;
3) A=A perché A= EB/T: [][:A = E[}A = A;

o
T

4) AUB— AU Bperche A0 B= 001 U B) =

— 004y v (b= a0 B,

Per il teorema 6.5 & unica la topologia su X la cui chiusura

¢ data dalla (b). Resta da verificare che in questa topologia la

parte interna di un sottoinsieme § & proprio §; ed infatti per la pro-
posizione 7.2

parte interna di § = [}G—S = EGS” =5 Q.E.D.

Sia A un sottoinsieme di X. Osserviamo che U ¢ un intorno di
[+]
A se, e soltanto se, 4 < U.

Definizione 7.5. 1 punti di § diconsi interni a S.

Proposizione 7.6. Un punto > ¢ interno ad S se, e soltanto se, esiste
un intorno U di x contensto in 5.

Dimostragione. Se x & un punto interno a S, x appartiene a
S < S, il quale, essendo aperto, ¢ intorno di ogni suo punto.
Se esiste un intorno U di x contenuto in 5, esiste un intorno

aperto A di x tale che A« U < §.
Siccome S & 'unione degli aperti contenuti in §, risulta 4 < 5

Si avea anche x € S Q.E.D.
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Definigione 7.7. In uno spazio topologico X un punto x dicesi

punto frontiera di un insieme 4, se x ¢ aderente ad A e a GA. L’in-
sieme dei punti di frontiera di A dicesi la frontiera di A, e si indica
con F(A).

Pertanto

F(AY=An [};,
ed ¢ chiusa. Ne segue, per (a),
Creay—baoblae 40ba
Ad esempio in R” la chiusura di un disco S(x,, £) ¢ I'insieme
G = (xR | dlvo %) < )
mentre la frontiera di S(x,, ¢) ¢ l'insieme
{x e R" | d(x,, x)= &}

Invece in un insieme X, con la distanza dell’esempio 4.2 ¢
quindi con la topologia discreta, si ha

S(xe 1) ={xo}, {x€ X | d(xs, ¥) <1} = X,
{xe X | d(x,, x) =1} = X — {x,}.

Esercigi

1. In un insieme costituito da un solo elemento esiste una sola topo-
logia (topologia del punto).

2. La topologia-di uno spazio X & quella discreta se, e solo se, ogni
punto di X & aperto.

3. Se X & infinito ed ha la topologia [1.3], oppure se X & ordinato
ed ha la topologia [1.4], due aperti non vuoti di X hanno sempre inter-
sezione non vuota.

4. In uno spazio topologico X sono fatti equivalenti:
a) lintersezione di una famiglia qualsiasi di aperti ¢ un aperto;

Spagi topologici e funzioni continue

b) l'unione di una famiglia qualunque di chiusi & un chiuso;
¢) la famiglia dei chiusi ¢ la famiglia degli aperti di un’altra topologia
su X.

5. In un insieme X con la topologia [1.3] son fatti equivalenti:
a) X & finito;

b) P'unione di una famiglia qualunque di chiusi & un chiuso;
c) la topologia [1.3] ¢ quella discreta.

6. Nell’insieme ordinato N dei numeri naturali la topologia 7, defi-
nita in [1.3] e la topologia 7, definita in [1.4] non sono confrontabili,
ossia non & vero che 7, < 1, e nemmeno che 7, < 7;. ({0} & chiuso in
7, e non & chiuso in 7,; {# € N | # > 0} & chiuso in 7, € non & chiuso
in 7,.)

7. Se 1, e 1, sono due topologie sullo stesso insieme X, la famiglia
T = 1, N T, dei sottoinsiemi di X che sono aperti sia in v, sia in 7, &
una topologia su X; precisamente 7 & la topologia pid fine tra le topo-
logie che sono meno fini sia di 7, che di 7,

8. Siano X e X' due insiemi totalmente ordinati, con la topologia
[1.4]. Un’applicazione f: X — X' & un omeomorfismo se, e soltanto se,
[ & surgettiva e crescente (da x <y segue f(x) << f()). (Un’applicazione
crescente ¢ iniettiva. Sia f continua ed x < y;se A= {re X'; r< f(»)},
allora f ~1(.4) & un aperto di X contenente y e quindi x. Pertanto f(x) € A,

ossia f{x) < /(1))

9. Sia R linsieme dei numeri reali e, per ¢ € R, poniamo ] —oo, g =
= {x € R|x <4} La famiglia dei sottoinsiemi di R costituita da 0,
R e dai sottoinsiemi ]— oo, a[ per 2 € R, & una topologia su R strettamente
meno fine della topologia {1.4].

(Gli aperti della topologia [1.4] sono, oltre # ed R, i sottoinsiemi
J—o0, a oppure i sottoinsiemi }—oo, 4] = {x € R; x < a}.)

10. Sia R, linsieme dei numeri reali con la topologia 1, definita nel-
Pesercizio 9, ¢ R, lo stesso insieme con la topologia 1, dell’esempio [1.3].
Urn’applicazione f: R; — R, & continua se, e soltanto se, & costante. (I
punti sono chiusi in R,; pertanto, se a € f(R,), f'(a) = [#, + oo =
= {x € Ry; x> m}. Sia b e f(R,), [~1(b) = [n, + oof; se g = max (m, n),
risulta f(2) =a=4.)

11. La relazione tra spazi topologici “X & omeomorfo ad Y’ & una
relazione di equivalenza, ossia: a) X & omeomorfo a se stesso; b) se X ¢
omeomorfo ad Y, allora Y & omeomorfo ad X; c) se X & omeomorfo ad
Y ed Y & omeomorfo a Z, allora X & omeomorfo a Z. (L’identita su X
& un omeomorfismo, Papplicazione inversa di un omeomorfismo & un omeo-
mortfismo, il prodotto di due omeomorfismi ¢ un omeomorfismo.)
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12. Sullinsieme R dei numeri reali, la famiglia B = {]—oo, 4]} &
una base della topologia [1.4].

13. Sull’insieme R dei numeri reali la famiglia degli intervalli (aperti)
con estremi razionali ¢ una base della retta reale.

14. Ogni base della topologia discreta contiene come elementi i punti
dell'insieme.

15. Sia 7, la topologia su R definita nell’esercizio 9, € 7, la topologia
definita in modo analogo a partire dall’ordinamento opposto. La topo-
logia meno fine tra le topologie che sono pid fini di v, e di 7, ¢ la topologia
della retta reale.

16. La famiglia degli intervalli (semichiusi a sinistra)
g, b ={xeR|a< x < b}

¢ una base di una topologia su R strettamente meno fine della topologia
discreta e strettamente pit fine della topologia della retta reale.

17. X & uno spazio topologico, 1l & un ricoprimento dell’insieme X',
7 ¢ la topologia su X' generata da U. Un’applicazione f: X — X' & conti-
nua se, e soltanto se, per ogni U e U, f~1(U) & un aperto di X.

18. Sia X un insieme e 4: X X X -— R sia tale che:

a) d(x, 2) < d(y, x)+ d(3, 2);
b) d(x, y) =0 se, e soltanto se, x =y,

per ogni scelta di x, y, g in X. Allora d & una distanza su X. (Laa)ela
proprieta III € la b) & la proprietd IV del paragrafo 4. La I segue da
b) per g = x, tenuto conto di b); la IT segue da a) quando siprendag =ye
quindi si scambi x con y.)

19. Sia X uno spazio metrico ed M un insieme di numeri reali mag-
giori di zero, il cui estremo inferiore sia zero (ad esempio M & P'insieme dei
razionali maggiori di zero, oppure & la successione 1, 1/2, ..., 1/n, ...).
La famiglia dei dischi di X che hanno centro qualunque e raggio appar-
tenente ad M & una base della topologia indotta su X dalla distanza.
(Segue dal lemma 4.3 quando si prenda o € M.)

20. In uno spazio metrico X con distanza 4 i sottoinsiemi
Clx, &) = {y€ X|dix, 3)< ¢}

(disco chiuso di centro x e raggio &) sono chiusi nella topologia indotta
dalla distanza. (Basta dimostrare che UC(x, ¢) & aperto, ossia che se
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z ¢ C(x, €) esiste (g, @) che non interseca C(x, €); si prenda p tale che
0 < p <d(x, g)—¢& e si tenga conto della disuguaglianza triangolare.)

21. Nell’insieme R2=R x R
d'(x, y) = max |x;—¥;|
i=12

definisce una distanza topologicamente equivalente alla distanza eucli-
dea d. (Da
[xi— g | < lxg—al + 1 yi— 2l
segue
| oe;— i | < d' (e, ) + (0 25

di qui segue la relazione triangolare; le altre proprieta della distanza sono
ovvie. L’equivalenza topologica con d si prova osservando che

d'(x, ) < d(x, 5) < 24 (%, )
e ragionando come nell’esempio 4.6.)

22. Nellinsieme Z degli interi relativi la distanza euclidea | x — y |
induce la topologia discreta.

23. Sia p un numero primo; per ogni intero relativo x # 0 sia v(x)
Pesponente cui compare p nella decomposizione di x in fattori primi
(ossia sia x =h - p*® con 5 non divisibile per p).

1
(a) d(x,y):w se x=£y; d(x, x)=10

definisce una distanza sull’insieme Z degli interi relativi che soddisfa alla
relazione triangolare nella forma pit restrittiva

(b) d(x, 3) < max (d(x, y), 4d(> %))

(Se x—y=4"-p¥,y—z3="4" cp ed x—g=h-p" con b, K, b,
non divisibili per p, risulta #> min (#', #") da cui segue (b).)

24. Determinare le isometrie di R in sé munito della distanza euclidea.
(Se f: R— R & una isometria ed @ = f(0), deve essere | f(x) —a| = | x|
e quindi f(x) = x + a oppure f(x) =—x+ a, non potendosi per una
stessa f verificare entrambi i casi.)

25. Siano f: X—R, g: X >R due applicazioni continue di uno spa-
zio topologico X nella retta reale, ed 4 un numero reale. Le applicazioni
di X in R:

S+ g definita da (f+ )(x) = f(x) + £(x)
a - f definita da (2 f)(x) =4 - ()

per ogni x € X
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sono applicazioni continue. (Si tenga presente il teorema 5.4 e si osservi

che
[ (f+ 90— [+ )< IS —FE) |+ 18N —gC) |
1@ -HO)— @-NE) | =|al-|fON—fC)1)

26. Sia f un’applicazione continua dello spazio topologico X nella
retta reale. Se f(x) 7 0, esiste un intorno U di x tale che f(y) 7 0 per ogni
ye U

27. Per ogni punto x di uno spazio metrico X gli intorni chiusi di x
formano un sistema fondamentale di intorni di x (v. esempio 5.1).

Se X & infinito ed ha la topologia dell’esempio 1.3, gli intorni chiusi
di ogni punto x di X non formano un sistema fondamentale.

28. Se R ha la topologia del’esempio 1.2, ogni punto possiede un
sistema fondamentale di intorni costituito da un solo elemento.

29. Siano x,, x, due punti dello spazio metrico X munito di una di-
stanza d, ed @ un numero reale. I sottoinsiemi di X

A= {xe X|d(x, x¢)+ d(x, %) <a}
B = {xe& X|d(x, x)+ d(x, x;) < a}

sono, rispettivamente, un aperto ed un chiuso di X e coincidono coll’in-
sieme vuoto se a << d(xg, x7).

30. Sia F un sottoinsieme (non vuoto) dello spazio metrico (X, d).
1l sottoinsieme M dei punti x di X per i quali d(x, F) = 0 & chiuso (nel-
la topologia indotta da d); (0 & chiuso in R; asserto segue dalla proposi-
zione 5.10).

31. Sulla retta reale R si consideri per ogni intero relativo # il sotto-
insieme F,, = [, m + 2]. Un sottoinsieme F di R & chiuso se e soltanto
se F F,, & chiuso per ogni intero relativo » (v. I'esempio 5.10).

32. Sia X un insieme infinito con la topologia dell’esempio 1.3.
Ogni famiglia localmente finita di chiusi & necessariamente finita.

33. In uno spazio topologico qualunque sono fatti equivalenti:
a) linte:sezione di una famiglia qualsiasi di aperti & un aperto;
b) Punione di una famiglia qualsiasi di chiusi & un chiuso;
c) per ogni sottoinsieme A di X, si ha 4= U
ze A
34. Siano A e B sottoinsiemi di uno spazio topologico X. Dimostrare
che:

a) ANBc An B; _
b) se A4 & aperto, allora AN Bc AN B.
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35. Sia {A4;};c; una famiglia di sottoinsiemi dello spazio topologico X.
Dimostrare che

36. Se un sottoinsieme -4 di uno spazio topologico X non ha punti
isolati, allora anche 4 non ha punti isolati.

37. Se f: X — Y & un’applicazione continua e surgettiva e D & denso
in X, allora f(D) & denso in Y.

>

38. Se D & un sottoinsieme di uno spazio topologico X, tale che D
e il suo complementare U D sono densi in X, allora X non possiede punti
isolati.

39. Se A & aperto e B & denso in X, allora A = AN B (tenere pre-
sente lesercizio 34).

40. Se A @& un sottoinsieme di uno spazio metrico X, allora il deri-
vato D(A) di A ¢ chiuso.

41. A, B sono sottoinsiemi dello spazio topologico X, D(A)e D(B)
i loro derivati. Dimostrare che: a) se A < B allora D(A) < D(B); b)
D(A U By = D(A)u D(B).

42. Sia A un sottoinsieme di uno spazio topologico X, F(A) la fron-
tiera di A.
Dimostrare che:

a) A e U.A hanno la stessa frontiera;
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b) A, BA e F(A) sono a due a due disgiunti e ricoprono X.
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43. Se D & denso in X, allora BD = 0.

44. Se A e B sono sottoinsiemi di uno spazio topologico X, allora
F(AuU B) < F(A)u F(B).

45. Se A & un sottoinsieme di uno spazio topologico X, allora
F(A) e F(A); F(A) c F(A).

46. In uno spazio topologico X, un sottoinsieme A4 & chiuso se, e
solo se, F(A)c A.

47. Sia B un chiuso dello spazio topologico X. 1l complementare di
F(B) & denso in X e F(B) & privo di punti interni.




