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Alcuni commenti storici.

- Newton, Leibniz, Eulero usavano metodi non sempre rigorosi.

 Verrebbe spontaneo supporre che l'analisi (continuita', calcolo 
differenziale, calcolo integrale, etc.) sia stata formulata fin 
dall'inizio in una maniera molto simile a quella con cui viene trattata 
al giorno d'oggi. Al contrario, i matematici citati sopra usavano metodi 
molto meno rigorosi di quelli attuali, e talvolta decisamente 
insoddisfacenti. In particolare, si consideravano quantita' 
"infinitesime" che, a seconda delle convenienze, venivano di volta in 
volta supposte diverse da zero, oppure esattamente uguali a zero. 
 Nonostante il filosofo Berkeley avessse fatto polemicamente notare che 
assumere che una quantita' fosse contemporaneamente uguale a zero e 
diversa da zero portava ad un'immediata e plateale contraddizione, 
l'attivita' matematica era proseguita per molti anni in questo modo poco 
rigoroso.

Citiamo il sottotitolo dell'Analista di Berkeley:

<< L'Analista, ovvero Discorso rivolto ad un matematico infedele. Dove si 
esamina se l'oggetto, i principi e le inferenze del moderno analista 
siano concepiti piu' distintamente e dedotti in maniera piu' evidente 
dei misteri della religione e dei dogmi della fede. "Togli prima la trave 
dal tuo occhio; solo allora potrai vedere cosi' chiaramente da togliere 
la pagliuzza dall'occhio di tuo fratello" >>

 E una frase di D'Alemebert:

<< una quantita' o e' qualcosa o e' niente: se e' qualcosa, non si e' 
ancora annullata; se e' niente, si e' letteralmente annullata. Supporre 
che vi sia uno stato intermedio fra qualcosa e niente e' una pura 
chimera >>

- Weiestrass, e quella che viene chiamata "aritmetizzazione 
dell'analisi".

 Una sistemazione rigorosa dell'analisi e' stata completata, col 
contributo anche di altri, da Weiestrass, nella maniera che tutti (noi 
matematici ;) conosciamo. In particolare, Weiestrass ha dato una 
definizione rigorosa di limite, senza fare uso dell' "infinito in atto". 
C'e' da notare che metodi di questo genere erano comunque gia' stati 
usati nel periodo ellenistico.
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- Bolzano, Dedekind, Cauchy, Cantor etc. Uso della nozione di insieme.
 Se la nozione di limite di Weiestrass fa uso solo di un "infinito 
potenziale", Weiestrass ha comunque fatto uso implicitamente della 
nozione di insieme, ad esempio, di sottoinsiemi dell'insieme dei numeri 
reali. Inoltre, mentre la nozione di limite non crea piu' nessun 
problema "fondazionale", e' difficile sostenere che non si usino 
procedimenti infiniti per dimostrare l'esistenza di certi limiti. In 
altre parole, bisogna presentare una costruzione o una definizione non 
controversa dell'insieme dei numeri reali. Le costruzioni di Dedekind e 
Cauchy (di cui si spera il discente sia venuto a conoscenza) fanno un 
uso effettivo e notevole, in una forma o nell'altra, della nozione di 
insieme.
 I problemi originari sull'infinito, e poi sugli infinitesimi sono stati 
quindi semplicemente spostati sulla nozione di insieme.

- Kronecker, Poincare'... Controversie sull'uso degli insiemi.

I metodi di Cantor e l'uso della teoria degli insiemi non sono stati 
accettati immediatamente da tutti i matematici (anche se oggi il 
consenso della maggior parte dei matematici sembra autorizzare, entro 
certi limiti, l'uso degli insiemi). Il paradosso di Russell non ha fatto 
altro che acuire i dubbi ed esacerbare le polemiche.

Per esemplificare quanto detto sopra, citiamo alcune parti di un 
articolo di D. Hilbert, Sull'infinito, 1926.

<< Con le sue penetranti critiche Weierstrass ha fornito un solido 
fondamento all'analisi classica. Chiarendo molte nozioni, in particolare 
quelle di minimo, di funzione e di quoziente differenziale, ha eliminato 
i difetti ancora presenti nel calcolo infinitesimale, lo ha liberato da 
ogni confusione relativa all'infinitesimale, risolvendo cosi' 
completamente le difficolta' derivanti da tale concetto. Se oggi in 
analisi c'e' accordo completo e sicurezza nell'impiego dei metodi 
deduttivi basati sui concetti di numero irrazionale e di limite, e se si 
e' unanimi sui risultati raggiunti anche nelle questioni piu' complesse 
della teoria delle equazioni differenziali ed integrali, nonostante 
l'uso delle piu' ingegnose e varie combinazioni di composizioni, 
giustapposizioni e incastri di limiti, tutto cio' e' merito soprattutto 
dell'opera scientifica di Weierstrass.

Tuttavia, malgrado la fondazione del calcolo infinitesimale fornita da 
Weierstrass, proseguono le dispute sui fondamenti dell'analisi.
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Tali dispute non sono cessate perche' il significato dell' "infinito", 
nel senso in cui tale concetto e' usato in matematica, non e' mai stato 
chiarito completamente. E' vero che l'analisi di Weierstrass ha 
eliminato l'infinitamente grande e l'infinitamente piccolo, riducendo 
ogni affermazione su di essi all'affermazione su relazioni tra grandezze 
finite. Tuttavia, l'infinito compare ancora nella[?] serie numerica 
infinita che definisce i numeri reali e nel concetto di sistema dei 
numeri reali, concepito come una totalita' realizzata simultaneamente ed 
esistente "in atto". Nella sua fondazione dell'analisi, Weierstrass 
accetto' senza riserve ed adopero' ripetutamente forme di deduzione 
logica in cui entra il concetto di infinito, come quando si considerano 
tutti i numeri reali che hanno una certa proprieta' o si afferma che 
esistono numeri reali che hanno una certa proprieta'.

L'infinito percio' ricompare nella teoria di Weierstrass per un'altra 
via, sfuggendo cosi' all'esigenza di precisione imposta dalla sua 
critica. Occorre quindi risolvere una volta per tutte il problema 
dell'infinito, nel senso ora indicato. Proprio come nei procedimenti di 
passaggio al limite del calcolo infinitesimale l'infinito, nel senso 
del1'infinitamente grande e dell'infinitamente piccolo, si e' rivelato 
semplicemente un modo di dire, nello stesso modo dobbiamo renderci conto 
che l'infinito, nel senso di una totalita' infinita, dove e' ancora 
usato nei metodi deduttivi, e' un'illusione.

Proprio come le operazioni sull'infinitamente piccolo sono state 
sostituite da operazioni sul finito che danno luogo esattamente agli 
stessi risultati e alle stesse eleganti relazioni formali, cosi' in 
generale i metodi deduttivi basati sull'infinito devono essere 
sostituiti con procedimenti finiti che diano gli stessi risultati, che 
cioe' rendano possibili le stesse catene di dimostrazioni e gli stessi 
metodi per ottenere formule e teoremi.

Questo e' lo scopo della mia teoria. Essa si propone di dare 
definitivamente sicurezza al metodo matematico, compito che non fu 
assolto neppure durante il periodo critico del calcolo infinitesimale. 
Essa percio' dovrebbe condurre a compimento cio' che Weierstrass sperava 
di fare con la sua fondazione dell'analisi e verso cui ha compiuto un 
passo necessario ed importante.

[...]

Cantor ha sviluppato con notevole successo, in base a questi concetti, 
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la teoria dei numeri transfiniti, e ha inventato tutto un calcolo per 
essi. Cosi', grazie alla collaborazione tra i giganti Frege, Dedekind e 
Cantor, l'infinito fu posto sul trono e inizio' un'era di grandi 
trionfi. Osando il volo, esso ha raggiunto una vertiginosa vetta di 
successi.

Non mancarono, tuttavia, le reazioni. Esse assunsero, in realta', forme 
molto drammatiche, e furono di tipo analogo a quelle suscitate dagli 
sviluppi del calcolo infinitesimale. Nella gioia della scoperta di nuovi 
importanti risultati, i matematici si erano poco preoccupati della 
validita' dei loro metodi deduttivi. Infatti a poco a poco cominciarono 
a spuntare fuori delle contraddizioni, causate semplicemente dall'uso di 
definizioni e di metodi deduttivi ormai abituali. Tali contraddizioni, i 
cosiddetti paradossi della teoria degli insiemi, sebbene inizialmente 
sporadiche, divennero gradualmente sempre piu' acute e serie. In 
particolare una contraddizione scoperta da Zermelo e Russell ebbe un 
effetto addirittura catastrofico quando divenne nota nel mondo 
matematico. Di fronte a questi paradossi Dedekind e Frege abbandonarono 
completamente i loro punti di vista e si ritirarono dalla lotta: 
Dedekind esito' a lungo prima di permettere la pubblicazione di una 
nuova edizione del suo trattato "Was sind und was sollen die Zahlen", 
che a suo tempo aveva fatto epoca, e in un epilogo anche Frege dovette 
riconoscere che l'indirizzo del suo libro "Grundgesetze der Arithmetik" 
era sbagliato. La stessa teoria di Cantor fu attaccata da tutti i lati. 

La reazione fu cosi' violenta che vennero messi in questione anche i 
concetti piu' comuni e fecondi e i tipi di ragionamento piu' semplici e 
importanti della matematica e si voleva vietare il loro impiego.  
Naturalmente l'antico ordine ebbe dei difensori, ma le tattiche di 
questi ultimi erano troppo timide ed essi non fecero mai un fronte unico 
nei punti vitali. Furono avanzati troppi rimedi differenti per i 
paradossi, ed i metodi proposti per chiarirli erano troppo disparati. >>

7



8



9



10



11



12



13



14



15



16



Da
https://www.treccani.it/enciclopedia/tesi-di-church_%28Enciclopedia-della-
Matematica%29/

Le pagine precedenti su Analisi non standard sono del Prof. D. Zambella 
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I teoremi di incompletezza di Godel (versione relativamente informale).

 Primo Teorema (Teorema di Godel-Rosser). Sia T una teoria

 (a) in cui si possono esprimere alcuni fatti dell'aritmetica elementare 
dei numeri naturali, e
 (b) tale che esista una procedura effettiva (algoritmo) per determinare 
se un enunciato e' un assioma di T oppure no (= gli assiomi sono ricorsivi)

 Allora, se T e' non contradditoria, T e' incompleta, cioe' c'e' un 
enunciato P di T che non e' dimostrabile, e tale che nemmeno la 
negazione di P e' dimostrabile.

 Il teorema vale per sistemi formali in generale, ma in tal caso la 
"procedura effettiva" deve riguardare anche la possibilita' di applicare 
o meno le regole di deduzione.

 NB: si potrebbe pensare di ovviare all'incompletezza aggiungendo la P 
data dal teorema agli assiomi di T, quindi P diventerebbe dimostrabile. 
Si noti pero' che la nozione di dimostrabilita' di cui parla il teorema 
e' relativa alla teoria T (quindi dovremmo dire sempre "dimostrabile in 
T", al posto di "dimostrabile"). Il teorema e' valido anche per la 
teoria T' ottenuta aggiungendo P agli assiomi di T. Si ottiene quindi un 
enunciato P' che non e' dimostrabile in T', e tale che nemmeno la sua 
negazione e' dimostrabile in T'. 
 Quindi se T e' una teoria che soddisfa (a), T non puo' essere estesa ad 
una teoria che sia completa e che inoltre soddisfi anche (b), 
naturalmente, sempre se si richiede la non contraddittorieta'.

 Secondo Teorema. Sotto le ipotesi del Primo Teorema (ma le assunzioni 
aritmetiche in (a) sono un po' piu' forti), esiste una formula di T
 - che puo' essere intuitivamente interpretata come l'asserzione della 
non contraddittorieta' di T, e che
 - non e' dimostrabile in T.

 Per dare un enunciato preciso del secondo teorema bisognerebbe indicare 
esplicitamente la formula in questione, poiche', a seconda della 
formalizzazione all'interno di T della nozione di "non  contraddittorieta'", si 
ottengono formule differenti, e il teorema non si applica a tutte le formule di questo 
tipo.

 C'e' inoltre da osservare che, da un certo punto di vista, l'enunciato 
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indecidibile P fornito dal primo teorema di Godel si puo' interpretare 
come un enunciato che afferma la propria indimostrabilita' (sempre 
relativamente a T). (Deve essere chiaro che si tratta di 
un'interpretazione: un enunciato in un sistema formale non e' altro che 
una sequenza finita di simboli!) Questo "significato" intuitivo di P ne 
mostra immediatamente l'indecidibilita'. E, sempre intuitivamente, P 
allora e' vero, essendo effettivamente indimostrabile.

 Siccome le dimostrazioni all'interno di un sistema formale (proprio per 
come sono state costruite, e per l'assunzione che gli assiomi siano 
effettivamente riconoscibili) sono eseguibili "meccanicamente", da "una 
macchina", e siccome, secondo un'interpretazione del paragrafo 
precedente, un matematico puo' "vedere" che l'enunciato indecidibile di 
Godel "e' vero", c'e' chi ha sostenuto che il teorema di Godel mostra 
una superiorita' degli esseri umani sulle macchine, nel senso che un 
essere umano potrebbe conoscere la verita' di un'affermazione 
indimostrabile, e questo va al di la' di cio' che potrebbe fare un 
automa, che si limiterebbe alle dimostrazioni. Il dibattito 
sull'argomento (che sembra essere stato originariamente introdotto 
addirittura da Turing, ma solo al fine di confutarlo) e' stato parecchio 
acceso, e non si e' raggiunto un parere unanime.

Va pero' almeno osservato che l'enunciato indecidibile di Godel P e' 
intuitivamente vero solo a patto che si assuma la non contraddittorieta' 
della teoria T. Infatti, in una teoria contraddittoria tutto e' 
dimostrabile, quindi P, se davvero lo si pensa come un'affermazione 
della propria indimostrabilita', sarebbe intuitivamente falso. Quindi il 
matematico che "vedrebbe" la verita' di T, in realta', usa una teoria 
piu' forte di T (o comunque diversa da T), poiche' usa l'ipotesi che T 
sia non contraddittoria.

NB: Il termine "consistent" in lingua inglese, nei lavori matematici, e' usato
 nel senso di "non contraddittorio". Ormai l'uso del termine "consistente" e' invalso, 
con lo stesso significato, anche nella letteratura matematica in lingua 
italiana, anche se alcuni "puristi" preferiscono il termine "coerente". 
A scanso di equivoci, e per chiarezza, noi useremo sempre l'espressione 
"non contraddittorio".

- Teoremi di Godel e programma di Hilbert.
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 Si ritiene generalmente che i Teoremi di incompletezza di Godel 
implichino l'irrealizzabilita' del programma di Hilbert, per lo meno 
nella sua formulazione originaria. Per inciso, Hilbert aveva richiesto 
anche l'esistenza di una teoria completa per la matematica (per esempio, 
parte del secondo problema nella sua famosa lista), ed e' fuor di dubbio 
che questo sia irrealizzabile, per il primo teorema di Godel (Godel-Rosser).

 Il problema piu' importante, secondo Hilbert, era comunque di 
dimostrare la non contraddittorieta' della matematica. L'interpretazione 
usuale e' che il secondo teorema renda cio' impossibile. Alcuni pero', 
usando l'osservazione menzionata sopra che non esiste un'unica formula 
che esprime la non contraddittorieta' della teoria T in cui si dimostra 
il teorema, e alcune di queste formule sono effettivamente dimostrabili 
in T, hanno sostenuto che i risultati di Godel non rendono impossibile 
una realizzazione del programma di Hilbert. Anche se questa e' 
un'opinione minoritaria, va precisato che il programma di Hilbert 
richiedeva la dimostrazione della non contraddittorieta' di tutta la 
matematica in una teoria T "finitistica", quindi in una teoria 
relativamente "debole". Ora, anche interpretando la discussione 
precedente nel senso che T possa dimostrare la propria non 
contraddittorieta', il programma di Hilbert richiederebbe la 
dimostrazione della non contraddittorieta' di una teoria estremamente 
piu' potente, e partendo da una teoria comunque piu' debole dell'Aritmetica 
di Peano.

Resta comunque la possibilita' della realizzazione di qualche variante 
del programma di Hilbert. Una dimostrazione della non contraddittorieta' 
della teoria dell'aritmetica (Aritmetica di Peano) e' stata trovata da 
Gentzen. Questa dimostrazione non contraddice il teorema di Godel 
perche' fa uso di altri metodi (dimostrazioni di lunghezza infinta, o, 
comunque, che usano infinite formule). Nonostante cio', la dimostrazione 
di Gentzen viene usualmente considerata come "costruttiva". E' difficile 
sostenere che la dimostrazione di Gentzen possa essere considerata 
"finitistica" nel senso di Hilbert; puo' essere comunque considerata 
come una soluzione parziale del suo programma. Anche in questo caso, 
pero', vale l'osservazione che i metodi di Gentzen sono ancora ben 
lontani dal riuscire a dimostrare la non contraddittorieta' di teorie 
quali la teoria degli insiemi.

In una simile direzione, si e' cercato di ridurre la richiesta, e di 
vedere se ci sono parti significative della matematica delle quali, in 
un senso o nell'altro, e' possibile dimostrare la non contraddittorieta'.
Questa branca della logica va sotto il nome di "reverse mathematics". 

22



C'e' anche un'altra osservazione che puo' avere un qualche interesse.
Nelle ipotesi dei Teoremi di Godel abbiamo supposto che T fosse una teoria in cui si 
possono esprimere alcuni fatti dell'aritmetica elementare. Ma anche assumendo solo 
che gli assiomi di T siano ricorsivi, si puo' comunque costruire un enunciato, 
diciamo, Coer(T), enunciato in PA (aritmetica di Peano) che intuitivamente esprime 
la non contraddittorietà di T. Quindi, al di la' della possibile interpretazione degli enti 
di cui si suppone parli T, e al di là di qualunque discussione riguardante 
l'ammissibilità o la liceità dell'uso di questi enti, l'enunciato Coer(T) e, più in 
generale, qualunque dimostrazione all'interno di T, ha un significato puramente 
aritmetico, cioè può essere codificato come un enunciato di PA o, detto più alla 
buona, "parla di numeri naturali". Questo è il cosiddetto "paracadute formalista": 
anche lavorando in una teoria che parla di enti la cui ammissibilità è ritenuta dubbia, 
si producono comunque dimostrazioni che hanno un significato in teorie, come 
l'aritmetica, ammissibili al di là di ogni ragionevole dubbio.

Invece, in questo senso, il secondo teorema di Godel si può addirittura estendere. E' 
vero che, se PA è non contraddittoria, allora in PA non si può dimostrare Coer(PA), 
per un'appropriata formulazione Coer(PA) all'interno di PA dell'ipotesi della non 
contraddittorietà di PA. Per una teoria generale T potrebbe invece non essere 
possibile formulare Coer(T), per esempio se non fosse possibile qualche tipo di 
godelizzazione. Quindi per T potrebbe non essere nemmeno enunciabile il secondo 
teorema di Godel. Pero', se T è sufficientemente potente, potrebbe valere 
l'implicazione Coer(T) => Coer(PA). Questa implicazione si può formulare in PA. 
Ad esempio, se, dato un qualunque modello di T, si può costruire un modello di PA, 
allora, nell'ambito della teoria dei modelli, vale Coer(T) => Coer(PA), poiché una 
teoria è non contraddittoria se e solo se ha un modello. La teoria dei modelli utilizza 
la teoria degli insiemi, quindi ipotesi metamatematiche molto forti, ma nella maggior 
parte dei casi i ragionamenti modellistici possono essere adattati e formalizzati 
all'interno di PA in modo da ottenere Coer(T) => Coer(PA) come teorema di PA.
Ma allora, sempre se PA è non contraddittoria, il secondo teorema di Godel implica 
che Coer(T) non è dimostrabile in PA, poiché altrimenti otterremmo anche una 
dimostrazione di Coer(PA).
In conclusione, il secondo Teorema di Godel riguarda la non contraddittorietà di 
teorie facendo riferimento ad una loro "forza" intrinseca, indipendentemente dagli 
oggetti di cui queste teorie parlano. In altre parole, se si definisce T più forte di U 
quando Coer(T) => Coer(U) sia dimostrabile (in qualche sistema che estende PA), 
allora, ovviamente, se Coer(U) non è dimostrabile, allora nemmeno Coer(T) lo è.
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