CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (6/2/2025)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di
r?log(x? + y?) + 23y +2y  (z,y) # (0,0
roy = [ hona £ 2) (2.9) # (0,0
0 (x,y) = (070)
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nei punti (0,0) e (1,0).
Svolgimento: (a) La continuita di f in R?\ {(0,0)} segue da teoremi generali sulle funzioni

continue. In (0,0) si ha

lim  2?log(z® +v*) + 2%y +2y = lim 2?log(2? + y*) = lim ¢® log ¢® cos® ¥ = 0,
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) 0—0

perché 0?log 0> — 0 e | cos® 9| < 1. Quindi f & continua in R2.

(b) Calcoliamo le derivate parziali in R?\ {(0,0)}. Si ha

3

fe(z,y) = 22 log(z? + y*) + + 322y

x? 4+ y?
2

227y 3
= 2.
fy(xay) l'2+y2 ‘l‘l’ +

Quindi le derivate parziali sono anche continue in R?\ {(0,0)}. Calcoliamole in (0,0). Si ha

f(t>0) B f(0>0)

1 R E 2 o
f2(0,0) = lim ; = lim ¢log(t7) = 0
t) — 2t
f4(0,0) = lim f0.4) = (6,0) = lim — = 2.
t—0 t t—0 t

(¢) Infine, f & differenziabile in R? \ {(0,0)}, perché le derivate parziali sono continue in R? \
{(0,0)}. In (0,0) si ha

i L@ = H00y L a?log(a? +y?) +aty + 2y — 2y
(@y)—=(00) (22 + y?)/2 (2,y)—(0,0) (22 + y2)1/2
2?2 log(2? + y?) 3y
im
@y)-00) (22 +y)2 0 (22 4 y?)1/2
= lim plog(o?) cos®> ¥ = 0,
0—0

perché plog(o?) — 0 e | cos? 9| < 1. Quindi f ¢ differenziabile in R?.

(d) 11 piano tangente al grafico di f in (0, 0) ha equazione z = f(0,0)+ f,(0,0)x+ f,(0,0)y = 2y.
Mentre quello in (1,0) ha equazione z = f(1,0) + f,(1,0)(x — 1) + f,(1,0)y = 2(z — 1) + 3y =
2z + 3y — 2.



Esercizio A2. [punti 6] Calcolare il seguente integrale

/// (22 + y*) log(1 + z*) dxdydz,

dove D = {(z,y,2) e R® : 22 + y? < 2,0 < 2 < 2}.
Svolgimento: Posto D(z) := {(z,y) € R? : 2 + y* < z}, 2 € [0,2], si ha

2
/// 2*(2x 4+ y*) log(1 + 2*) dwdyd= @ / log(1 + 2% (/ x?y? dxdy) dz
D 0 D(2)
) 2 2z
= / log(1 + 2% (/ / 0% cos® ¥ - o® sin* ) ngdﬁ) dz
0 o Jo
2 2 6 2
() 4 1 — cos4d [p®1v= 7r/ 3 4
(© wre - log(1
/Olog(1+z)</0 3 [6}0 di | dz 54 Oz og(1+2%)dz

17 17
(@ ™ (e) T m
Y B tdt:—[tl t—t] — " (1710g 17 — 16),
9% J, ® og (118t — 1] = gg(17log )
dove in (a) si sono usate le simmetrie in (b) il cambiamento di variabili z = gcos, y = psin ¥,
in (c ) il risultato sin® ¥ cos? ¥ = 1sin*(29) = £(1 — cos4v), in (d) il cambiamento di variabili
1+z2'=t = 423dz=dt, ein ( )il risultato [logtdt =tlogt— [ dt =t(logt— 1)+ C.

Figura 1: Dominio di integrazione



Esercizio A3. [punti 6] Sia data la forma differenziale
w(z,y, 2) = (32% 4+ 2yz) do + (22 + €¥) dy + 2xy dz.

(a) Verificare che w & esatta nel suo dominio, determinando una sua funzione potenziale.
(b) Dato v(t) = costv+sint j+tk, t € [0, 3], calcolare fy w.

Svolgimento: (a) Indichiamo con f il campo vettoriale associato ad w, e osserviamo che

7 7 k
rot f(x,y,2) = 2 a% 2 =2z —22)T+ (2y — 2y)T+ (22 — 22)k = 0.

322 +2yz 2xz+e¥ 2y

Poiché R? & convesso, w ¢ esatta. Determiniamo la funzione potenziale U di w. Deve essere
Uy(z,y,2) = 32% + 2yz, per cui U(x,y,z) = 23 + 2xyz + V(y, 2), e deve essere 2rz + ¢ =
Uy(x,y,z) = 2x2 + Vy(y, ), cioe V,(y,z) = €Y, da cui segue che V(y,2) = e¥ + W(z). Infine,
deve essere 2zy = U, (x,y, 2) = 2xy + V,(x,y) = 22y + W'(2), cioe W'(z) = 0, da cui segue che
W & costante, e possiamo sceglierlo nullo. Allora U(x,y, z) = 23+ 2zyz + €¥ & tale che dU = w.
(b) Si ha

/w =U(y(3m)) —U(v(0)) =U(-1,0,37) — U(1,0,0) = —2.

y

Esercizio A4. [punti 6] Sia data la successione di funzioni

fulz) = arctg(nz) .

(a) Determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim, o fn().
(b) Determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Svolgimento: (a) Osserviamo che

R x>0,
f(z):= li_)In folx) =420, =0,
-2 x<0,

e quindi la successione converge per ogni x € R.
(b) Poiché f non e continua in x = 0, mentre le f, lo sono, la convergenza non puo essere
uniforme in R. Inoltre, per ogni = # 0, si ha

gn(@) = |fulz) = f(2)] =

T
5~ arctg(n|z|)
che & una funzione pari di z, e decrescente in (0, +00), come & mostrato in figura 2. Allora, per

ogni a > 0, si ha

sup | fu(w) — f ()] = ga(a) = 5 — arctg(na) = 0, n— oo,

|z|>a

per cui f, 2 f in (—oo, —a] U [a, +00), per ogni a > 0.



i >
-a a

Figura 2: La funzione g,

Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali

= —yv1—2?
y = a1 — 22

determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la
traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano z(0) = 0, y(0) = 1.

x/
y/

dove f,g € CO(D)NCYD®), e D ={(x,y) e R*: z € [-1,1]}.
(a) T punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

¥=—-yv1—22=0
Y =2v1—-22=0

Le altre traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

y70 oppure z 70
y'(r) = -7 #'(y) = -3

(E)

Svolgimento: Il sistema e della forma

fz,y)
9(x,y)

— (z,y)=(0,0) Ve =—-1 V z=1.

Integrando si ottiene [ydy = — [zdz < 3y* = -l + ¢ <= y? = —2? + C, ciot le
curve
2+ % =C, C >0,

che si possono rappresentare come y(x) = £+/C — a2, oppure come z(y) = ++/C — y2, con
C>0.
Osserviamo che D e unione disgiunta delle orbite

{(0,0)},
{(-Ly)}, VWyeR,
{(Ly)}, VyeR,

{(z,y) eR?: 22 +y*=C}, VC € (0,1),



(@)
s

Figura 3: Diagramma di fase

{(z,y) eR?*:y = +/C — 22,2 € (—1,1)

Il diagramma di fase e riportato in figura 3.

(b) Per determinare la traiettoria di fase richiesta, imponiamo la condizione iniziale y(0) = 1, e
otteniamo z? + y? = 1, per cui y(z) = V1 — 22, z € (—1,1).

Cerchiamo infine la soluzione di (F) che soddisfa le condizioni iniziali. Deve essere 2’ = —y(z) =
2% — 1, per cui

dx 1 1 1 1 r—1
t_l_c_/dt_/iﬂz—l_§/<x—1_1’—|—1>d$—§bg’x—l—l’

—1 1+ ke*

—

, VO >1.

= k=" = r=——.
r+1 TTT ke
Dalla condizione iniziale z(0) = 0 segue k = —1, per cui
1 — e
) =—
z(t) 1+ e’

y(t) = VT2 = 25 teRr

T 1t



