CORsO DI STUDI IN Fisica — CALcOLO 2 (14/1/2025)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione

y2

f(x,y) =log(1+y*) +2* — 5

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R? : 2% +¢* < 1}.

Svolgimento: (a) I punti stazionari sono soluzioni di

fol,y) =22 =0
a2
fy(zay) = 13};2 —Yy= y(11+yy2) =0

che fornisce i punti (0,0), (0,41). Poiché

2(1 —y?)
(1+y?)?

H{(0,0) = (g (1)) Hf(o,ﬂ):(g _01)

per cui (0,0) & un punto di minimo locale, mentre (0, +1) sono punti di sella.

(b) Poiché D ¢ chiuso e limitato e f & continua su D, il teorema di Weierstrass ci assicura che
f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i punti di
massimo e minimo in tre insiemi:

(b1) tra i punti stazionari interni a D. In questo caso, (0,0) € D°.

(b2) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ci sono.

(b3) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Osserviamo che FD & costituita dalla circonferenza C' = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1}. Usiamo
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per studiare f|¢, e ci accontentiamo di trovare i punti
stazionari della Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|¢].
Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 2*> +y* — 1, e determiniamo dapprima i punti non
regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

fre@y) =2 fo(r,y) =0 fy(r,y) = 1

ne segue che

go(z,y) =2x=0

gy(z,y) =2y=0

glz,y) =2+y*—1=0,
che non ha soluzione.

Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y, A\) = f(x,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(x,y,\) =2x+4+2zA=2z(1+X)=0
2 a2

Ly(wy,A) =88 4 oyd = y(5 +2)) = 2 (22— Dy? +2X+1) =0
L)\(Ilf,y,)\) :$2+y2_1:0

x=0 z=0 A=—1 A= —1

2

— Sy=0 \/{EL+22=0 \/{y=0 /{32 +1=0

0=1 y ==+l r =+l ?+y*—1=0




cioe i punti (0,+£1), (£1,0), perché il primo e il quarto sistema sono assurdi.

(b3') Soluzione alternativa. Osservato che, sul vincolo, y*> = 1 — z?, otteniamo h(x) :=
: z €T :1,‘2—

flz,£1 —2?) = log(2 — 2?) + 32 — 3, = € [~1,1]. Poiché W' (z) = = % =

0 <= 2=0Vzx= ﬂ:\;3 [Che non sono interni all’intervallo], otteniamo i punti (0, £1),

(£1,0).

(b4) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(0,0) = 0, f(0,£1) = logQ—%,

f(£1,0) = 1. Quindi minp f =0 e maxp f = 1.

Esercizio A2. [punti 6] Calcolare il seguente integrale doppio improprio

f o

dove D = {(z,y) e R? : 2 +y?> < 1,z > |y|}.

Svolgimento: La funzione integranda e positiva, per cui si puo calcolare I'integrale usando
un’esaustione qualsiasi. Con riferimento alla figura 1, e passando in coordinate polari si ha, per
ogni a € (0,1), Dy, = {(g,ﬁ) eR?*:a<p<1,-2<V9< %},e

A
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Figura 1: Dominio di integrazione
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dove in (a) si ¢ eseguito il cambiamento di variabili t = cos? = dt = —sind dv), e si ¢ usata
la parita della funzione integranda.
Il dominio D e riportato in figura 1.



Esercizio A3. [punti 6] Siano
T ={(zy,2) € R3: 2?4 42 <z <4},

e S la superficie laterale di T', orientata nel verso della normale esterna al solido T.
(a) Disegnare S.
(b) Calcolare il flusso del campo vettoriale

Flay.2) = 2%yer 1= 2e” T4+ \/5— a2 — P

attraverso la superficie S*.

Svolgimento: Sia S; = {(z,y,2) € R3 : 22 + y?> < 4,2 = 4}, per cui 9T = SUS;. Una
parametrizzazione di S; ¢ ®!(z,y) = (r,y,4), (z,y) € A1 = {(z,y) € R? : 22 + y* < 4}, il cui
T
vettore normale & ®} AP} = (1 0

010
La superficie S, e la normale esterna, e riportata in figura 2.
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= k, che e esterno a T

Figura 2: La superficie S

Dal teorema della divergenza si ha

/// div F dedydz = / ﬁ~ﬁeda+/ F it do,
T S S1
dove i, ¢ il versore normale esterno rispetto a 7. Poiché div F = 4zye¥” — daye?” = 0, si ha
/ﬁ-ﬁeda = /// divﬁdxdydz—/ F i, do
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=

dove in (a) si € usato il cambio di coordinate x = pcosv, z = psin®, e in (b) il cambio di
variabili 5 — ¢? = t.



Esercizio A4. [punti 6] Sia data la serie

o

3 nl/:( 9" wer\ {0}

n=1

(a) Determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta.

(b) Determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della serie.

Svolgimento: Posto y = ¢(z) = £%, e a, := (=1" la serie diventa Y 7
g : y=plr) =55 e an = i, rie div

serie di potenze, il cui raggio di convergenza ¢ ¢ dato da

a,y", che & una

n=1

=l /] = Jim s =1
Allora la serie )", a,y”™ converge assolutamente in (—1,1), e non converge in (—oo,1) U
(1,4+00). Per y =1 si ha a, = C ~ /)3 , e qulndl la serie Y >~ | a, converge (non assolutamente)
per il criterio di Leibniz, in quanto la,| = — /3 e decrescente ed infinitesima. Per y = —1, si ha
ay = #, e quindi la serie >~ | a, non converge. Quindi la serie converge assolutamente in
(—1,1), e semplicemente in (—1,1], e non converge altrove. Infine, per il teorema di Abel, la
serie di potenze ZZO: ~ /)3 y" converge uniformemente in [—1 + 4, 1], per ogni § > 0.

Per quanto riguarda la serie data, poiché

2 — 2=z 1 1>90 250
-1< x§1<:>{2$+ @»{g(l_) — r>1,

la serie data converge assolutamente in (1, 400), e semplicemente in [1,4+00). Poiché

2 —x\3 241 -6>0 =0z > )
—1+(5§< I)§1<:>{x+ - <:>{1‘_ — 1<z <

O'zll\D

x =z _ 1< x>1

la serie data converge uniformemente in [1,b], per ogni b > 1.



Esercizio A5. [punti 6] Sia data 'equazione differenziale

(a) Determinarne i punti di equilibrio, e tracciarne il diagramma di fase.
(b) Determinare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali w(0) = 1, u/(0) = 2.

Svolgimento: (a) Introducendo le variabili z = u, y = v/, 'equazione differenziale si trasforma

nel sistema
=y
2
Yy =-=L.

I punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

=0 y=20
Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale j—g = g—; = —Z. Integrando si
ottiene log|y| = —log|z|+ ¢ < y =<, C € R. 1l diagramma di fase & riportato in figura 3,

per C € {—4,-3,...,4}.
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Figura 3: Diagramma di fase per 'esercizio (5)

(b) Per determinare la soluzione del problema di Cauchy proposto, imponiamo la condizione
iniziale y(1) = 2, ottenendo C = 2, per cui y(z) = 2, z # 0. Ricordando che (z,y) = (u,v’), si
ottiene 'equazione differenziale u' = %, e bisogna risolvere il problema di Cauchy

La soluzione e fudy =2t 4+ ¢ <= %uQ = 2t + ¢, e imponendo la condizione iniziale si ha
c= %, per cui u(t) = V4t +1,t > —i.



