CoORsO DI STUDI IN Fisica — CALcOLO 2 (11/1/2024)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita

di
$V$2+(y—3)4’
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico di f in (1, 3).

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

2
zy
7 dzd
//[>x2+4y2 s

dove D = {(z,y) € R* : 32 +y*> < 1,2 > 0}.

Esercizio A3. [punti 6] Siano
T={(x,y,2) €R*: 0 <2 <d+a” +y% 2° +y° <1},

e S la superficie unione della superficie laterale di 7" e della base superiore di T' [cioe, S ¢ la
superficie totale di 7" meno la base inferiore di T, orientata nel verso della normale esterna al
solido T.
(a) Disegnare T.
(b) Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(z,y,2) =log(1 + 2% + y*)7T+ 2° 227+ 2y°2°k
attraverso la superficie ST.

Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni
fulz) = nae 2w , reR neN,

(a) determinare 'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim, . f,(2z),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

3 -1 3 1
/:A
{y 4 A=[-1 3 —1|, 9w=[1

y(0) = yo -1 1 0 1



CoORsO DI STUDI IN Fisica — CALcOLO 2 (11/1/2024)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita

di
zy/2? + (y — 3)4,
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico di f in (1, 3).

Svolgimento: (a) La continuita di f in R? segue da teoremi generali sulle funzioni continue.
(b) Calcoliamo le derivate parziali in R? \ {(0,3)}. Si ha

2

2.0) = /12 Y r :2x2+(y—3)4
folw,y) = vV +(y 3)+\/x2+(y_3)4 N ek

_ 2a(y—3)°
Mad) ==

Quindi le derivate parziali sono continue in R? \ {(0,3)}, per teoremi generali sulle funzioni
continue. Calcoliamole in (0, 3). Si ha

£2(0,3) = lim [(63) = J0.3) _ 0,
t—0 t t—0 t
0.3+1%)— (0,3
£,(0,3) = 1im LO3FD=FO3) o,
t—0 t t—0

(c) Infine, f ¢ differenziabile in R?\ {(0,3)}, perché ivi f & di classe C1. In (0, 3) si ha

f@.y) = lim pcos ¥4/ cos? ¥ + p%sin ¥ = 0,
(zy)=(03) /22 + (y — 3)2  ¢=0

perché o — 0 e | cos?|v/cos2 ¥ + p?sin? ¥ < /2, per ogni ¢ € (0,1], e ¥ € [0,27]. Quindi f &
differenziabile in R2.

(d) Poiché f e differenziabile in (1, 3), il grafico di f ha piano tangente z = 14+2(z—1) =2z —1
nel punto (1, 3).



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

2

Ty
—~2  _dxd
//:B2+4y ey

dove D = {(z,y) € R? : 12 + y* < 1,z > 0}.

Svolgimento: Si ha

xy? Ty? 20° cosﬁsm 9
———dxdy = 1 dzdy = 1 20 dod?Y
/71ﬁ+4y = QE%//aﬂ+4y = aj%//a ece
w/2 c 34 0=1 1
= lim (/ cosﬁsinQﬁdﬂ) (/ 0 dg) © [Q—]Q / 22 dz
a—0t _7.‘./2 a 3 QZO -1

1 [zi)’}l 2

S 3l3)a o
dove in (a) si ¢ introdotto l'insieme D* = {(z,y) € R* : a* < 12? +y* < 1,2 > 0}, in (b) si ¢
usato il cambio di variabile x = 2pcos v, y = psin ¥, per cui

™ T
DYy ={le?) eR:a<o<19¢e - Il

e in (c) la sostituzione sint = z = cos ¥ dv) = dz.
Il dominio D e riportato in figura 1.

A

Y
\J

Figura 1: I domini d’integrazione D e D

Esercizio A3. [punti 6] Siano
T={(z,y,2) ER*: 0 <z <d+2a?+42 2° +42 <1},

e S la superficie unione della superficie laterale di 7" e della base superiore di T' [ciog, S ¢ la

superficie totale di 7" meno la base inferiore di T, orientata nel verso della normale esterna al
solido 7.

(a) Disegnare T.
(b) Calcolare il flusso del campo vettoriale

F(z,y,2) =log(1 + 2% + )T+ 232%7+ 2y%2°k



attraverso la superficie ST.

Svolgimento: Sia S; = {(z,y,2) € R3 : 22 + y?> < 1,2 = 0}, per cui T = SUS;. Una

parametrizzazione di Sy ¢ ®!(z,y) = (z,9,0), (z,y) € Ay = {(z,y) € R? : 2? + 4> < 1}, il cui
7 E

vettore normale &¢ @} AP =1{1 0 0

010

La superficie S, e la normale esterna, e riportata in figura 2. E stata disegnata solo una porzione
della superficie laterale, per poter mostrare la base superiore di T'.

=

= k, che e interno a T.

Figura 2: La superficie S

Dal teorema della divergenza si ha

///divﬁdxdydz:/ﬁ-ﬁeda+/ F -, do,
T S S1
dove 171, € il versore normale esterno rispetto a T'. Poiché div F' = I +x2 > + 67%2
/ﬁ-ﬁeda:///divﬁdxdydz—/ F i, do
S T S1
—/// 27x+6 2z2>d1’d dz—l—// F(z,y,0) - kdxd
(a A+t +y? z=4+x+
// (/ 6y2zdz)dxdy—// 2y[} 0 yddy
A1 0
:// 2y (4 + 2% + y?) dxdy—/ / 20%sin® 9(4 + 0*)? ododV
Ay

1 4 3 o1t 256
[ v Zsm(?ﬁ)]o /0 t(4+1)? dt—w[5t + 3t° + 16t —|—32t]0— -

, si ha

=

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio, in () si & usato il cambio

di coordinate z = pcosd, z = psind, e in (c) l'identitd trigonometrica sin® ¢ = 1 — £ cos(20) e
il cambio di variabili ¢? = t.



Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni
fu(z) = nze > reR,neN,
(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim,_, fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Svolgimento: Osserviamo che f(z) := lim,,_,, f,(z) = 0, e quindi la successione converge per
ogni x € R. Poiché

1 1
fal@) = ne?" (1= 4n??) 20 = 2 € [~ o],

si ha sup,ep | fo(®) — f(2)] = fu(5s) = 2%/5 # 0, per cui f, Zf in R. Inoltre, per ogni a > 0, e
n > 5=, fn ¢ decrescente in [a, +00), per cui

sup [fu(2) = f(@)] = fula) =0,

jo]>a

e quindi f, 2 f in (—oo, —a] U [a, +00), per ogni a > 0.

A

f f f —>
—a a
X
2n
Figura 3: La funzione f,
Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy
3 -1 3 1
/: A
R e I A I B
y(0) = wo -1 1 0 1
Svolgimento: Cerchiamo gli autovalori di A:
3—x -1 3
det(A=X)=| =1 3-=X —1|==-AB-XA)2=1-34+3B=N)+XA+(B=X) = -A3+6\%—

—1 1 —A
12X\ +8 = (2 — A\)3 =0, da cui si ottiene la soluzione \; = 2 (tripla).
Autovettori per \; = 2:

1 -1 3 T
0=A-2)=|-1 1 -1 To| <= 11 —20+303=0, 11 — 29 +223=0
101 -2/ \uy

<~ 1’1—1’2:0, z3 = 0.



Poiché c¢’¢ un solo autovettore indipendente [due condizioni lineari significa che dimker(A —
2I) = 3 — 2 = 1], occorre cercare gli autovettori generalizzati:

11 =2\ (=
OI(A—2[)2’(7: -1 1 -2 To < 11— T9+ 223 =0,
0O 0 O T3

e quindi scegliamo 73 = €1 & ker(A — 2I)2, per cui ¥ = (A —2[)03 = & — & — €3, e T =
(A — 20U, = —€] — és.

Da yg = 101 + cotly + c3U3 Si ricava

1:y1(0):—01+02—|—03 0120
1= yg(O) — —C1 — C2 <~ Cy = —1
1= yg(O) = —Cy C3 =

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi:

At At = At — At —
y(t) =e Yo = 1€ U1 + e Ug + Cc3€7 U3

t2
= 12T + o6 (I + (A — 20)t) Ty + cse? (1 F(A—2D)t+ (A— 21)25)173

C o - N
= (Cl + Cgt + Egt2> 62t1)1 + (CQ + Cgt)62t'112 + 0362t'l}3
-1 1 1
=(—t+t)e* | =1 +(=1+2t)* | 1] +2* | 0],
0 -1 0
cioe
yi(t) = (14 3t — t*)e*
ya(t) = (1 —t — t*)e*
ys(t) = (1 —2t)e*.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (6/2/2024)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione
log(1 4 2% +y°) + 2 — y°

determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}.

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

rT+y+z
dxdyd
///Dl+:c2+y2+z2 e

dove D = {(z,y,2) e R®: 22 + > + 22 < 1,2 > 0}.

Esercizio A3. [punti 6] Sia data la forma differenziale

3y 3(x—1)
Y y)d _ D) Ny
(et o) (el
(a) Verificare se w ¢ chiusa e/o esatta nel suo dominio.
(b) Disegnare D = {(z,y) € R? : |y| < sin(5x),0 <z < 2}, e calcolare [, ) w.

Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

o0 2

Z(5+n!)(”’;4)" s eR\ {0},

n=1

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico insieme di convergenza uniforme della serie.

Esercizio A5. [punti 6] Data I’equazione differenziale

uw)? -1
oo W1
2u
(a) determinarne i punti di equilibrio, e tracciarne il diagramma di fase,

(b) determinare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali u(0) = 3, u/(0) = 2.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (6/2/2024)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione
log(1+ 2% + %) + 2% — ¢°
determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R?: 22 + ¢y> < 1}.

Svolgimento: Poiché D ¢ chiuso e limitato e f e continua su D, il teorema di Weierstrass ci
assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo
i punti di massimo e minimo in tre insiemi:

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

fa(@,y) = mae + 20 =0
fy(xay):prj%yz—%:o

che fornisce il punto (0,0).

(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ci sono.

(c) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Per determinare il massimo e il minimo di f sull’insieme S = {(z,y) € D : 2* + y* = 1}, usiamo
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari della
Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|g].

Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 22 +y? — 1, e determiniamo dapprima i punti non
regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

gz(z,y) =22 =0

gy(z,y) =2y =0

gle,y) =2 +y* = 1=0
che non ha soluzione.

Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y, A\) = f(x,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(2,9,0) = e + 20+ 200 = 20(gpmyr +14+2) =0
Ly(,9,\) = b — 20+ 29N = 2y(iz — L+ A) =0

Li(z,y,\) =22 +y*—1=

che equivale a

z=0 x=0
y=0 Vi —1+A=0
?+y? —1=0 yP—1=0
4+ 1+A=0 T TLHA=0
Viv=0 Vs 1A =0
2—1=0 ?+y*—1=0.

Il primo sistema & assurdo. Il secondo fornisce i punti Py = (0,£1). Il terzo fornisce i punti
@+ = (£1,0). 1l quarto & assurdo.

(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(O) =0, f(Py) = log2 — 1,
f(Q+) =log2+ 1. Quindi minp f =log2 — 1 e maxp f = log2 + 1.



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

r+y+=z
dxdyd
///Dl+:c2+y2+z2 raves

dove D = {(z,y,2) e R® : 2> + y? + 22 < 1,2 > 0}.

Svolgimento: Si ha

r+yt+=z () x
drdydz = dxdyd
///Dl+:c2—i—y2+z2 e ///[)1+x2+y2+z2 e

9si
® / / QCOSUSI Y Sl2n L4 0% sin w dodvdyp
Dyoe 1+o

m /2 1 Q3
. 9
= sin® o d / cosz?dﬁ/ do
/o vy —n/2 o 1+ 0

. 1
© ~2-§(1—10g2):g(1—10g2),

T
2
dove in (a) si sono usate le simmetrie del dominio e della funzione integranda, in (b) & usato il
cambio di variabile x = pcos¥sin g, y = gsindsing, z = pcosy, per cui Dy, = {(0,9,¢) €
R3:p€[0,1],9 € [-3, g]/,;p € 0,7}, e 1311 (c) irisultati [ sin® @ dp = [ 5(1—cos2¢p) dy - z

/2 ey 1 1
f—7/r/2COSﬁdQ9 = [51n19]_7r/2 =2, fo 1-€7d9 = fo (9 - ﬁ) do = [%92 - %log(l + 92)]0
1(1 —log2).

Y

|



Esercizio A3. [punti 6] Sia data la forma differenziale

3y 3(x—1)
T d - ]d
(et ) oo (- o)
(a) Verificare se w ¢ chiusa e/o esatta nel suo dominio.

(b) Disegnare D = {(z,y) € R? : |y| < sin(5x),0 <z < 2}, e calcolare [, ) w.

Svolgimento: (a) Posto w(x,y) = fdz + gdy, si ha % = g—g = % + 1, per cui w e
chiusa in R?\ {(1,0)}, che non & semplicemente connesso, e quindi non si puo dire se w & esatta.
(b) Poiché w ¢ chiusa, usiamo l'invarianza omotopica dell’integrale di una forma chiusa per

calcolare I'integrale rispetto a 7o(t) = (1 + cost,sint), t € [0, 27]. Allora

2m 2m
/ w:/ w:/ (4sint(—sint)+(1—2cost)cost)dt:/ (—2—2sin’¢t + cost) dt
o+D o 0 0
2m
:—47T—/ (1 — cos2t)dt = —6.
0

Ma allora w non ¢ esatta nel suo dominio.
Il dominio D e riportato in figura 1.

A

Figura 1: Il dominio D



Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

o0
T — 2

2:@+nDQ:£5n, z e R\ {0},

n=1

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico insieme di convergenza uniforme della serie.

Svolgimento: Posto y = ¢(z) = =2, la serie diventa Y - (5 + n)y™, che & una serie di

potenze. Per determinarne il raggio di convergenza osserviamo che

1 [q](n+1)? I
o GG DD 4 DI 0l1)
n—00 (54 n!)|y|™ n—oo  nl(1+0(1))

0, ly| <1,
+o0, |yl =1,
per cui la serie di potenze converge assolutamente per y € (—1,1), e non converge altrove, e

converge uniformemente in [—1 + 9,1 — §], per ogni § € (0, 1).
Poiché

— lim n(L + o(1))|y"!
n—o0

r—4 =4 1 1> 2=-2) -
-1< <l <<= ¢.7, =, 7 = x> 2,

la serie data converge assolutamente in (2, +00). Poiché

<z <

)

[STATEN

_ =4 11 _§5> 2-8a—4 -
—1+5§x—4§1—6<:>{x+ 020 { z =0 <:>i
xXr

=4 _14§<0 =t < ) 2-90

la serie data converge uniformemente in [a, b], per ogni b > a > 2.

Esercizio A5. [punti 6] Data I’equazione differenziale
U’ = (ul)2 —1 ’
2u
(a) determinarne i punti di equilibrio, e tracciarne il diagramma di fase,
(b) determinare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali w(0) = 3, u/(0) = 2.

Svolgimento: (a) Trasformiamo l'equazione in un sistema, introducendo le coordinate del
piano delle fasi z := u, y := v/, e ottenendo

_y3-1
y, - y2x :

I punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

Y-l

/



Integrando si ottiene

d d
/ gylz —x<:>log|y2—1|:log|x|+c<:>y2—1=CfE, C e R\ {0}.
y2 — T

Le orbite sono contenute nelle parabole x = %(y2 —1),VC # 0. 1l diagramma di fase e riportato
in figura 2, per C' € {—4,—-3,...,4}.

Figura 2: Diagramma di fase

(b) Per determinare la soluzione del problema di Cauchy proposto, imponiamo la condizione
iniziale y(3) = 2, ottenendo C' = 1, per cui y(z) = vV + 1, = € (0,400). Ricordando che
(x,y) = (u,u’), si ottiene l'equazione differenziale u’ = v/u + 1, e bisogna risolvere il problema

di Cauchy
W = VaTl
{u(O) = 3.

La soluzioneét+c:fdt:f\/%:2 u+1 < u(t) = ;(t +¢)* — 1, e imponendo la

condizione iniziale si ha ¢ = 4, per cui

1
u(t) = Zt2 +2t43,  te (=2, +00).



CORsO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (13/6/2024)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione

f(x,y) = 2y — 22%y°

determinare massimo e minimo di f in D = [—1,1]%.

Esercizio A2. [punti 6] Sia data la forma differenziale

x? 2.3 y® 2
W= le4+y4+2:):y dr + x4+y4+x dy.

(a) Verificare se w ¢ chiusa/esatta nel suo dominio.

(b) Disegnare D = {(z,y) € R? : 1 < 2 + 3> < 4,y > |z[}, e calcolare [,, ,w.

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare il flusso del campo vettoriale

—

F(z,y,2) = T arctg(yz) 7'+ 222 k

attraverso la superficie laterale del solido

1
T={(w,y,Z)€R311x2+y2+z2§1,y20},

orientata nel verso della normale esterna al solido.
Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

o0

37’L 27’L
Y S -1, ek

n=1

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico insieme di convergenza uniforme della serie.

Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali

! = —:L'?’y
y/ — 2x2y2

determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase

traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano z(0) = 1, y(0) = 2.

(E)

. Determinare la



CORsO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (13/6/2024)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione

f(x,y) = 2y — 22%y°

determinare massimo e minimo di f in D = [—1,1]%.

Svolgimento: Poiché D ¢ chiuso e limitato e f e continua su D, il teorema di Weierstrass ci
assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo
i punti di massimo e minimo in tre insiemi:

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

folz,y) = y? — day® = y*(1 — day*) = 0
fy(z,y) = 20y — 122%y° = 22y(1 — 6zy*) = 0

che equivale a
y2:0 \/ y2:0
2y =0 1—62zy*=0
\/ 1 —4ay* =0 \/ 1—4day*=0
1 —6xy* = 0.

xzy =0
Il primo sistema fornisce il punto (0,0). Il secondo, il terzo e il quarto sono assurdi.
(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ci sono.
(c) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Studiamo, separatamente, il comportamento di f sui quattro segmenti di retta che compongono
FD.
Poiché g(z) == f(x,+1) = x —22% z € [-1,1], e

1 , 81 hanno i
punti A = (—-1,-1), B=(1,-1),C=(1,1), D

g

(=1,1), e Py = (3, £1).

R, (y) =2y —12y° = 2y(1 — 6y*) = 0 —

y=0Vy= :I:%, si hanno i punti B,C, e Q4 = (1,0), Ry = (1,:&%).

Poiché h_(y) = f(~=L,y) = —y* = 2y° y € [-1,1], e bl (y) = =2y — 12y° = —2y(1 + 6y") =

0 < y =0, si hanno i punti A, D, e Q_ = (—1,0).

(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(O) =0, f(A) = f(D) = -3,
§

f(B) = f(C) = —1, f(Pe) = L, f(Qx) = 0, f(Rx) = 8. Quindi minp f = —3 e maxp f = 2.



Esercizio A2. [punti 6] Sia data la forma differenziale

w= v + 22%° ) dx + v +a2? | dy
4 + y4 Tt + y4 :

(a) Verificare se w ¢ chiusa/esatta nel suo dominio.
(b) Disegnare D = {(z,y) € R? : 1 < 2 4+ y*> < 4,y > |z]}, e calcolare [,, jw

Svolgimento: (a ) Indichiamo conw = f(z,y)dr+g(x,y) dyla forma differenziale da integrare.

_ A3y < 4 .
Poiché af = (wf_fy%’)g + 622%y%, mentre ag = ﬁiyy)g + 22, w non ¢ chiusa in D.

(b) Per calcolare 'integrale, usiamo il teorema di Gauss-Green, ottenendo

/ // (__— d dy _// dxdy——G// o cos? ¥ sin® ¥ o dod?
8+D 8ZE 8'3} D,g19

3r/4 ) 3 QG ) 3mw/4
:__/7r ¢in Qﬂdﬁfl 0 dQ:_Z[EL/ (1 — cos 49) d9

/4 w/4
1 s/ 63

=—2ly-2 479] -
8 [ g smavy 16"

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione integranda e il cambio di variabile z =
ocos¥, y = psind, per cui Doy = {(0,9) € R?: p € [1,2],9 € [F,3T]}.

A

Figura 1: Il dominio D



Esercizio A3. [punti 6] Calcolare il flusso del campo vettoriale
13(1’, Y, z) = T T4 arctg(yz) 7+ 22°2 k

attraverso la superficie laterale del solido
1
T = {(:E,y,z) cR®: ZxQ—I—yQ—l—zz < 1,y20},

orientata nel verso della normale esterna al solido.

Svolgimento: Sia S; = {(z,y,2) € R® : 122 + 2* < 1,y = 0}, per cui 0T = SUS;. Una
parametrizzazione di Sy ¢ ®*(x,2) = (,0,2), (z,2) € A :=={(2,2) e R? : 22 + 22 < 1}, il cui

v
vettore normale & &1 A @l = |1 = —J, che ¢ esterno a 7.

[a)
S Oy
_ O

La superficie S, e la sua normale esterna, ¢ riportata in figura 2.

Figura 2: La superficie S

Dal teorema della divergenza si ha

///divﬁdxdydz:/ﬁ-ﬁeda+/ F i, do,
T S S1

=N . . . , . 2 2 .
dove 7, ¢ il versore normale esterno rispetto a 7. Poiché div F' = 2ze® ¥ + M;gzz + 222, si ha

/ﬁ-ﬁeda—///divﬁdxdydz—/ F i, do
s
/// 21’6 i R S— +2x dxdydz—l—// (2,0, 2) - Jdzdy
1+y 22 A
@ /// 22° dxdydz = /// 80? cos? ¥ sin? ¢ - 20 sin ¢ dpdVdy
T T,

oV¢

s us 1
:8/ (1+Cos219)d19/ (1—cos2g0)sing0dg0/ o*do
0 0 0
-

0=0 N Bﬂ-’

1 d=r 1
:8[19+§sin(219)} [—cosg0+—cos3g0 =0

dove in (a) si sono usate le simmetrie della funzione e del dominio, in () si e usato il cambio
di coordinate z = 2pcos¥Using, y = psindsing, z = gcos, per cui Ty, = {(0,9,¢) € R® :
o€ 0,1],9 € [0,7],¢ € [0,7]}.



Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

[e.e]

3" 4 2"
Y o, aeR

n=1

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico insieme di convergenza uniforme della serie.

. . . n n N . .
Svolgimento: Posto y = ¢(x) = 2* — 1, la serie diventa >~ £225 4" che ¢ una serie di

potenze, il cui raggio di convergenza e dato da

per cui la serie di potenze converge assolutamente per y € (—g, g), e non converge per |y| >

2\n
E o é . . . 00 3n4on é n 00 1+(§)
3. Per y = 3, la serie di potenze diventa ) >, &% (5)" = >o._, =

converge, perché a, /4 0. Per y = —2, la serie di potenze diventa Y " (—1)

e la serie non

n 342" (5 )n —

5n—4n \3

2\n
Zle(—l)"ijgg;n, e la serie non converge, perché a, /4 0.

Infine, la serie di potenze converge uniformemente in [—g + 9, g — 4§}, per ogni 0 € (0,1).
Poiché

D ¢ g2 1<5¢:a?<8¢:\ﬂ<V@
_ x J— — p— p—
3 3 3 3’

la serie data converge assolutamente in (—\/g , \/g), e non converge altrove. Poiché

5 5 8 8
——+8< P —1<--§ &= < - -5 &= |7|<y/- -6
3—1— <z <3 x_g lz| < 3 ,

la serie data converge uniformemente in [—\/g + ¢, \/§ — ¢'], per ogni ¢ > 0.

Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali
x/ — _x?;y
{ I 9y22 (E)
y =227y

determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la
traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano z(0) = 1, y(0) = 2.

Svolgimento: [ punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

"= g3y =0
v oy — =0V y=0.
y = 21%y? =0

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

zy # 0 zy # 0
2202 oppure .
y(@) =2 = -2 v(y) = 5




Integrando la prima equazione si ottiene y = 0, che non ¢ ammissibile, e
1 2
gdy = — ;dx < log|y| = —2log |x| + C,
cioe i grafici delle funzioni

W)= oo

mentre, integrando la seconda equazione si ottiene x = 0, che non & ammissibile, e le funzioni
= ¢ che gia conosciamo.

r(y) = NG

Osserviamo che R? & unione disgiunta delle orbite
{(z,0)}
{(0,9)}
{(z,32) 2 <0}, VO#0,
{( ):x >0}, VC#O.

Il diagramma di fase e riportato in figura 3.

, VxeR,
Y} Yy ER,
z,

<
22

Figura 3: Diagramma di fase

Per determinare la traiettoria di fase richiesta, imponiamo il passaggio per (xg,v0) = (1,2),
cioe 2 = C, ottenendo y(x) = %, x> 0.
Cerchiamo infine la soluzione di (E) che soddisfa le condizioni iniziali. Deve essere

213
v = —2%y(x) = —F = —2ux, x>0,
e integrando si ottiene t + ¢ = — [ - dz = —1log |z, e dalla condizione iniziale z(0) = 1 segue
c =0, per cui
o(t) = e %, teR,
2

=2e*, teR.



CORsO DI STUDI IN Fisica — CALcOLO 2 (11/7/2024)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di
1 — cos(z?) )
———= 420" +y, (x, 0,0),
flz,y) = { (@ +y?)>> v, &) # 0,0
0, (z,y) = (0,0),
Determinare ’eventuale equazione del piano tangente al grafico di f in (0, 0).

Esercizio A2. [punti 6] Calcolare il seguente integrale

// (lzle”” + ysinz — zsiny) dedydz,

dove D = {(z,y,2) e R®: 22 +y? < 2%1 < 2 < 2}.

Esercizio A3. [punti 6] Siano S il grafico della funzione
z = z(2? + 2%, (z,y) € D = {(x,y) € R?: 2® + 9 < 1},
orientata dal versore normale 7 tale che 7 - k > 0, e Fil campo vettoriale
Fz,y,2) = 2>yT+a ]+ 2k

Calcolare la circuitazione [o lavoro] fﬁ/ F - d7 di F lungo il bordo positivo della superficie S.

Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni

1
falw) = =M (0, 400),n €N,

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim,_, fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

2 0 1 1
/:A
{y Y A=[-2 0 -1, 9w=|1

y(0) =wo 0O 0 2 1



CORsO DI STUDI IN Fisica — CALcOLO 2 (11/7/2024)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di

1 — cos(z?) )

———r + 227 +y, (z, 0,0),

flw,y) = q (@2 +y2)*2 v e 200

0, (z,y) = (0,0),
Determinare ’eventuale equazione del piano tangente al grafico di f in (0, 0).

Svolgimento: (a) La continuita di f in R?\ {(0,0)} segue da teoremi generali sulle funzioni
continue. In (0,0) si ha

ZL’G

1
lim ————— = —limp®cos®¥ =0,

1 — cos(z?) 1
2 (2,9)—(0,0) (22 4+ y2)3/2 200

(r,y)lgéo,o) (22 + y2)3/2 +227 +y

perché o3 — 0 e cos®Y < 1. Quindi f ¢ continua in R2.
(b) Calcoliamo le derivate parziali in R? \ {(0,0)}. Si ha

327 sin(2?) (22 + y?)*? — 3a(a? + y?)V2(1 — cos(a?))
(,’L’2 _|_y2)3
—3y(x* + y*)"/? (1 — cos(z?))
(:1;2 + y2)3

fr(xvy): + 4z

fy(xay): + 1.

Quindi le derivate parziali sono anche continue in R?\ {(0,0)}. Calcoliamole in (0,0). Si ha

. f(t,0)—=f(0,00 . 1—cost® 18
P00 = = = e S g g =
f4(0,0) = lim ; = Iltl_rfol; =1

(¢) Infine, f & differenziabile in R? \ {(0,0)}, perché le derivate parziali sono continue in R? \
{(0,0)}. In (0,0) si ha

—COS fES
i  T@VZHO0y e+ 20y —y
(z,y)—(0,0) (xz + y2)1/2 (z,5)—(0,0) (SL’Q + y2)1/2
=  lim 1 — cos(z?) n 222
(@y)—00) (22 +y?)? (22 +y?)l/?
28 972

=— lm ——5=+4+ Ilm ————=
2 (2.9)=00) (22 +y%)?  (@y—00) (22 +y?)1/2
1
= — lim ¢? cos® ¥ + lim 20 cos* ¥ = 0,
2 0—0 0—0
perché p? — 0, cos®¥ < 1, per il primo addendo, e o — 0, cos? ¥ < 1, per il secondo. Quindi f

¢ differenziabile in (0, 0).
(d) Poiché f ¢ differenziabile in (0,0), il grafico di f ha piano tangente z = y nel punto (0, 0).



Esercizio A2. [punti 6] Calcolare il seguente integrale

/// |z|e”’ + ysinz — zsiny) dedydz

dove D = {(z,y,2) e R®: 22 +y? < 2%1 < 2 < 2}.

Svolgimento: Si ha

// (lz|e”* + ysinz — z siny) dxdydz@ // |z|e”” dudydz
/ (// |x|d:vdy) dz Y / (// 0| cos V| gdgdi‘})
zgﬁ
3
2 S 2
/1 [smﬁ] 7r/2[3]0dz—3/1 dz_3/1t dt

=2

2
=[(t—1 = 2¢!

2 [t~ 1er)t = 264,
dove in (a) si sono usate le simmetrie del dominio e della funzione integranda, in (b) ¢ usato il
cambio di variabile z = gcosd, y = gsind, per cui A,,9 = {(0,9) € R?: g € [0, 2], 9 € [0, 27]},
e in (c) il cambio di variabile 22 =t = 2zdz = dt.

Il dominio D e riportato in figura 1.

Figura 1: Il dominio D

Esercizio A3. [punti 6] Siano S il grafico della funzione
= x(2? + 2y?), (z,y) € D= {(z,y) e R? : 2* + ¢* < 1},
orientata dal versore normale 7 tale che i - k > 0, e Fil campo vettoriale
Flz,y,2) =2%yT+ a7+ 22k

Calcolare la circuitazione [o lavoro] fy F. dvy di F lungo il bordo positivo della superficie S.

Svolgimento: (3a) Usando il teorema di Stokes. Una parametrizzazione di S ¢

O(z,y) = (v,y,2° +22y%),  (z,y) € A= {(z,y) e R? : 2” +y* < 1},



il cui vettore normale e

—

T 7k B
D, AP, =1 0 322422 = — (32 + 242 7 — day T+ K,
0 1 4y

che e equiverso a 7. Dal teorema di Stokes si ha

/ ﬁ-d?:/rotﬁ-ﬁda://rotﬁoq)-éx/\(byd:zdy.
bts S a

Poiché
rot =10, 0,
2y x

sihatot Fo®- &, A®, = (1 —a2?)k - (— (322 +2y?) 7~ day T+ k) = 1 — 2%, per cui

/ F. dy = // (1—a?) d:zdy = area / / 0% cos® ¥ o dodV
b+S

[ 3
=r— 5/0 (1 —i—cosQﬂ)dﬁ[QZ]o =7 — 5[19+ §SII1219] = Zﬂ’
dove in (a) si e usato il cambio di coordinate x = pcos¥, y = psind.
Il dominio D e riportato in figura 2.

Figura 2: La superficie S

(3b) Usando la definizione. Poiché bS = {(z,y,2) € R® : 22 + y? = 1,2 = z(2* + 2y*)}, una
parametrizzazione di b+.S & v(t) = (cost,sint, cost(cos’ t + 2sin’t)), t € [0,27], e si ha

2
/ F-dy= / (cos®tsint(—sint) + costcost + cos® t(2 — cos® t)*(—sint)) dt
b+s 0

2T 2
3 1 1 3
:/ (cos®t —sint cos®t(2 — cos® t)?) dt ¥ / (— + —0082t+—cos4t> dt = —W,
; . \8 72 8 1
dove in (b) si sono usati i risultati fo% sin t cos® t(2 — cos? t)? fo (2 —s%2%ds =0, e

(
cos't = $(1 +cos2t)? = 1 +  cos 2t +  cos? 2t = 3 +50032t—|— —cos4t



Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni

1
fn(;l;) = @ 6—1/(n2m2) , T € (O’ —|—OO), n e N’

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim, o fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Svolgimento: Osserviamo che f(z) := lim,,_, f,(z) = 0, e quindi la successione converge per
ogni x € (0, +00). Poiché

V2

2 _ 2,2
&e—l/(nzmz) >0 < zx € (077)’

folz) =

ndxt
si ha Sup,e (o 1o0) [fn(7) — f(2)] = fn(%) = \/%—e 4 0, per cui f, Zf in (0,400). Inoltre, per

ognia>0,en > ?, fn & decrescente in [a, +00), per cui

s (@) = f(2)| = fula) =0,

z€la, oo

e quindi f,2 f in [a,+00), per ogni a > 0.

%

Figura 3: La funzione f,

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

2 0 1 1
/: A
Y a2 0 <1, =1
y(0) = o 0 0 2 1
Svolgimento: Cerchiamo gli autovalori di A:
2—X 0 1
det(A—X)=| -2 -\ —1|=-)X2-A)?=0,
0 0 2—-2A

da cui si ottengono le soluzioni A\; = 0, Ay = 2 (doppia).
Autovettori per A; = 0:



e quindi scegliamo v; = é5.
Autovettore per Ay = 2:

0 0 1 U1
0=A-2)=|-2 -2 —1 ve | = wv3=0,v1 +vy=0.
0 0 0 U3

Poiché c¢’e un solo autovettore indipendente, occorre cercare gli autovettori generalizzati:
0 00
0=(A-20)*F= (4 4 0 vy | <= v +1vy =0,
0 0 0

e quindi scegliamo ¥i3 = €3, per cui U = (A — 2I)U3 = €] — é.
Da yg = 101 + cotly + ¢33 Si ricava

1=91(0) =co L =2
1—y2<0>201—02 <~ 02:1
1—y30)203 03—1

La soluzione del problema di Cauchy e quindi

y(t) = €Aty0 = cleAtﬁl + CgeAtUQ + Cg@Atﬁg = 01’171 + 0262t’(72 + 036% (I + (A — Qf)t)ﬁg

0 1 0
= 01171 + (02 + Cgt)62t272 + 0362t173 =211 + (1 + t)62t -1 + 62t 0 s
0 0 1
cioe
y1(t) = (14 t)e*

ya(t) =2 — (1 +t)e*
yg(t) 2t‘

I
)



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (5/9/2024)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione
fla,y) =2y +22" + 8y° —y

determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R? : 22 4+ 4y* < 1}.

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

//D<2x5+ x2iy2—1>da:dy,

dove D = {(z,y) € R? : 2* + y? < 4}.

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare il flusso del campo vettoriale
F(z,y,2) = (¥ +20°2) 1+ 22 7 — 3222% k
attraverso la superficie
S={(z,y,2) eER*: 2’ + ¢y =2"1< 2 <2}

orientata nel verso della normale esterna al cono.
Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

o0

1
——z"(1 —x)" R
Zn2(6n+1)x ( ZE') o TEek,

n=1

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della serie.

Esercizio A5. [punti 6] Data I’equazione differenziale
u”’ = 2uu,

(a) determinarne i punti di equilibrio, e tracciarne il diagramma di fase,
(b) determinare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali u(0) = 0, «/(0) = 1.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (5/9/2024)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione
fla,y) =2y +22" +8y° —y

determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R? : 22 4+ 4y* < 1}.

Svolgimento: Poiché D ¢ chiuso e limitato e f e continua su D, il teorema di Weierstrass ci
assicura che f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo
i punti di massimo e minimo in tre insiemi:

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

fe(2,y) =20y + 42 = 22(y +2) =0
folz,y) =2 +16y —1=0

che fornisce i punti A = (0, %) € D°, e (+V/33,-2) ¢ D°.
(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ¢i sono.

(c) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp. Per
determinare il massimo e il minimo di f sull’insieme S = {(z,y) € D : 2% + 4y* = 1}, usiamo
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari della
Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|g].

Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 22 + 4y? — 1, e determiniamo dapprima i punti

non regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

gz(x,y) =22 =0
gy(z,y) =8y =10
glz,y) =2 +4y> =1 =0

che non ha soluzione.
Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y, A\) = f(x,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(x,y, ) =2xy+4e+22X=2x(y+2+X) =0
Ly(x,y,\) =>4+ 16y —1+8yA=0
Ly(z,y,\) =22 +4y*—-1=0

che equivale a

z=0 y+2+A=0
16y —1+8yA=0 \/{a?+16y—1+8yr=0
492 —1=0 2?24+ 42-1=0

=0 1— 42 +16y —1—8y(y+2) =0
. {x \/{ y* + 16y yly+2)

y=+3 2244y —1=0.

Il primo sistema fornisce i punti Py = (0, :I:%) Il secondo fornisce i punti Q+ = (+1,0).
(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(0, 1—16) = —3—12, £(0, %) = %,
£(0, —%) = g, f(£1,0) = 2. Quindi minp f = —3—12 e maxp f = 2.



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

//D<2x5+”xziy2_l> dxdy ,

dove D = {(z,y) € R? : 2* + y? < 4}.

Svolgimento: Si ha

4 @ .. 4
5 "/ _
//D <2x +’/x2+y2 —1)dxdy_a1ir€+//a,/x2+y2 1 dady
1
® fim 2 1 ododd = lim VA= g dodd
a—0t o Q2 a—0t o

2 2 /2
— lim 27r/ Vi- g szQﬁ/ Vi dg(é)%r/ Acos?t dt
a 0 0

a—07t

w/2 1 /2
= 47r/ (14 cos2t)dt =4r [t +3 sin Qt} = 277,
0 0

dove in (a) si sono usate le simmetrie e si ¢ introdotto l'insieme D* = {(z,y) € R? : a* <
22 +y? < 4}, in (b) si ¢ usato il cambio di variabile x = gcos?, y = psind, per cui

Dyy ={(0,¥) €eR*:a <0< 2,0 €[0,27]},

e in (c) la sostituzione o = 2sint = dp = 2 costdt.

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare il flusso del campo vettoriale
F(z,y,2) = (V" +22%2) T+ 22 7— 3%k
attraverso la superficie
S={(z,y,2) eER*: 2’ + ¢y =2"1< 2 <2}

orientata nel verso della normale esterna al cono.

Svolgimento: Siano S; = {(z,y,2) e R3: 22 +y2 < 1,z =1}, So = {(z,y,2) e R® : 22+ 4> <
4,2 = 2}, per cui 9T = S U S; US,. Una parametrizzazione di S; ¢ ®'(z,y) = (z,y,1),
(z,y) € Ay == {(x,y) € R?: 22 + 4 < 1}, il cui vettore normale & &, A ®, = k, che & interno a
T. Una parametrizzazione di Sy & ®*(z,y) = (,y,2), (r,y) € Ay := {(x,y) € R? : 22 +y* < 4},
il cui vettore normale ¢ ®, A @, = E, che e esterno a T'. Dal teorema della divergenza si ha

///divﬁdxdydz:/ﬁ-ﬁeda+/ ﬁ-ﬁeda+/ F i, do,
T S S1 Sa



dove 7, ¢ il versore normale esterno rispetto a T'. Poiché div F' = 622z — 6222 = 0, si ha

/ﬁ~ﬁed0:—/ ]3~ﬁeda—/ ﬁ-ﬁeda
S S1 Sa
:// ﬁoq>1~q>;Aq>;dxdy—// Fod?. 2 A ®2 dudy
A1 A2
:—3// 372d:17dy+12// 22 dxdy
A1 A2

21 1 2 2
- —3/ cos® 19d19/ 0> do + 12/ cos” 19d19/ 0> do
0 0 0 0

4 92 3 189
© [Q Q} = ——7 + 487 = —,

—~
=

1
- o Z}0+12W[Z 0 4 4

dove in (a) si & usato il cambio di coordinate x = pcosd, y = psind, e in (b) il risultato
fo% cos> 9 dv) = fo% 2(1 4 cos20) dY = 7.

;\X

Figura 1: La superficie S



Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

oo

1
— 2" (1 —2x)" R
;n2(6n+1)x( .:C) Y IE I

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della serie.

Svolgimento: Posto y = ¢(z) = z(1 — z), la serie diventa y -, e y™, che & una serie di

1
N . 6n+1)
potenze, il cui raggio di convergenza ¢ dato da

1 1 1 1
S =lim ————— = = lim ex (—— 21logn + log(1 + 6" ):—,

per cui la serie di potenze converge assolutamente per y € (—6,6), e non converge per |y| > 6.
Per y = 6, la serie di potenze diventa > -, #?H), per cui il termine generico a,, = #(l—l—o(l))
e la serie converge (assolutamente). Per y = —6, la serie di potenze diventa Ele(—l)"#:;l),
per cui il termine generico |a,| = (1 4 0(1)) ¢ la serie converge assolutamente.

Infine, la serie di potenze converge uniformemente in [—6, 6], per il teorema di Abel di conver-

genza uniforme.
Poiché

—6<r—2°<6 <= 1|23,

la serie data converge assolutamente in [—2,3], e non converge altrove. Inoltre, la serie data
converge uniformemente in [—2, 3].

Esercizio A5. [punti 6] Data I'equazione differenziale
u”’ = 2uu,

(a) determinarne i punti di equilibrio, e tracciarne il diagramma di fase,
(b) determinare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali u(0) = 0, «/(0) = 1.

Svolgimento: (a) Trasformiamo l’equazione in un sistema, introducendo le coordinate del
piano delle fasi z := u, y := v/, e ottenendo

=y
Yy = 2xy.
I punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema
l‘/ = ’y =
— Yy =
y =2y =

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale
y'(x) = 2.
Integrando si ottengono le parabole
y=2>+C, C eR.

Osserviamo che R? ¢ unione disgiunta delle orbite



{(z,0)}, VzeR,
z,22+C)eR*:z e R}, VC >0,
z,2?) eR? 1z <0}, C=0,
z,2?) eR?: x>0}, C=0,

z,22+C) eR?*: —/-C <z </-C}, VC <O,
z,22+C)eR?:z>+/=-C}, VC<O.

ANS=7/
N

Figura 2: Diagramma di fase

(
(
(
(z, 22+ C)eR?:x < —/-C}, VC <O,
(
(

Il diagramma di fase e riportato in figura 2, per alcuni valori di C'.

(b) Per determinare la soluzione del problema di Cauchy proposto, imponiamo la condizione
iniziale y(0) = 1, ottenendo C' = 1, per cui y(z) = 2? + 1, Vo € R. Ricordando che (z,y) =
(u,u’), si ottiene 'equazione differenziale v/ = u? + 1, che ha soluzione t + ¢ = ugl_“H =
arctg(u) <= u = tg(t+ c). Usando la condizione iniziale, si ha 0 = ¢, per cui

u(t) = ta(t), te (— gg)




CORsO DI STUDI IN Fisica — CALCOLO 2 (19/9/2024)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita

di
[x2 + 12
flx,y) =2 Tyg

Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico di f in (1,0).

Esercizio A2. [punti 6] Sia data la forma differenziale
(2.9) rdr +ydy

w(x,y) = ————.
R SR

(a) Verificare se w ¢ chiusa e/o esatta nel suo dominio, e determinare eventualmente una
funzione potenziale.
(b) Calcolare f,yw, dove v(t) = (log(1 + cos®t), tg 1), t € [0, Z].

Esercizio A3. [punti 6] Dato il campo vettoriale
ﬁ(x,y,z) —yT—x]+2k,
calcolare il flusso |, s F - ido attraverso la superficie
S={(z,y,2) ER®: z =2~y 2* +9* < 1,y > |2|},

orientata dal versore normale 7 tale che 7 - k > 0.

Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni
n+2
wr)=—, xeRneN,
ulw) =

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim,_, fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali
=y
_ (E)
Yy =2y

determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la
traiettoria di fase e la soluzione di (E) che soddisfano z(0) =1, y(0) = —1.



CORsO DI STUDI IN Fisica — CALCOLO 2 (19/9/2024)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita

di
22 +y?
f(%y)zx\/Tyg-

Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico di f in (1,0).

Svolgimento: (a) La continuita di f in R? segue da teoremi generali sulle funzioni continue.
(b) Calcoliamo le derivate parziali in R? \ {(0,0)}. Si ha

x?+y? 2 B 222 + 12

folz,y) =

7 A Vi aE P

f(CL’ )_E 1+y2 2y(1+y2)—2y(:c2+y2)_ CL’y(l—SL’2)
y( T,y _2\/$2+y2 (1+ y2)2 _\/(1+y2)3(:€2+y2).

Quindi le derivate parziali sono anche continue in R?\ {(0,0)}. Calcoliamole in (0,0). Si ha

£.(0,0) = lim TGO = FO.0 At
=0 t t—0 t
0.0 =ty P I0D ~ o =0

(¢) Infine, f & differenziabile in R? \ {(0,0)}, perché le derivate parziali sono continue in R? \
{(0,0)}. In (0,0) si ha

f(z,y) . z . 0cos v

lim ————= Ilim —— =1lim =0,

(@9) 200 /22 + 2 @u—=00 /T +y2 0 /T 1 o?sin?d

perché o — 0, e —L= < |cosd| < 1. Quindi f & differenziabile in R2.
v/ 1402 sin? 9

(d) Poiché f e differenziabile in (1,0), il piano tangente al grafico di f in (1,0) ha equazione
z=f(1,0)+ f.(1,0)(z — 1) + f,(1,0)y = 2z — 1.




Esercizio A2. [punti 6] Sia data la forma differenziale

rdr +ydy
w(z,y) = "

(a) Verificare se w & chiusa e/o esatta nel suo dominio, e determinare eventualmente una
funzione potenziale.
(b) Calcolare [ w, dove ~(t) = (log(1 + cos’t),tg %), t € [0, 3].

Svolgimento: (a) Posto w(z,y) = f(z,y) dr+ g(z,y) dy, si ha g—g = —(1+x22+yy2)2 = %, per cui

w & chiusa in D := R?, che ¢ semplicemente connesso, e quindi w ¢ esatta in D. Una funzione
potenziale U deve soddisfare

ou _ x

O ~ 14+x24y?

U _

dy m
Dalla prima equazione segue che U(z,y) = [ Ty dr = Llog(14+ 22 +y?) +¢(y), e derivando

rispetto ad y, 757 + ¢'(y) = %—Z = o7 < ¢'(y) =0 = ¢(y) = costante, per cui

una funzione potenziale e data da
1 2 2
Ulz,y) = 5log(1 +2% +47).

(b) Allora [ w=U(v(3)) — U(7(0)) = U(0,1) — U(log 2,0) = 3log2 — 3 log (1 + (log 2)*).



[punti 6] Dato il campo vettoriale

Esercizio A3.
ﬁ(l’,y,Z) :yf—xf+zg,

calcolare il flusso |, s F - ido attraverso la superficie
S={(r.y,2) eR* 1z =2 —y*, 2" +y° < Ly > |a]},

orientata dal versore normale 77 tale che 77 - &k > 0.

Svolgimento: Una parametrizzazione di S e
(z,y) € A= {(a,y) € R®:2” +y* < 1,y > [al},

CI)(;L”y) = (l’,y,ZL’2 - y2),

il cui vettore normale e

T 7k )
O, NP, =|1 0 2z |=-227+2y]+k,
01 —2y

che & equiverso a ii. Poiché Fo®-®,AD, = (y7—x J4+(22—y?) k)- (=22 742y J+k) = 22 —y2—day,

si ha
/ﬁ-ﬁda://ﬁoq)-q)x/\q)ydxdy@//(:L’z—yz)dxdy
S A A

A
(b) 2 2 .2 o/ ! 3
= 0°(cos® ¥ — sin“ ) pdody = cos20d9 [ o’do
A /4 0
1 3m/drptql 1
-] 5L
[ S x/a L4 lo 4

2
dove in (a) si sono usate le simmetrie, e in (b) il cambio di variabile z = pcosd, y = gsind,

per cui Ay = {(0,9) € R?: p € [0,1],9 € b %]}

>\

Figura 1: La superficie S



Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni

fulz) = n+2

psk re€RneN,

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim,_, fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Svolgimento: Osserviamo che f(z) := lim,,_,, f,(z) = 1, e quindi la successione converge per
. 2 N . . ,
ogni x € R. Posto ¢, := f — f, = z+—;§, che ¢ pari, poiché

2x(n +2) >0 < x>0

gn(x) = m Z

si ha sup,ep |fn(z) — f(z)| = max{]g,(0)],lim,— o [gn(2)]} = max{2,1} =1 4 0, per cui
fn 7 f in R. Inoltre, per ogni a > v/2, |f,, — f| & crescente in [v/2,a], per cui

sup_fule) = ()] = max{ 2 1= fula)} =0,

z€[—a,a)

e quindi f, 2 f in [—a, a], per ogni a > 0.

=2/n

Figura 2: La funzione g, = f — fn

Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali
o =x/y
_ (E)
Yy =Ty

determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la
traiettoria di fase e la soluzione di (E) che soddisfano z(0) = 1, y(0) = —1.

Svolgimento: [ punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

¥=2=0
Y — x=0.
y' =y =0

Le altre traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

x#0,y#0 oppure xy # 0
y(@) = v, (y) = &



Integrando si ottiene y = 0, che non & ammissibile, e [ Z—Z = [dr <~ -

grafici delle funzioni

1
- R.
yo)=—7 C€

Osserviamo che {(z,y) € R? : y # 0} & unione disgiunta delle orbite

{0,y)}, VyeR,

{(z, —mic) cx < —=C}, VO eR,

{(x, —HLC) x> —C}, VCeR.

Il diagramma di fase e riportato in figura 3.

S
Arere

Figura 3: Diagramma di fase

1

x4+ C, cioe i

Per determinare la traiettoria di fase richiesta, imponiamo la condizione iniziale y(1) = —%, e
otteniamo C' = 1, per cui y(z) = ——5, © > —1.
Cerchiamo infine la soluzione di (F) che soddisfa le condizioni iniziali. Deve essere z’ = ﬁ =
—z(x + 1), per cui
dz a r+1
t+c:/dt:—/7(:)log’ i ’,
x(x+1) x
dove in (a) si & usata la decomposizione m = 1 — 5. Dalla condizione iniziale z(0) = 1
segue ¢ = log2 e xTH = 2¢!, per cui
- t> —log2
) = —lo
2et o 17 g Y
1

1 t
=—-e"—1, t>—log2.
s +1 2" ©8




