CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLo 2 (11/1/2023)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione
fla.y) =2y +32" +y" +y

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R?: -4 <y <4 — 2?}.

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

// V4 — 2?2 —y? dady
D

dove D = {(z,y) € R® : 2? + ¢ < 4,27 + (y — 1) > 1}.

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare |, p F.f, do, dove S e la superficie laterale del cono
T={(x,y,2) eR’:y* >a® + 2%,y € [1,2]},
orientata nel verso della normale esterna 7, a T, e

—

3
F(ajvyuz) = (_237_'_% +Z2> T— ($2y+22)j+221{7
Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

Z; zeR\ (~1,0),

2(13 ’
—~ n*(n" + ")
(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale,
(b) determinare l'insieme di convergenza assoluta.
Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

3 —2 -1 0
/:A
{y Y A=l2 -1 “1)], 9= |1

y(o):yo 1 =1 0 2



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLo 2 (11/1/2023)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione
flay) =2y +32" +y" +y

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R?: -4 <y <4 — 2?}.

Svolgimento: (a) I punti stazionari sono soluzioni di

falz,y) =2x(y +3) =0
folz,y) =2 +2y+1=0

che fornisce i punti P; = (0, —1), Py = (£v/5,—3). Poiché f..(z,y) = 2y + 6, fuy(z,y) = 2z,
fuy(x,y) =2, si ha

Hf(o’_%):G (2)) A5, =5) = (izoﬁ 122\/5)’

per cui P; e un punto di minimo, mentre Py sono di sella.

(b) Poiché D e chiuso e limitato e f & continua su D, il teorema di Weierstrass ci assicura che
f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i punti di
massimo e minimo in tre insiemi:

(b1) tra i punti stazionari interni a D. In questo caso, P; € D°.

(b2) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ci sono.

(b3) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Osserviamo che FD & costituita di un arco di parabola C = {(x,y) € R* : y =4 — 2%,z €
(—V8,4/8)}, e un segmento di retta S = {(x, —3) € R? : x € [—/8,V/8]}. Usiamo il metodo
dei moltiplicatori di Lagrange per studiare f|c, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari
della Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|¢].
Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 2> +y — 4, z € (—v/8,V/38), e determiniamo
dapprima i punti non regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

ge(z,y) =22=0

gy(z,y) =1=0

g(xuy) :Z’2+y—4207$€(—\/§,\/g)’
che non ha soluzione.

Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y, A\) = f(x,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(x,y,A\) =2x(y+3)+22A=0
L,(z,y,\) =2>+2y+1+A=0
L)\(Ilf,y,)\) :$2+y_4:0ax€(_\/§>\/§)a

A=—y—3
{x:() Y

?4+y—2=0
—4=0,2 € (—V8,V8), \/



cioe il punto P, = (0,4).

Oppure, pill rapidamente, consideriamo k(z) := f(z,4 — 2?) = 2*(4 — 2?) + 32° + (4 — 2?)* +
4 — 22 =20 — 22% x € [-V/8,V/8], ed essendo k(1) = —4z, segue dal teorema di Fermat che
bisogna considerare i punti Py, e Q= = (£v/8, —4).

Per quanto riguarda f|g, si ha h(z) := f(z, —4) = 12 — 22, € [-V/8,V/8], ed essendo h'(z) =
—2z, segue dal teorema di Fermat, che bisogna considerare i punti P3 = (0, —4), e Q4.

Il dominio D e i punti trovati sono riportati in figura 1.

A
P

Figura 1: Il dominio D e i punti trovati

(b4) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(Q1) = 4, f(P) = —1,
f(Py) =20, f(P3) =12. Quindi minp f = —1 e maxp f = 20.



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale
// V4 — 2?2 —y? dady
D

dove D = {(z,y) € R* : 2? + ¢ < 4,2% + (y — 1) > 1}.

Svolgimento: Si ha

// \/7dxdy—// V4 — 02 ododd |
:/0 (/22 g\/—igdg)dﬁ—l—/ </O gﬂdg)dﬁ

sin ¢
® [7 1 2\3/2 /% 1 2\3/2 2
= - —(4- dv - —(4- dv
/0 [ 3( Q) ]2sin19 + - |: 3( Q) ]0
/2

T o ) 16 8
:§/ |cosﬁ|3d19+§/ a2 cos®Vdi + —m
3/ 3 /s 3

z3}1 8 32 8

1
(1—z)dz+§7rz§6[z—§ T =—+ -,

16 n
o 3 9 3

3 Jo
dove in (a) si e usato il cambio di variabile x = pcos®, y = psin®, per cui

D, = {(0,9) €R?*:2sin¥ < p<2,9€0,7]}U{(0,9) €ER*:0<p<20 ¢ [r,27]},

n (b) il risultato [ 0\/4 — 0*do = —1 [Vtdt = —3t3% = —1(4 — ¢*)32 in (c) le simmetrie
della funzione integranda, e in (d) la sostituzione sind = z = cos 9 d) = dz.

Il dominio D e riportato in figura 2.

Figura 2: Il dominio d’integrazione D



Esercizio A3. [punti 6] Calcolare [, F -, do, dove S ¢ la superficie laterale del cono
T={(z,y,2) e R’y >2” + 2%,y € [1,2]},

orientata nel verso della normale esterna 7, a T, e
Floy.2) = (=204 5 +2°) 7= Py + )T+ 22K,

Svolgimento: Siano S; = {(z,y,2) e R? : 2> +22 < 1,y =1}, Sy = {(z,y,2) e R¥: 22+ 22 <

4,y = 2}, per cui 9T = S U S; US;. Una parametrizzazione di S; ¢ ®(z,2) = (2,1, 2),
77k

(r,2) € Ay = {(x,2) € R? : 2% + 22 < 1}, il cui vettore normale ¢ ®L AP =|1 0 0| = -7,
0 01

che ¢ esterno a T, mentre una parametrizzazione di Sy ¢ ®*(z,2) = (x,2,2), (v,2) € Ay :=

{(z,2) € R? : 2% + 2% < 4}, il cui vettore normale ¢ ®2 A ®? = —7, che ¢ interno a T
Le superfici S, 51, 9, e le loro normali esterne, sono riportate in figura 3.

I I

Figura 3: Le superfici S, a sinistra, e S7, .95, a destra

Dal teorema della divergenza si ha

///divﬁdxdydz:/ﬁ~ﬁeda+/ ﬁ~ﬁeda+/ F it do,
T S S1 Sa

dove 7, ¢ il versore normale esterno rispetto a T'. Poiché div F' = -2+ 22 — 22 +2 =0, si ha

/ﬁ~ﬁedaz—/ ﬁ-ﬁeda—/ ﬁ~ﬁeda
S S1 So
——// Fod!. <I>1/\<I>1dxdz—|-// Fod?. <I>2/\<I>2dxdz
// 2+ 22 dxdz+// 2x +z ) dzdz
A1 A2
a 27
= / / 0 gdgd19+/ / (1 4 cos? ) ododd
(b)

o172 9 23
o o] 4[4 b+ o] = 1203
40—1—40 2+2cos( ) 2—|— m=
dove in (a) si e usato il cambio di coordinate x = pcos?, z = psind, e in (b) l'identita
trigonometrica cos? 9 = 1 + 1 cos(20).



Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

- 1

E ——— xR\ (-1,0)
2 (3 n)’ )

=~ n*(n* + z")

(a) determinare 'insieme di convergenza puntuale,

(b) determinare 'insieme di convergenza assoluta.

1
n2 (nSm +IE") .

Per z € [0,1) si ha a, = -5 (1 + 0(1)) e la serie converge (assolutamente).
Per x = —1 si ha a, = , € poiché | + (=1)"| > %, Vn > 2, si ha |a,| < 3%, e la

Svolgimento: Sia a, :=

1
2 (G+1")

n

serie converge assolutamente.

Per x = 1 si ha a, = e la serie converge (assolutamente).

1
n2(n3+1)
Per |z| > 1si ha a, = ——=(1 4+ 0(1)) = o(), e la serie converge assolutamente.

Quindi la serie converge assolutamente in (—oo, —1] U [0, +00).

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

3 —2 -1 0
/: A
v Y A=12 -1 1), yp=|1
y(O) =Y 1 =1 0 2

Svolgimento: Cerchiamo gli autovalori di A:

3—A -2 -1
det(A—X)=1] 2 —1-X —1=X1+NB=N+4—(1+X)—(3=X) —4A
1 -1 =
=AM =22+1)=-AXA-1)*=0,

da cui si ottengono le soluzioni A\; = 0 e A\ = 1 (doppia).
Autovettore per A; = 0:

3 —2 -1 I
0=Avr=12 -1 -1 To <:>21’1—1’2—1'3:0/\1’1—1'220<:>ZL'1:ZL'2:£L'3,
1 -1 0 T3

—_ =

e possiamo scegliere v =

—_

Autovettori per \y = 1:

2 -2 -1 T
O:(A—I)ﬁz 2 =2 -1 ) << 201 — 209 —23=0Ax1 —20 —23=0
1 -1 -1 T3

<~ 11 =29 N3 =0,

cioe i detti autovettori sono tutti proporzionali a v = | 1



Poiché c¢’e un solo autovettore indipendente, occorre cercare un autovettore generalizzato:

~1 1 1\ [z
0=A-1)2T=|-11 1] 2| <= 21— 29 —23=0,
~1 1 1) \a3

e quindi scegliamo ¥y = €] + U € ker(A — I)?> \ ker(A — 1), e U3 = (A — 1)U, = &), + &.
Da yo = 191 + coUs + c3U3 si ricava

O:y1(0)201+02+03 01:3
1:y2(0)201—|—03 <~ 02:—1
2:y3(0) =1+ ¢ C3 = —2.

La soluzione del problema di Cauchy e quindi:

y(t) = eMyo = c1eV) + coe™ iy + e3¢y = 1) + cre’ (I + (A — I)t) Ty + cze' U

1 1 1
= 01171 + Cget’(_fg —+ (03 -+ Cgt)et’(_fg =311 — €t 0 — (2 —+ t)et 1 s
1 1 0

cioe
y1(t) =3 — (3+t)e

ya(t) =3 — (2+t)e
ys(t) = 3 — €.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (3/2/2023)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di

(@ )sin (G0 ) =307 (o) £ 0.0
0 (5,9) = (0,0).

Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nel punto (0, 0).

flz,y) =

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

///D(x + 2%) dzdydz

dove D = {(z,y,2) e R®: 1 < 2? +3y? + 22 < 4,2 < 0}.

Esercizio A3. [punti 6] Sia data la forma differenziale
€ )
Y i (s o) ay
w(@y) <2+x2+y2 TR e M)W

(a) Verificare che w ¢ esatta in D = R?, e determinarne una primitiva (o potenziale).
(b) Calcolare f,yw, dove ~(t) = (2t + t cos(wt), t + tsin(nt)), t € [0,1].

Esercizio A4. [punti 6] Data la serie
S
n=1 n ’

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico insieme di convergenza uniforme della serie.

Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali
=y
y/ — y5/3 (E>

determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la
traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano z(0) =1, y(0) = 1.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (3/2/2023)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di

(2% + y*) sin (ﬁ) +x—3y* (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0).

Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nel punto (0, 0).

flz,y) =

Svolgimento: La continuita di f in R?\ {(0,0)} segue da teoremi generali sulle funzioni
continue. In (0,0) si ha

li 2 %) si —3y* = lim 2 %) sin ——— = lim p?sin — = 0,
o™ TV e B =l @ ) sin g S e
perché ¢* — 0 e |sin | < 1. Quindi f & continua in R?,
Calcoliamo le derivate parziali in R? \ {(0,0)}. Si ha
1 —2x 1
- = 2rsin —— 2 2 Cos +1
97 s 2z 1 1
= 2z sin — cos
,’L’2 + y2 ZIJ'2 + y2 ZIJ'2 + y2
. 1 2y 1
fy(x,y) = 2ysin 6y.

— COS —
x2+y2 x2+y2 x2+y2

Quindi le derivate parziali sono anche continue in R?\ {(0,0)}. Calcoliamole in (0,0). Si ha

f2(0,0) —g% ; = 11_I>%tsmt—2 +1=1
f,(0,0) = E)% ; = ll_r%tsmt—z —3t=0.

Infine, f ¢ differenziabile in R?*\ {(0,0)}, perché le derivate parziali sono continue in R?\ {(0,0)}.
In (0,0) si ha

. f(zy) — £.(0,0)z (@ Hy)sin gy -3y
lim g — , lm 2 1 ,2)1/2
(z,)—(0,0) (ZL’ +vy ) / (z,y)—(0,0) (f +y ) /
1 312
5 2 2N1/2 _
(w)lgiovo)(x Ty sin g +y? (22 4?2
1
= lim (g sin — — 3psin? 19) =0,
0—0 Q2

perché o — 0 e |sin 9—12\ <1, sin?¥ < 1. Quindi f ¢ differenziabile in R2.
Il piano tangente al grafico di f in (0,0) ha equazione z = £(0,0) + f,(0,0)z + £,(0,0)y = .



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

/[é@+¢%dm@w

dove D = {(z,y,2) eR?: 1 < 2? +y? + 22 < 4,2 <0}

Svolgimento: Si ha

/// T+ 2° dxdydz = // (0cos ¥ sin @ + o? cos® ) o* sin ¢ dodIdyp

eﬂv

3m/2 3m/2 2
:/ sin gpdgp/ cosz?dﬁ/ 0 dg—l—/ oS gpsmcpdap/ dﬁ/ o' do
0 /2 1 1

b 7 . 15 n 2 31 23
= —— — 4+ -7 —,
2 4 3 560
dove in (a) si e usato il cambio di variabile x = pcos¥sing, y = psindsing, z = pcosp,

per cui Dy, = {(0,90,9) € R* 1 1 < 9o < 2,9 € [5,%],¢ € [0,7]}, e in (b) i risultati

Josin® pde = [ 5(1 — cos2¢)dp = 3, f 5772 o8 dY) = [smzﬂ?ﬂr/ = -2, ff *do = [Lo }
LD [y cos® psinpdp = — [ cos® pd(cos @) = f—1 2 dt = 2[4t }0 =2, efl2 otdo = [%gﬂ =3

Esercizio A3. [punti 6] Sia data la forma differenziale
x Y
(ot et (o)
wi@,y) <2+x2+y2+ v)hrs 2y +y2 )Y

(a) Verificare che w & esatta in D = R?, e determinarne una primitiva (o potenziale).
(b) Calcolare fvw, dove ~(t) = (2t + t cos(wt), t + tsin(nt)), t € [0, 1].

Svolgimento: Posto w(z,y) = fdz + gdy, si ha % = g—; = —(2+m22+yy2)2, per cui w € chiusa in

D, che e semplicemente connesso, e quindi w € esatta in . Una funzione potenziale U deve

soddisfare
ou _ x 3
{ O0x ~ 2+4ax24y? + 4x

U — — 6y°.

Y
Ay 2+22+y?

Dalla prima equazione segue che U(z,y) = [ (2+x2+y2 +42%) dv = $log(2+ 2% +y?) + a2+ ¢(y),

e derivando rispetto ad y, 5-b— + ¢'(y) = %Z = 7 6y° = ¢'(y) = —6y° =
o(y) = —1°, per cui una funzione potenziale ¢ data da

1
Ulz,y) = ilog(Q + 22 +y2) + 2t — .

Allora [ w=U(y(1)) =U(7(0)) = U(1,1) = U(0,0) = 5log2.



Esercizio A4. [punti 6] Data la serie
o
n=1 n ’

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico insieme di convergenza uniforme della serie.

Svolgimento: Posto y = ¢(z) = 2% — 2, la serie diventa > - Y che & una serie di potenze,

n=1"n
il cui raggio di convergenza ¢ 1 = lim ¢/L = 1. Per y = 1, la serie diventa Y o 1 che
28 g o n—r00 n y =1 n=1n’
. . 00 (_1)7L
non converge. Per y = —1, la serie diventa ) " | “——, che converge (non assolutamente), per

Leibniz. Quindi, la serie di potenze converge assolutamente per ogni y € (—1, 1), semplicemente
per ogni y € [—1,1), e uniformemente in [-1,1 — §], V6 > 0.

Poiché¢ —1 < 2?2 -2 <1 < x € (—V/3,-1]U[1,V/3), la serie data converge semplicemente
in (—v/3,—1] U [1,/3), converge assolutamente in (—v/3,—1) U (1,1/3), e uniformemente in
[—V3 45, —1]U[1,v/3 — 8], per ogni § > 0.

Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali

=y

y/ — y5/3 (E )
determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la
traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano z(0) =1, y(0) = 1.
Svolgimento: I punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

¥=y=0
{y,:y5/3zo <:>y:O

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

y#0 y#0
LT oppure

y(x)="-=y 2'(y) = o5

Integrando la prima equazione si ottiene y = 0, che non ¢ ammissibile, e

3
x+c:/dx:/y_2/3dy:3yl/3<:>y(x):<x+c>, ceR.

3
Osserviamo che R? & unione disgiunta delle orbite
{(z,0)}, VzeR,
{(x,%) rx < —c}, Ve € R,

{(=, (:E—2|—70)3 )iz >—c}, VceR.




Figura 1: Diagramma di fase

Il diagramma di fase e riportato in figura 1.

Per determinare la traiettoria di fase richiesta, imponiamo il passaggio per (xg,y0) = (1,1),
cioe ¢ = 2, ottenendo y(z) = (”T”)g, x e R.

Cerchiamo infine la soluzione di (E) che soddisfa le condizioni iniziali. Deve essere

2\ 3
x'zy(x)z(x—g ), x €R,
per cuit+c= [ (21655)03 = —2(;:2)2, e dalla condizione iniziale z(0) = 1 segue ¢ = —%, per cui
3V3 5
3vV3
(3 —2t)3/2 2



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (8/6/2023)

Esercizio Al. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali, differenziabilita

di
r?y + 3zy?
-z o @ 0,0
flry)=q 20 +y° () 70,0
0 (z,y) = (0,0).
Esercizio A2. [punti 6] Sia data la forma differenziale
y? y x
ww,y) = (2 +x a2+ y2> dw+ (2y10g(2 o)+ W) dy.

(a) Verificare se w ¢ chiusa/esatta in D = {(z,y) € R? : x > -2} \ {(0,0)}.

(b) Calcolare [, ,w, dove @ = [~1,2] x [-2,1].

Esercizio A3. [punti 6] Siano S la superficie contenuta nel piano z = x — 1 e limitata dal
cono ellittico 22 = 222 + y2.

(a) Determinare una parametrizzazione regolare di S.

(b) Calcolare
do.

1
/52:c2—|—y2—z2+3
Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni
n2xz?
T 24 nZa?’

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim,_, fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Esercizio A5. [punti 6] Data 'equazione differenziale
2+ u*)u" —2u(u)* =0,

(a) determinarne i punti di equilibrio, e tracciarne il diagramma di fase,
(b) determinare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali u(0) = 0, «'(0) = 1.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (8/6/2023)

Esercizio Al. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali, differenziabilita
di
r?y + 3zy?
fle,y) = 202 +y°
0 (z,y) = (0,0).

—~
~—
N
—
=
(@)
~—

Svolgimento: La continuita di f in R?\ {(0,0)} segue da teoremi generali sulle funzioni
continue. In (0,0) si ha

2 3 1.2 33

3 7Y+ 2y 1 3
im TY+oTy lim 20 V277 zlimg<— coszﬁsinﬂ—i-—gcosﬁsinzﬁ) =0,
(@)= (0,0) 222 + 12 (zy)—(0,0) 22+ 1y? 0—0 " \2 V2

perché p — 0, e ‘%cos2 9 sin 19+%gcosq9 sin? 19‘ < %+% Quindi f & continua in R2. Calcoliamo
le derivate parziali in R? \ {(0,0)}. Si ha

y3(3y? + 2z — 62?)

f () = r(3y* + 182%y* — xy? + 223)
v (222 + y?)? '

Quindi le derivate parziali sono continue in R?\ {(0,0)}, per teoremi generali sulle funzioni
continue. Calcoliamole in (0,0). Si ha

f(t’O) B f(0,0)

fy(0,0) _ 12% f(Ovt) ; f(070> —0.

Infine, f & differenziabile in R? \ {(0,0)}, perché ivi f ¢ di classe C'. Verifichiamo se f &
differenziabile in (0,0). Si ha

%y + 3xy?
=3,

lim =
(@y)=00) (222 4 y2)\/ 2% + y?

perché

, 2%y + 3xy? .23+ 32? 1
lim o = lim Tartlal = 35 lim (sgn @ + []) = 3
Z, 070 T T—
(z.y) = ) (222 + y?) /22 +y 3v2x2?x|  3vV2

Quindi f non ¢ differenziabile in (0, 0).




Esercizio A2. [punti 6] Sia data la forma differenziale

2

= (55 - L) do + (2ylog(2 ) d
w(z,y) <2+x Ry x + (2ylog( +x)+x2+y2 Y.

(a) Verificare se w ¢ chiusa/esatta in D = {(z,y) € R? : x > —2} \ {(0,0)}.
(b) Caleolare [, ,w, dove Q@ = [-1,2] x [-2,1].

Svolgimento: Indichiamo con w = f(z,y)dx + g(z,y) dy la forma differenziale da integrare.

a2 N . . .
Poiché a—f; = 22fz + % = %, w e chiusa in D, che non & semplicemente connesso. Osser-

viamo, pero, che w = w; + wy ¢ la somma di una forma esatta w; = z?jr—z dr + 2ylog(2 + =) dy
[perché chiusa in {(z,y) € R? : x > —2}, che ¢ semplicemente connesso|, e di una forma chiu-

sa non necessariamente esatta wy = %. Usando I'invarianza omotopica dell’integrale
di una forma chiusa, possiamo introdurre la curva y(t) = (cost,sint), t € [0,27], e ottenere
2T
/ w-/ w1+/ Wy = / Wy = /wQ / smt+cos t)dt—27r
+Q 8+t Q 9t Q +Q
Esercizio A3. [punti 6] Siano S la superficie contenuta nel piano z = x — 1 e limitata dal

cono ellittico 22 = 222 + y2.
(a) Determinare una parametrizzazione regolare di S.

(b) Calcolare
/ L do
g2x?+y? —22+3

Svolgimento: (a) La superficie S ¢ descritta dal grafico della funzione z = x — 1, definita sul
dominio piano D = {(z,y) € R? : 222 + y* < (x — 1)*} = {(z,y) € R* : (z + 1)? +y2 < 2} [che
si ottiene proiettando sul piano z = 0 l'insieme S = {(z,y,2) € R®: 222 +y* < 2% z =z — 1}].
Quindi, una parametrizzazione regolare di S e data da ®(z,y) = (z,y,z — 1), (z,y) € D, il cui
vettore normale ¢ ®, A @, = —7'+ k.

(b) Si ha

1 [P, A D, // dxdy
dzxdy =
[92x2+y2—z2+3 //2x2+y—x—1)+3 wdy = V2 (r+1)2+9y2+1

(i)\/i/ / Soded) V2. 27 [ log(0® +1)} ? = mv/2 log3,

0> +1 2

dove in («) si € usato il cambiamento di coordinate z = —1 4 pcosd, y = osin V.



Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni

n2z?
2+ n2a2’

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim, . fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

0, =0,

1, =#0,
converge per ogni z € R. Poiché f & C°(R), f, Z finR. Inoltre, per ognia > 0, | f,(z)—f(z)| =

1— 2Zi”§; = 2+32x2 e pari, e decrescente in [a, +00), per cui SUD|4[>q |fo(z)—f(2)] = =25

e quindi f, 2 f in (—oo, —a] U [a, +00), per ogni a > 0.

Svolgimento: Osserviamo che f(x) := lim, . fu(z) = { e quindi la successione

Esercizio A5. [punti 6] Data I'equazione differenziale
2+ u*)u" —2u(u)* =0,

(a) determinarne i punti di equilibrio, e tracciarne il diagramma di fase,
(b) determinare la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali u(0) = 0, «/(0) = 1.

Svolgimento: (a) Trasformiamo 1’equazione in un sistema, introducendo le coordinate del
piano delle fasi x := u, y := v/, e ottenendo

= T2 T z2y2

¥=y=0
{y/zzwyzzo <:/>y:()

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

=259

2AE — loglyl =log(2? +2) + k <= y=C(2* +2), ciot le

famiglie di grafici y(z) = C(2? +2), C € R. 1l diagramma di fase ¢ riportato in figura 1, per
Ce{-4,-3,...,4}.

(b) Per determinare la soluzione del problema di Cauchy proposto, imponiamo la condizione
iniziale y(0) = 1, ottenendo C' = 1, per cui y(z) = £(2? +2), Vo € R. Ricordando che
(z,y) = (u,u), si ottiene Pequazione differenziale v’ = % (u*+2), e bisogna risolvere il problema

di Cauchy
u = L (u?+2)
u(0) = 0.

Integrando si ottiene [ C;—y -

La soluzione ¢ t+c= [dt =2 [ 211;2 = V/2arctg = u= V2 tg (?(t—l—c)), e imponendo

la condizione iniziale si ha ¢ = 0, per cui u(t) = /2 tg (? t), t e ( -5 %)



Figura 1: Diagramma di fase per '’equazione differenziale



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLo 2 (11/7/2023)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione

fla,y) =2 —y°

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R?: 22 + ¢y> < 1}.

Esercizio A2. [punti 6] Siano T := {(z,y) € R? : 2% 4+ y* < 1}, e w la forma differenziale

_ (.2 x 3 Y
w(z,y) = (ZL’ y+x2+y2>da:+ (:B +W> dy.

(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in D = R?\ {(0,0)}.
(b) Calcolare [, w.

Esercizio A3.  [punti 6] Calcolare |, g F. ndo, dove S e la superficie laterale della porzione
di ellissoide 7" = {(z,y,2) € R®: 2? + y* + 422 < 4,z < 1}, orientata nel verso della normale
esterna 7., e

F(z,y, 2) = 2%yz7— zy*2 7+ log(1 + 2% + ?) k.

Esercizio A4. [punti 6] Data la serie
. (n+ 1)em®
Z e2n )
n=0

(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico insieme di convergenza uniforme.

Esercizio A5. [punti 6] Determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma
di fase per il seguente sistema di equazioni differenziali

{l«: v (5)
Y =y.

Determinare, inoltre, la traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano le condizioni
iniziali z(0) = 1, y(0) = 1.



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLo 2 (11/7/2023)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione

f(x,y) :LL’3—y3

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R* : 22 + ¢y* < 1}.

Svolgimento: (a) I punti stazionari sono soluzioni di

felz,y) =322 =0
fy(z,y) = =3y =0

che fornisce il punto P, = (0,0). Poiché det H;(0,0) = (

di P;.

(b) Poiché D ¢ chiuso e limitato e f & continua su D, il teorema di Weierstrass ci assicura che
f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i punti di
massimo e minimo in tre insiemi:

(b1) tra i punti stazionari interni a D. In questo caso, P, € D°.

(b2) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ci sono.

(b3) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Osserviamo che FD ¢ costituita dalla circonferenza C' = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1}. Usiamo
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per studiare f|¢, e ci accontentiamo di trovare i punti
stazionari della Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|¢].
Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 22 +y? — 1, e determiniamo dapprima i punti non
regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

8 8), nulla si puo dire sulla natura

gu(7,y) =21=0
gy(z,y) =2y=0
glx,y) =a2>+y*—1=0,

che non ha soluzione.
Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y, ) = f(x,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(e,y,\) =322 + 20 = (30 +2)) = 0
L,(x,y,\) =-=3y*+2y\=y(-3y+2)) =0
L,\(x,y,)\) :x2_|_y2_1:()’

zig z=0 y=20 yz%)\:—x
YT Vv y = £1, Vv v =1, Voo i

—-1=0, V2’

cio¢ i punti Py = (0,+1), Q+ = (+1,0), Ry = (i%,:F%)-

(b4) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(P) = 0, f(Py) = F1,
f(Qs) =1, f(Ry) = :I:%. Quindi minp f = —1 e maxp f = 1.



Esercizio A2. [punti 6] Siano T":= {(z,y) € R? : 12% + ¢? < 1}, ¢ w la forma differenziale

_ (2 X 3 Yy
w(z,y) = (:c Y+ p +y2> dr + (x + p +y2> dy.
(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in D = R?\ {(0,0)}.

(b) Calcolare [, w.
Svolgimento: (a) Posto w(z,y) = f(z,y) dz + g(z,y) dy, si ha 2 — g—; = 32% — (x22—f32)2 —a?+
(xi% = 222 # 0, per cui w non & chiusa in D, e quindi nemmeno esatta.

™
N | S

Figura 1: Cammino 07T

(b) Osserviamo che w = w; +wsy, dove wi(x,y) := x?y da+ 23 dy non & chiusa in D, e wy(x,y) :=
xiﬁizzdy ¢ chiusa in D. Allora usiamo il teorema di Gauss-Green per calcolare fa L Wi, €
invarianza omotopica dell’integrale di una forma chiusa per calcolare |, grp W2. Posto y(t) =
(cost,sint), t € [0, 2x], si ha

/ w:/ w1+/ w2://2x2dxdy+/ MQ@ / 4Q2cos2192gdgd19+/w2
o+T o+T o+T T o+T T

09 Y

2T 1 2 1 2 4.1
= 16/ cos? 19(/ 0° dg) dd = 16/ M [Q—] d¥ = 4m,
0 0 0 2 4 1o

dove in (a) si e usato il cambiamento di coordinate z = 2p cosv,y = psin J.




Esercizio A3.  [punti 6] Calcolare [ s F. ndo, dove S e la superficie laterale della porzione
di ellissoide 7' = {(z,y,2) € R : 2? + y? + 42% < 4,z < 1}, orientata nel verso della normale
esterna 7., e

F(z,y, 2) = 2%yz7— 2?2 7+ log(1 + 2% + ?) k.

Svolgimento: Sia S’ = {(z,y,2) € R® : 22 +¢*> < 3,2 = %}, per cui 9T = SUS". Una
parametrizzazione di S’ ¢ ®(z,y) = (z,y,3), (z,y) € A= {(z,y) € R? : 2% + y* < 3}, il cui
vettore normale ¢ &, A &, = E, che ¢ esterno a T'. Dal teorema della divergenza si ha

///divﬁdxdydzz/ﬁ.ﬁeda+/ F it do,
T S /

dove 7, € il versore normale esterno rispetto a 7. Poiché div F' = 0, si ha

/ﬁﬁeda:—/ ﬁ-ﬁeda:—//ﬁo®~®mA®ydxdy
S S’ A
W [
= —// log(z® +y* + 1) daedy = —/ / log(o® + 1) o dodV
A 0 0
4

4
U —7r/ logtdt = —W[t(logt - 1)]1 =7(3 —4log4),

1

dove in (a) si € usato il cambio di coordinate x = pcosd, y = p¢sin®, e in (b) il cambio di
variabile ¢®> + 1 =t, 20do = dt.

Figura 2: Superficie S, e orientazione del suo bordo (in rosso)



Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

o0
2n )
e
n=0
(a) determinare gli insiemi di convergenza puntuale (o semplice) e assoluta,
(b) determinare il generico insieme di convergenza uniforme.

Svolgimento: (Primo metodo: trasformazione in serie di potenze) Posto y = ¢(x) = e*72,

la serie diventa Y~ (n + 1)y", che & una serie di potenze, il cui raggio di convergenza ¢
% = lim, o ¥n+1 = 1. Per y = 1, la serie diventa »_,(n + 1), che non converge. Per
y = —1, la serie diventa Y~ (—1)"(n + 1), che non converge. Quindi, la serie di potenze
converge assolutamente e semplicemente per ogni y € (—1, 1), e uniformemente in [—1+44, 1 —4],
Vo > 0.

Tornando alla serie proposta, poiché —1 < 2 < 1 <= 1z < 2, la serie data converge

assolutamente e semplicemente in (—oo, 2), e uniformemente in (—oo, 2 — d], per ogni 6 > 0.
(Secondo metodo: serie di funzioni) Applicando il criterio della radice, ad = € R fissato, si ha
lim, 4o VN +1e"2 =2 <1 < x < 2. Sex =2, la serie data diventa > - (n + 1)

n=1
che diverge, per cui la serie data converge puntualmente e assolutamente in (—o0,2), e non

converge altrove.
Per la convergenza uniforme, applichiamo il criterio di Weierstrass, e sia

M, = sup (n+1)e"® 2 = (n+1)e™, Vn e N,
r<2—§

perché la funzione e™*~2) & strettamente crescente. Poiché > °° | M, < oo, la serie data converge

uniformemente in (—oo, 2 — 4], per ogni ¢ > 0.

Esercizio A5. [punti 6] Determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma
di fase per il seguente sistema di equazioni differenziali

{x: =V ()
y=y.

Determinare, inoltre, la traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano le condizioni
iniziali 2(0) = 1, y(0) = 1.

Svolgimento: [ punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema
¥=9y*=0
, Y — y=0.
y=y=0

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

y#0 oppure y#0
y'(x) = z'(y) = y.

Integrando la prima equazione si ottiene
1
/ydy:/d:c<:>§y2:x+c<:>y::t\/2x—|—0, CeR.

Osserviamo che R? ¢ unione disgiunta delle orbite



{(z,0)}, VzeR,
{(z,2V22+C):a>-5}={(3W*-C),y):yeR}, VCeR

Alcune traiettorie di fase sono riportate in figura 3.

/
\

Figura 3: Diagramma di fase

Per determinare la traiettoria di fase richiesta, imponiamo la condizione iniziale y(1) = 1, e

otteniamo C' = —1, per cui
1
y(xr) =+v2x — 1, z> 5.

Cerchiamo infine la soluzione di (E) che soddisfa le condizioni iniziali. Deve essere

1
v =y(x)? =22 -1, z> 3,

per cui

dx 1
t+c /dt /Qx—l 2og|:zc |

Dalla condizione iniziale z(0) = 1 segue ¢ = 0, per cui

z(t) = 3(e* + 1), t € R,
y(t) =+ 2z(t) —1=¢', teR.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (5/9/2023)
Esercizio Al. [punti 6] Determinare massimo e minimo della funzione
_Lla 1y
fla.y) =327 + 5y,

suD={(z,y) e R?: 2% +y*> < 1}.

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

J[[ a2 dwaya:

dove D = {(z,y,2) € R® : 22 +3*> < (1 — 2)?,0 < 2z < 1} & una porzione di cono.

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare |, s F.i do, dove S e la superficie laterale del paraboloide
T={(r,y,2) € R®: y* + 2> <z < 4},

orientata nel verso della normale esterna, e

s 2y 2z -
(12,2 - >
F(x,y,z) = (y*z —|—1)Z—|—x2+1]— :)52—|—1k'
Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni
2
n
P =T

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim, o fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Esercizio A5. [punti 6] Data 'equazione differenziale
u’ = —2(u)’tgu, (E)

determinare i punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la soluzione di
(E) che soddisfa le condizioni iniziali u(1) =0, u/(1) = 2.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (5/9/2023)

Esercizio Al. [punti 6] Determinare massimo e minimo della funzione

1 1

_ .3 T2

suD={(z,y) e R?: 2% +y*> < 1}.

Svolgimento: Poiché D ¢ chiuso e limitato e f e continua su D, il teorema di Weierstrass ci
assicura che f ha massimo e minimo su . Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo
i punti di massimo e minimo in tre insiemi:

(a) tra i punti stazionari interni a D. Cerchiamo, cioe, le soluzioni (z,y) € D° del sistema

felz,y) =22=0
fy(l',y) =Y = 0

che fornisce il punto (0,0).

(b) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ci sono.

(c) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Per determinare il massimo e il minimo di f sull'insieme S = {(z,y) € D : 2* + y* = 1}, usiamo
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari della
Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|g].

Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = ¥? +y? — 1, e determiniamo dapprima i punti non
regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

Go(,y) =22 =0

gy(z,y) =2y =0

glz,y)=a>4+y*—1=0
che non ha soluzione.

Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y, A\) = f(x,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(z,y,\) =%+ 22\ = a(z + 2)) = 0
Ly(x,y,A) =y+2yr=y(1+2)\) =0
Li(z,y,\) =22 +y?—1=0

che equivale a

r =0 x =0
y=0 Vi1t+2xa=0
2+ —-1=0 y?—1=0
r+22=0 r+22=0
\V<y=0 VA {1+2x=0
4+ —1=0 2 +y?—1=0.

Il primo sistema & assurdo. Il secondo fornisce i punti Py = (0,+£1). Il terzo fornisce i punti
Q+ = (£1,0). 1l quarto fornisce il punto @ = (1,0).
(d) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(O) =0, f(Py) =1, f(Q+) =

j:%. Quindi minp f = —% e maxp f = %



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

///D y*(2 — 2) dedydz

dove D = {(z,y,2) € R®: 22 +3*> < (1 — 2)?,0 < 2z < 1} & una porzione di cono.

Svolgimento: Si ha

Figura 1: Dominio D

/// y*(2 — 2) dedydz @ // (2 — 2)0*sin? p o dodidz
D D
1 2T 1—2

oYz

:/0 (2—z)(/0 sin2<pd<p/0 ggdg) dz(:wﬂ/()l@—z)[%ﬁt};_zdz

T [ @ ! arts 51 1w
T -1 -2d:2T [ #u 1dt:—[— —} =T
4/0( (1= 2)de 4/0 (t+Ddt=715+5],~ 120

dove in (a) si ¢ usato il cambio di variabile z = pcos?, y = psin¥, z = z, per cui D,y, =
{(0,9,2) e R* : 0 < 9o < 1—29 € [0,2],2z € [0,1]}, in (b) il risultato f027rsin2g0dg0 =

f027T 2(1 = cos2p) dp =7, e in (c) la sostituzione t =1 — z.

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare |, p F.i do, dove S e la superficie laterale del paraboloide
T={(r,y,2) € R®: y* + 2* <z < 4},
orientata nel verso della normale esterna, e

2y 2z i
21’ 21

ﬁ(z,y,z) = (P22 + 1)1+

Svolgimento: Sia S' = {(z,y,2) € R® : y* + 22 < 4,2 = 4}, per cui 9T = SUS’". Una
parametrizzazione di S’ ¢ ®(y, z) = (4,9,2), (y,2) € A :={(y,2) € R? : y* + 22 < 4}, il cui
vettore normale ¢ ®, A ®, = ¢, che ¢ esterno a T'. Dal teorema della divergenza si ha

///divﬁdxdydz:/ﬁ~ﬁeda+/ ﬁ~ﬁeda,
T 5 ’



Figura 2: Superficie S

dove 71, € il versore normale esterno rispetto a 7. Poiché div F' = 0, si ha

/ﬁ-ﬁeda:—/ ﬁ-ﬁeda:—//ﬁocb-(by/\(bzdydz
S / A

2 2
== // (y*2* + 1) dydz @ _ / / (1 + 0" cos® ¥ sin* ) o dodV)
A o Jo

2T 2.9 2 6 21 8 20
= /0 [2}0@9 /0 [6}08(1 cos 419)d1) A U 5

dove in (a) si & usato il cambio di coordinate y = pcosd, z = psind, e in (b) il risultato
cos? ¥sin’* ¥ = 1sin*(20) = §(1 — cos 499).

Esercizio A4. [punti 6] Data la successione di funzioni
2
n
n\T)=7"7T"%5 5,

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim, o fn(2),
(b) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme della successione.

Svolgimento: Osserviamo che

F(x) = lim fo(z) = {*100 z=0

== L x#0,

e quindi la successione converge per ogni € R\ {0}. Poiché f & C°(R), f, Zf in R. Inoltre,
per ogni a > 0,
1 n? 1
|fu(x) = f(2)| = = =

22 14 n2x2 22(1 4 n22?)

¢ pari, e decrescente in [a, +00), per cui

sup [ful) — f(@)] = s 0,

j2/>a a*(1 + n%a?)

e quindi f,2 f in (—o0, —a] U [a, +00), per ogni a > 0.



Esercizio A5. [punti 6] Data I'equazione differenziale
u’ = —2(u)’tgu, (E)

determinare i punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la soluzione di
(E) che soddisfa le condizioni iniziali u(1) =0, u/(1) = 2.

Svolgimento: L’equazione differenziale ¢ della forma v” = f(u,u’), con f(z,y) = —2y*tgz,
V(z,y) € R? x # 5t km, k € Z. 1 punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del
sistema

u' =0 y=0 T
— — y=0x R,z # —+km, ke
{u”Zf(u,u')ZO {f($>0):0 ! 73

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

f(z,y(x))
/ )
y'(z) = = —2y(z)tgx.
@) = L (@)
Integrando si ottiene
log ly(z)| = dy _ —2/ Y r = 2log|cosz| +¢ < y(x) = Ccos’xr, C R,
Yy coS

Il diagramma di fase e riportato in figura 3, per C' € {—4,—-3,...,4}.

Figura 3: Diagramma di fase

Per determinare la soluzione del problema di Cauchy proposto, imponiamo la condizione iniziale
y(0) = 2, ottenendo C' = 2, per cui la traiettoria di fase cercata e

y(z) = 2cos? z, We(—z z).

272
Ricordando che (x,y) = (u,u’), si ottiene 'equazione differenziale u' = 2 cos? u, che ha soluzione
2t+c= [2dt = Coig‘u = tgu. Usando la condizione iniziale, si ha ¢ = —2, per cui

u(t) = arctg(2t — 2), teR.



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoOLO 2 (19/9/2023)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di
o) = ylog(a? + %) + 2%y + 2y (z,y) # (0,0)
’ 0 (z,y) = (0,0).
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nel punto (0,0).

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

// Y dxdy ,
pVvr+4
doveD:{(x,y)€R2:5§x§12,ixgygx/x—?)}.

Esercizio A3. [punti 6] Siano 7" la semicorona circolare
T:={(z,y) eR*: 1< +y* <9,z >0}

e w la forma differenziale
3y 5 3(x—2)
w(z,y) = (cosx — m) dzr + (Cosy + m) dy.
(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in R?\ {(2,0)}.
(b) Calcolare [, w.

Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

> 1 1
Zl—i—(Q:c)"’ TF g

n=1

(a) determinare 'insieme di convergenza puntuale,
(b) determinare 'insieme di convergenza assoluta.

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

3 -1 1 0

"= A
{y 4 A=11 1 1], 9p=[1
y(0) = yo 0 0 2 2



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoOLO 2 (19/9/2023)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di
o) = ylog(a? + %) + 2%y + 2y (z,y) # (0,0)
’ 0 (z,y) = (0,0).
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nel punto (0,0).
Svolgimento: La continuita di f in R?\ {(0,0)} segue da teoremi generali sulle funzioni

continue. In (0,0) si ha

lim Slog(z? +yH) + 2%y + 2y =  lim 3log(2? + y?) = lim ¢® sin® ¥ og(o?) = 0,
pm S log(@ Hy) Hatyt 42y = lim ytlog(a” +y7) = lim o g(0”)
perché ¢®log(o?) — 0 e |sin® 9| < 1. Quindi f & continua in R2.

Calcoliamo le derivate parziali in R? \ {(0,0)}. Si ha

3

2xy 2
€T ) = 2
fa(2,y) x2+y2+ Ty

2 4
fy(z,y) = 3y? log(:v2 + y2) + Wyy? + 222y + 2.

Quindi le derivate parziali sono anche continue in R?\ {(0,0)}. Calcoliamole in (0,0). Si ha

fx(0,0) _ 12% f(t,()) ; f(0,0) _ P_I%tl(’g(t2) —0
fy(0,0) _ 15% f(Ovt) ; f(070> _ ll_i%t?’log(ttﬂ —9

Infine, f & differenziabile in R*\ {(0,0)}, perché le derivate parziali sono continue in R?\ {(0,0)}.
In (0,0) si ha

i L@ = £00y L ytlog(a? +y?) +atyt + 2y — 2y
@y)—00) (224 y2)l/2 (2,5)—(0,0) (22 4 y2)1/2
y*log(z” + ) z%y?
)00 (22 + 22 (@2 +12)
= lim (92 log(0?) sin® ¥ + ¢® cos? ¥ sin® 19) =0,
0—0

perché ¢%log(g?) — 0, ¢®> — 0, e |sin® Y| < 1, |cos?¥sin® Y| < 1. Quindi f ¢ differenziabile in
R2.
Il piano tangente al grafico di f in (0,0) ha equazione z = £(0,0) + f,(0,0)z + £,(0,0)y = 2y.



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

Yy
dxdy ,
//D T+ 4 ey

doveD:{(x,y)€R2:5§x§12,ixgygx/x—?)}.

Svolgimento: Si ha

\

o

5 12

Figura 1: Dominio D

12 Vz-3 12 2033 (
pVr+4 5 1/vg Vr+4 5 L21yve v +4

1 [ N dr (@ [* 1
_1 ~3--) 2 (e ) at
2/5 (x ) rrd s 24

()[t3 - 11 ‘t_2H4 16 1l 5

3 1 %2l T 3 Tty

dove in (a) si ¢ usato il cambio di variabile Vz +4 =t <= x = t* -4, e in (b) la
decomposizione t21_4 = i(% — t+i2)

Esercizio A3. [punti 6] Siano 7" la semicorona circolare

T:={(z,y) eR*:1<2* +¢y*< 9,2 >0}

e w la forma differenziale

. 3y 2 3($ - 2)
W(,’L’,y) = (COSZI}' — m) dx + <C08y + m) dy
(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in R?\ {(2,0)}.
(b) Calcolare [, . w.

Svolgimento:

. 2_(5_9)2 2_(z_9)2 .
(a) Posto w(z,y) = f(z,y) dz + g(x,y) dy, si ha 52 — G = 3V L0 — 3¥ L2 — 0, per cui
w & chiusa in D :=R?\ {(2,0)}, che non ¢ semplicemente connesso.
(b) Osserviamo che w = w; + wo, dove wi(z,y) := coswdr + cosy?dy ¢ chiusa, e quindi

. 2 . —3ydz+3(z—2)dy
esatta, in R , € w2(x,y) = (w—2)—z+y2

e chiusa in D. Allora usiamo l'invarianza omotopica



\
/ 20

Figura 2: Dominio T

dell’integrale di una forma chiusa per calcolare [, wa. Posto y(t) := (2-+cost,sint), t € [0, 2x],

si ha
2T
/ w:/ wl—l—/ wQ:/wQ:?)/ (sin® 9 + cos? ) dv = 6,
9+T 9+T o+T 5 0

per cui w non e esatta in D.

Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

- 1 1
2 Tr@ 7o

n=1

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale,
(b) determinare 'insieme di convergenza assoluta.

Téx)m n € N. Per |z| < 1 si ha lim,,a, = 1 e la serie non
converge. Per x = % si ha lim,, o0 @y, = % e la serie non converge. Sia |z| > % Poiché {/|a,| =

. = 5(140(1)), la serie converge assolutamente per z € (—oo, —3)U(%, +-00). Quindi

1+ @) 2l
1

la serie converge assolutamente in (—oo, —1) U (3, +00). Non converge altrove.

Svolgimento: Sia a, =



Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

3 —1 1 0

= A
{y Y A=(1 1 1), 9w=[1
y(0) = yo 0 0 2 2

Svolgimento: Cerchiamo gli autovalori di A:

3-1 —1 1
det(A=X)=| 1 1-X 1 [=2=X)(B=N1=XN)+1)=2=NN\—4r+4)
0 0 2-2A
=(2-))?*=0,

da cui si ottiene la soluzione \; = 2 (tripla).
Autovettori per Ay = 2:

1 -1 1\ [n
O:(A—Qf)ﬁ: 1 -1 1 To < 11— Ty + 23 =0.
0 0 O T3

Poiché ci sono solo due autovettori indipendenti (perché c’@ una sola relazione lineare fra le
coordinate), occorre cercare un autovettore generalizzato:

00 0\ [
0=A-2D*F=[0 0 0] |22 | = V7,
00 0/ \a3

e quindi scegliamo v} = ¢€; € ker(A—1I)?\ker(A—1), e Uy = (A—2I)0) = €, +¢é, € ker(A—2I).

Infine, un secondo autovettore indipendente dal precedente e U3 = €5 + €5.
Da yo = 191 + coUs + c3U3 si ricava

O_yl(O)—Cl—l—CQ Cq 1
l—yg(O)—CQ—l—Cg <~ cp=—1
2 = yg(O) = C3 C3 —

La soluzione del problema di Cauchy e quindi:

y(t) = eyo = c1e™) + coeM iy + c3e iy = 1€ (1 + (A — 21)t) 01 + c2e® Ty + 3”1

1 1 0
= 120 + (et + co)eP vy +csePvy =2 [0 + (¢t —1)e* [ 1] 22 [ 1],
0 0 1

cioe



