CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLo 2 (11/1/2021)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione
floy) = 22" — 2y° + 3ay

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R?*: 22 + ¢y < 1}.

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

2

et

dove D = {(z,y) e R?*: (x — 1)* + > < 1}.

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare [, F-iido, dove S & la semisfera
{(z,y,2) eR*: 2> + ¢y + 2> = 1,2 > 0},

orientata in modo che il versore normale punti verso I’origine (0,0, 0), e

Fz,y,2) = (y+2) T+ 27— (14 2y)2 k.

Esercizio A4. [punti 6] Data la successione

- nr — 1
Con2x2 —dnx +5°

fn(x> :

reR,

(a) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim,_, fn(2),
(b) verificare se f,, converge uniformemente in [1, 2],
(¢) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme.

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

1 -1 0 1
= A
{yy A=11 3 o), pw=|1
y(0) = wo 1 1 2



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLo 2 (11/1/2021)
Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione
f(z,y) =22 — 2 + 3ay

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) € R?: 22 + y> < 1}.

Svolgimento: (a) I punti stazionari sono soluzioni di

fe(x,y) =4x 4+ 3y =0

che forniscono il punto P; = (0,0). Poiché det H;(0,0) = ‘ = —25 < 0, concludiamo che

(0,0) e di sella.

(b) Poiché D e chiuso e limitato e f & continua su D, il teorema di Weierstrass ci assicura che
f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i punti di
massimo e minimo in tre insiemi:

(b1) tra i punti stazionari interni a D. In questo caso, P, € D°.

(b2) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ci sono.

(b3) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, e ci accontentiamo di trovare i punti stazionari
della Lagrangiana [tra questi ci saranno anche i punti di massimo e minimo di f|sp].
Introduciamo la funzione di vincolo g(z,y) = 2% +3* — 1 e determiniamo dapprima i punti non
regolari per il vincolo, cioe le soluzioni del sistema

4 3
3 —4

gu(2,y) =20=0
gy(z,y) =2y=0
glz,y) =a2>+y*—1=0,

che non ha soluzione.
Introduciamo ora la Lagrangiana £(z,y, A\) = f(x,y) + Ag(z,y), e cerchiamo i punti stazionari
di £, cioe le soluzioni del sistema

Lo(z,y,\) =4x+3y+22A=0
Ly(x,y,\) =—-4dy+3z+2yA=0
L)\(l',y,)\) :$2+y2_120

che implica, moltiplicando la prima equazione per y, e la seconda per —x e sommando,

l'2+y2—1:0 l'2+y2—].:0 3—82y2)2+y2_1:0

2 2 _ 2 2\ _ 3—6y*
{Sxy—l—Sy “3t=0 {8:6y+3y “31-y)=0 {:(C =

_ 3=6y?

8y

{100y4 — 10042 +9 =0
T

cioe i punti Py = (:I:\/—I_O,:t\/%_o), Q) = (:F\/Ll_o’:t\/il_o),



Soluzione alternativa del sistemas

€Xr = 3y x:__sy
22+4 2A+4
(2A Dy — 52y =0 < (4N -2y =
24yt —1=0 PAyP—1=0
y=20 )\:g :_g
= qr=0 Ve =4 \ {z=3y
> 4+yP—1=0 L 4+yP—1=0 9y% + ¢y — 1 =0.

I primo sistema & assurdo, il secondo fornisce i punti Py = (& \/3_, i\/l_) e il terzo fornisce i
: _ 1 3

punti Qu = (¥ 77, +7755)-

(b4) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(Py) = g, f(Qy) = —%

Quindi minp f = —g e maxp f =2



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

1.2
——— dady,
//D 2+ y?
dove D = {(x,y) € R?: (z — 1)2 + 92 < 1},

Svolgimento: Posto, per ogni a € (0,1), D* := {(x,y) € R?: (zx —1)2 +¢* < 1,2% +y? > a?},
si ha

x? x? ()
————dxdy = lim / ————dxdy = lim / / 0? cos® ¥ dodV
//D A/ 12 + y2 y a—0+ Da A /12 -+ y2 y a—0+ “
arccos a/2 93 2 cos ¥ 1 arccos a/2
= lim cos® ¥ [g} dd = - lim cos® ¥(8 cos® ¥ — a*) dv
a—=0% J_ arccos a/2 a a=0% J_ arccos a/2
8 w/2 1 arccos a/2
= —/ (1 —sin®9)?*cos¥dd — = lim a3/ cos? ¥ dv)
3 —7/2 a—0F — arccos a/2
8 [ 16 [ 167, 2% #°91 128
=— | A—-tH?dt=— [ (1-22+¢ dt:—[t—— —] =,
3/_1( ) 3 ), +) 3 5 "5l 1

dove in (a) si & posto D%; = {(0,9) € R* : a < ¢ < 2cos¥, ¥ € [—arccos §,arccos §]}.

Figura 1: Grafico per 'esercizio A2



Esercizio A3. [punti 6] Calcolare [, F-iido, dove S @ la semisfera
{(x,y,z) eER 2+ +22=1,2> O},
orientata in modo che il versore normale punti verso 1'origine (0,0, 0), e

ﬁ(x,y, 2)=(y+ 27+ 7— (1+2y)z k.

Svolgimento: Sia D = {(z,y,2) € R®: 2? + y? + 22 < 1,2 > 0}, per cui dD = S U S’ dove
S" = {(x,y,2) e R®: y* + 22 < 1,2 =0}. Una parametrizzazione di S’ ¢ ®(y,z) = (0,v, 2),

=17

(y,2) € A:={(y,2) € R?: y* + 22 < 1}, il cui vettore normale ¢ &, A P, =

S O =y
Ol—‘%l
_ O I

Dal teorema della divergenza si ha / / / div F dxdydz = — / F-vdo— / F -vdo, dove
D 5 '

v ¢ il versore normale interno rispetto a D. Poiché div F' =2y — (1 + 2y) = —1, si ha

/ﬁ~ﬁda:—/// divﬁ—/ F~1/da:V01(D)—//ﬁo®~®yA®zdydz
S D S’ A

2 2 (a) 2 ot 2 2
=7 — (y+2°)dydz = -7 — o0° sin” ¥ od od?
3 A 3 o Jo
5)

2 [94}1/2”1—008219(119 2 T
= — —_— —_— _— = — ——:—7T
37 L1lo ), 2 371 127

dove in (a) si sono usate le simmetrie, e il cambio di coordinate y = gcos ¥, z = gsin 9.

Figura 2: Grafico per 'esercizio A3



Esercizio A4. [punti 6] Data la successione

nr—1
n = ) Ru
f(2) n2x? —4dnx + 5 re

(a) determinare 'insieme di convergenza puntuale e f(z) := lim, . f,(2z),
(b) verificare se f,, converge uniformemente in [1, 2],
(¢) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme.

Svolgimento: Osserviamo che

xz =0,

. 0, x #0,
Fl@) == lim f,(z) = { 1
—
e quindi la successione converge per ogni x € R, ma il suo limite f non e continuo in z = 0,

per cui f,, non converge uniformemente in R. Poiché

n(1 + 2nz — n*z?)
(n?2? — dnx + 5)?

1—v2 1++2

n n}’

>0 < ze|

fulz) =
e lim, 1 fn(x) = 0, otteniamo, per ogni ¢ > 0, che

sup [ fn(2) = f(2)] = max{f,(0), [fa(=0)[} = O,

|z| =6

per cui f, 20 in (—oo, —d] U [0, +00), e in particolare in [1,2].

Figura 3: Grafico per 'esercizio A4



Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

1 -1 0 1
/:A
y=a2 A=[1 3 o], =1
y(0) = yo 1 1 2 1

Svolgimento: Cerchiamo gli autovalori di A:
1-x -1 0
det(A=X)=| 1 3=X 0 [=10-XNB=-N2-N+2-2A=2-N4—-4\+)?) =
1 1 2— A
(2 —X\)? =0, da cui si ottiene la soluzione A\; = 2 (tripla).
Autovettori per \; = 2:

-1 -1 0 U1
O:(A—QI)QTZ 1 1 0 V2 <~ v+ v, =0.
1 1 0 Vs

Poiché ci sono solo 2 autovettori indipendenti [una condizione lineare significa che dim ker(A —
2I) =3 — 1 = 2], occorre cercare gli autovettori generalizzati:

0 00 U1
0=(A-2D*F=[0 0 0] [v]| = V7,
000 U3
e quindi scegliamo U3 = €, e Uy = (A —2[)Uy = —€] + € + €3, e possiamo prendere ¥] = €] — €.
Da yo = 191 + U + c3U3 si ricava
1:y1(0)201—02 =
1:y2(0):—01—|—02+03 < 02:1
1= yg(O) = C2 C3 —

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi:

—

y(t) = 6Aty0 = CleAtﬁl + CgeAtgg + CgeAtﬁg = 6162t271 + 0262t272 + 0362t (I + (A — 2[)t) V3
1 —1 0
= cleztﬁl + (Cg + Cgt)€2t’(72 + 036%173 = 262t —1 —+ (1 + 2t>€2t 1 + 2€2t 1 s
0 1 0

cioe
yi(t) = (1 — 2t)e2t

ya(t) = (1 + 2t)e*
ys(t) = (1+ 2t)e*.



CORsSO DI STUDI IN FisicA — CALcoLO 2 (5/2/2021)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di
log(1 + zy?) 2
—— 4+ —-3 x, 0,0
Py = PR y° (z,y) #(0,0)
0 (z,y) = (0,0).
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nel punto (0, 0).

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

/// (27 + y*)zlog(1 + 2%) drdydz,
D

dove D = {(z,y,2) e R® : 2> + > < 2,0 < z < 2}.
Esercizio A3. [punti 6] Siano 7' il triangolo di vertici (—1,2), (—=1,—1), e (2,—1) e w la
forma differenziale

Yy T
w(z,y) = (log(m +2) — m) dx + (xy + m) dy.

(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in D = {(z,y) € R* : z > —2} \ {(0,0)}.
(b) Calcolare [, w.

Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

o
E ne*™,  x e R,
n=1

(a) determinare il generico insieme di convergenza uniforme,
(b) determinare la somma della serie.

Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali
I _y
{I -z (5)
! x
L

determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la
traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano z(0) =1, y(0) = 1.



CORsSO DI STUDI IN FisicA — CALcoLO 2 (5/2/2021)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di

log(1 + zy*) 2

+x—3 x, 0,0

Py = e y° (z,y) #(0,0)

0 (z,y) = (0,0).
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nel punto (0, 0).

Svolgimento: (a) Il dominio di definizione di f & D := {(z,y) € R? : zy* > —1}. La continuita
di fin D\ {(0,0)} segue da teoremi generali sulle funzioni continue. In (0,0) si ha

log(1 2 211 1
lim M—I—x—iﬁf: lim M = lim p cos ¥ sin® 9 = 0,
(@y)—(0,0) 22+ 3?2 (@y)—(00) X2+ Y2 00

perché o — 0 e | cos¥sin?¥| < 1. Quindi f & continua in D.
(b) Calcoliamo le derivate parziali in D\ {(0,0)}. Si ha

i (22 + y?) — 2z 1og(1 + zy?
212 ) Z g( Ty )

(22 + y2)2
22 (2% + y?) — 2ylog(1 + 27?)
fyl,y) = 22 — 6y.
y\ T (22 + 2)?

Quindi le derivate parziali sono anche continue in D\ {(0,0)}. Calcoliamole in (0,0). Si ha

f(t,0)—f(0,0) .. ¢

fx(o, O) - hm = hm - = 1
t—0 t t—0 ¢t
0,t) — (0,0 —3t2
f4(0,0) = lim 10.9) = /(0.0) = lim = 0.
t—0 t t—=0 ¢

(c) Infine, f e differenziabile in D \ {(0,0)}, perché le derivate parziali sono continue in D \
{(0,0)}. In (0,0) si ha

lo, zy?
. f(z,y) — f:(0,0)x ‘ gx(zlj:ygy )z -3y —u
lim = lim
(@y) =00 (22 +y?)1/? (@,9)—(0,0) (22 + y2)1/2
log(1 + xy?) 3y°

m _
()00 (B2 g2 (a2 + 7)1
2
- xy*(1 4 o(1))
(@y)—00) (22 + y2)3/2
= lim cos ¥ sin? ¥ = 3,
0—0

perché per ¢ = 0 il limite & 0, mentre per ¢ = 7/4, il limite & %. Quindi f non e differenziabile
in (0,0), per cui non esiste il piano tangente al grafico di f in (0, 0).



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

/// (22 + y*)zlog(1 + 2%) drdydz,
D

dove D = {(z,y,2) e R® : 22 + y? < 2,0 < 2 < 2}.
Svolgimento: Posto D(z) := {(z,y) € R? : 2 + y* < z}, 2 € [0,2], si ha

Figura 1: Dominio di integrazione

/// (22 + y*)zlog(l + 2 )dxdydz = / zlog(1 + 22)(/ > dxdy) dz
D(z)

:/ zlog(1 + 2%) (/ / 0% sin ﬁgdgdﬁ) dz
0
2 2T 1 — cos 20 T (2
_ 2 L—cosavrg _r 3 2
—/0 zlog(l—irz)(/o 5 [4}0 dﬁ)dz 4/0 27 log(1+ 27) dz
5 5
CE @mr(la_ pom [l
= 8/1 (t—1)logtdt = 8[<2t t) logt}1 8/1 (215 1) dt

15 1 15 m
=7l __[ 2_]__1 _Z
167r0g5 S 4t t1 167r0g5 1
dove in (a) si sono usate le simmetrie, in (b) il cambiamento di variabili z = pcos¥, y = psin®,
in (c) il cambiamento di variabili 1 + 22 = ¢ = 2zdz = dt, e in (d) l'integrazioni per parti
f(t) =logt, f(t) =+

con
gty =t—1, g(t)=4t> -t



Esercizio A3. [punti 6] Siano 7' il triangolo di vertici (—1,2), (—=1,—1), e (2,—1) e w la
forma differenziale

Yy T
w(z,y) = (log(m +2) — o y2) dx + (xy + m) dy.

(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in D = {(z,y) € R* : z > —2} \ {(0,0)}.
(b) Calcolare [, w.

Svolgimento: Poniamo

—yd d
wl(x>y) :lOg(I+2)dl'+l'ydy, WQ(I,y): %7

e osserviamo che

0 0 log(z +2) =y #0,

—xy — — =

O Y oy g Y

per cui wy non e chiusa in D, e
0 =z 0 —y yr—a® 2ty

- - — = + =0,
Ora?+y* Oya*+y* a*+y* 22+y?

per cui wy e chiusa in D, che non e semplicemente connesso. Poiché

A

(-1.2)

N

(-1,-1) @-1)

\J

Figura 2: Cammino di integrazione

/ w:/ w1+/ Wa,
o+T o+T o+T

applichiamo al primo integrale il teorema di Gauss-Green, e al secondo I'invarianza omotopica,
essendo 07T omotopo al cammino (t) := cost 7+ sint J, t € [0, 27]. Otteniamo

21
/ w—/yda:dy+/wQ / </ ydy)dx+/ (sin®t + cos®t) dt
otT 0

AL B e ek



Esercizio A4. [punti 6] Data la serie

o0
E ne*™  x e R,
n=1

(a) determinare il generico insieme di convergenza uniforme,
(b) determinare la somma della serie.

Svolgimento: E una serie a termini positivi, per cui il criterio della radice fornisce

lim ¥ {Yn=e* <1 < z <.

n—oo
Poiché per z = 0 la serie non converge, la serie data converge puntualmente e assolutamente
per ogni z € (—o0,0).
Per determinare il generico intervallo di convergenza uniforme, usiamo il criterio di Weierstrass,
e calcoliamo, per ogni a < 0,

M, := sup ne>"® = ne3n®.

z<a

Poiché > | M, < oo, la serie converge uniformemente in (—o0,al, Ya < 0.
Per quanto riguarda la somma della serie, osserviamo che

C - d & d 1 Y

n n—1 n
Doyt =y oy =y Y Y =y = 3
n=1 n=1 dy n=0 dy]‘_y (l_y)

e quindi

6396

3nx
E ne’™ = ——————  VYr<0.
3r __ 27
— (e 1)



Esercizio A5. [punti 6] Dato il sistema di equazioni differenziali

A Y
{I T ()

I x
y - $2+y2

determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la
traiettoria di fase e la soluzione di (£) che soddisfano z(0) =1, y(0) = 1.

Svolgimento: [ punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

! Yy _—
{I—W_O =3

y/ = _xQ—ml—gﬂ =0
Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale y'(z) = —i, per cui integrando

si ottiene [ydy = — [xdr < y*> = —2?+ C, ciot i grafici delle funzioni y(z) = £v/C — 22,
C > 0. 1l diagramma di fase e riportato in figura 3.

Figura 3: Diagramma di fase

Per determinare la traiettoria di fase richiesta, imponiamo il passaggio per (xg,v0) = (1, 1),
cioe¢ 1+ 1 = C, ottenendo z? + y* = 2, cio¢ (usando ancora le condizioni iniziali)

y(x) = V2 — 22,

Cerchiamo infine la soluzione di (E) che soddisfa le condizioni iniziali. Deve essere 2’ =

A = V2 =%, x € (—V2,V2), per cui

t4 / dt =2 / B aresin o
c= = = 2arcsin —.
V2 — 12 V2

Dalla condizione iniziale z(0) = 1 segue ¢ = 2 arcsin %, per cui
t 1 t t t 3
z(t) = V2sin (5 +arcsinﬁ> = sin§ +cos§ = /2sin (5 + %), te (— o E).
Quindi

y<t>:m:mos(g+g), te (_31 o).



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLO 2 (15/2/2021)

Esercizio Al. [punti 6] Data I'equazione
g(z,y) =2y +ay* +5(y — 1) =0,

(a) verificare che essa definisce implicitamente y = f(x) nellintorno di (0, 1),
(b) determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 in zy = 0 della funzione f.

Esercizio A2. [punti 6] Sia w la forma differenziale

w(z,y) = ( > + < ) dx + (L + ysin(ﬁyQ)) dy.
T—=2 3?42 3/ 12 4 12

(a) Verificare che w ¢ esatta in D = {(z,y) € R? : x < 2}\{(0,0)}, e determinare una primitiva
[o funzione potenziale] di w.
(b) Calcolare fvw, dove ~(t) = (e' cost, et sint), t € [—2m,0].

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare [, F - iido, dove
S :={(z,y,2) ER a4+ yP+ 22 =4, 2> 1},
orientata nel verso della normale esterna alla sfera, e

F(z,y,2) = =27+ 27+ 32°zk.

Esercizio A4. [punti 6] Sia g l'estensione pari in [—m, 7] della funzione che in [0, 7] vale
1 —2z. Sia f l'estensione 2m-periodica di g.

(a) Tracciare (in piccolo) il grafico di f nellintervallo [—3m, 37].

(b) Determinare i coefficienti di Fourier di f.

(c) Studiare la convergenza della serie di Fourier di f (cioe, se converge, a che cosa converge, e
per quale teorema).

Esercizio A5. [punti 6] Data I'equazione differenziale

u' = (E)

determinare i punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la soluzione di
(E) che soddisfa le condizioni iniziali w(0) = 1, v/(0) = 1.



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLO 2 (15/2/2021)
Esercizio Al. [punti 6] Data I'equazione
glz,y) = 2’y + 2y* + 5(y — 1) = 0,

(a) verificare che essa definisce implicitamente y = f(z) nell'intorno di (0, 1),
(b) determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 in zy = 0 della funzione f.

Svolgimento: Osserviamo che g(0,1) = 0 e g,(z,y) = 2zy + y?, g,(x,y) = 2* + 22y + 5, e
quindi g,(0,1) =1, g,(0,1) =5 # 0. Per il teorema del Dini, g(z,y) = 0 definisce, in un intorno
di (0,1), un’unica funzione y = f(x), che risulta essere di classe C*°. Inoltre, g(z, f(z)) = 0,
per ogni z in un intorno di zy = 0, per cui derivando rispetto ad x si ottiene

e sostituendo = = 0, f(0) = 1, si ottiene

0=1+5f(0) <= f(0)=—

o] =

Osserviamo che

gﬂff(x>y) =2y = gxx(oa 1) =2,
Guy(T,y) = 20 + 2y = gy(0,1) =2,
gyy(:c,y) =2r = gyy(oa 1) = 0.

Derivando () di nuovo, si ottiene

0= gua(, f(2)) + 202y (2, y) f'(2) + gyy (@, f(2)) [ (2)* + gy (, f(2)) f"(2)

e sostituendo z = 0, f(0) =1, f'(0) = —2, si ottiene
4
0=2-— =t 5/"(0) < f"(0) = ——.

Ma allora il polinomio richiesto e



Esercizio A2. [punti 6] Sia w la forma differenziale

w(z,y) = > + < do+ (-2 + ysin(my?) | dy.
’ =2 3?4 y2 /12 4 12

(a) Verificare che w ¢ esatta in D = {(z,y) € R? : x < 2}\{(0,0)}, e determinare una primitiva
[o funzione potenziale] di w.
(b) Calcolare f,yw, dove ~(t) = (' cost, et sint), t € [—2m,0].

Svolgimento: Poiché

(‘9( 5 L ): . —2ry 0 ( Yy +ysin(7ry2)>,

8_y T — 2 w3/x2—|—y2 1’2—|—y2)4/3 % 3/x2_|_y2

w € chiusa in D, che non e semplicemente connesso. Per verificare se w e esatta in D, cerchiamo,

allora, una funzione potenziale. Si ha g—g = % + v%, cioe
- ety

xT

1 [d(2®+1?)

U0) = [ (725 5mems) e et = sloaC =45 [T ety

3
= 5log(2 — x) + E(xQ + 99?2 + o(y),

e deve essere
Yy . 2 aU Yy /
———tysi(7Y’) = i = —/—— + ¢ (Y),
Va2 4y ) Oy Y +y? W)

per cui ¢'(y) = ysin(ry?), cioe ¢(y) = [ysin(ry?) dy = —5= cos(my?) + C, e possiamo scegliere

C = 0. Quindi

3 1
Ulx,y) = Z(a:2 + 42?3 4 51og(2 — z) — o cos(my?),

e w e esatta. Allora,

/w =U(1,0) = U(e™*",0) = 2(1 — e 83 —5log(2 — e ?").

v



Esercizio A3. [punti 6] Calcolare [, F - iido, dove
S :={(z,y,2) ER? a4+ yP+ 22 =4, 2> 1},
orientata nel verso della normale esterna alla sfera, e

F(z,y,2) = =27+ 27+ 32 zk.

Svolgimento: Sia D = {(z,y,2) € R®: 2> + y*> + 22 <4,z > 1}, per cui 9D = S U S, dove

Figura 1: Grafico della superficie orientata S

S" = {(z,y,2) € R?: 2* + y> < 3,2 = 1}. Una parametrizzazione di S’ ¢ ®(z,y) = (z,y,1),
T7oR

(z,y) € A :={(z,y) € R*: 22 + y* < 3}, il cui vettore normale ¢ &, AP, =|1 0 0| =k
010

Dal teorema della divergenza si ha / / / div F dxdydz = /
D 5

e il versore normale esterno rispetto a D. Poiché div F=—3224322= 0, si ha

/ﬁ-ﬁda:///divﬁ—/ ﬁ-ﬁda://ﬁo(b-(bx/\éyda:dy
s D / A
@ [ [V
:// 3x2dxdy:/ / 30? cos® ¥ ododd
A o Jo

30M1V3 [*™ 1+ cos 20 27
= [—} ———d¥ = —m,
4 0 2 4

ﬁ~17d0+/ ﬁ-ﬁda, dove

0

dove in (a) si € usato il cambio di coordinate x = pcosv, y = psin .



Esercizio A4. [punti 6] Sia g l'estensione pari in [—m, 7] della funzione che in [0, 7] vale
1 —2z. Sia f l'estensione 2m-periodica di g.

(a) Tracciare (in piccolo) il grafico di f nellintervallo [—3m, 37].

(b) Determinare i coefficienti di Fourier di f.

(c) Studiare la convergenza della serie di Fourier di f (cioe, se converge, a che cosa converge, e
per quale teorema).

Svolgimento: Poiché f e pari, i coefficienti di Fourier b5 sono nulli. Per quanto riguarda il

A

/NN

Figura 2: Grafico della funzione f

AN

coefficiente ag:
1 (7 2 [T 2 [T 2 ™
ao:_/ f(x)dx:—/ f(x)dx:—/ (1—2x)dx:—[x—x2}0:2(1—7T),
T™J_x ™ Jo 0

e per k > 1 si ottiene:

ak:l f(x)cosk:xdx:g/ f(x)cosk:xdx:g/ (1 —2z) cos kx dx
TJ . T Jo T Jo
2 sinkzy™ 4 [Tsinkx 4r—coskzxqm
=—|(1-2 — = | —
71'[( z) k ]0 7r/0 k de 7T|: k2 }0

4 8 k=92n-—-1
= — (1 —coskn) = { @n-1)?m’ ’
k:%r( ) {o, k= 2n.

Poiché, per ogni x € R, f & continua e soddisfa tutte le ipotesi del teorema di Dirichlet,
concludiamo che la serie di Fourier di f converge a f(z), cioe

- 8w 1
f($):1—7T+;C%COS]€$:1—W+%;WC08(2R—1)$.



Esercizio A5. [punti 6] Data I'equazione differenziale

" (u,)Q —u’
- - E
=" (E)
determinare i punti di equilibrio, e tracciare il diagramma di fase. Determinare la soluzione di
(E) che soddisfa le condizioni iniziali u(0) = 1, «/(0) = 1.

— yi=a?
2z 0

Svolgimento: [’equazione differenziale e della forma v” = f(u,u’), con f(x,y)
V(z,y) € R? z # 0. I punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

u' =0 PN y=20 — 3
v = f(u,u’) =0 f(z,0)=0 '

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale

oy f@y(@)  y(@)® —a? oy Y(@)?
y'(x) = o . 2y(a)y'(z) = == —=.
Introducendo la variabile v(z) := y(z)?, I'equazione diventa
() = 2o/ () = L8 o

che & un’equazione lineare. La soluzione dell’equazione omogenea associata e log |v(x)| =
fdv—” = fdf = log|z| + & <= wom(x) = Cz. Una soluzione particolare dell’equazione
lineare si ottiene con il metodo di variazione delle costanti, ponendo v,(z) = C(z)x, per cui
C'(z)r + C(z) = C(x) —x < C'(x) = —1, e integrando si ottiene C(z) = —z = y(z)? =
Vgen () = Vom () + vp(2) = Co — 2% = y?+a>=Cr <= (x-S +y? =< cioe le
famiglie di grafici y(z) = £/ Cz — 22, C € R\ {0}. Per C > 0, domyc = [0,C]; per C < 0,
domyc = [—C,0]. Il diagramma di fase e riportato in figura 3, per C' € {—4,—-3,...,4}.

A

4
S8 -

7\

Figura 3: Diagramma di fase

Per determinare la soluzione del problema di Cauchy proposto, imponiamo la condizione iniziale
y(1) = 1, ottenendo C = 2, per cui (una porzione del)la traiettoria di fase cercata ¢

y(x) = V2x — 22, Vx € (0,2).

Ricordando che (z,y) = (u,u’), si ottiene 'equazione differenziale v’ = +/2u — u?, che ha
soluzione t + ¢ = [ \/ﬁ = arcsin(u — 1) <= u =1 +sin(t + ¢). Usando la condizione

iniziale, si ha 0 = ¢, per cui

u(t) =1+sint, te(—ﬁ E).



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (8/6/2021)

Esercizio A1l. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di
r?log(x? + y?) + 23y +2y  (z,y) # (0,0
roy = [ hona £ 2) (2.9) # (0,0
0 (z,y) = (0,0).
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nei punti (0,0) e (1,0).

Esercizio A2. [punti 6] Calcolare il seguente integrale

4y 2x ded
b @y Y <x2 +y2> e

dove D = {(z,y) e R?: 1 < a®> +y? <4,z <y <0}

Esercizio A3. [punti 6] Sia data la forma differenziale
w(z,y) = (sin(2z) + %) da + (cosy + 2ze®) dy.

(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in R?.
(b) Calcolare [ w, dove y(t) = 2e7'+ (t +2)]; t € [0,1].

Esercizio A4. [punti 6] Data la serie
= (1=2) 2
;<T+x_> r € R\ {0},

(a) determinare 'insieme di convergenza puntuale,
(b) determinare la somma della serie.

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

2 0 1 1
/:A
= A=(0 2 —1), =1
y(0) = yo 00 2 1



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (8/6/2021)

Esercizio A1. [punti 6] Studiare continuita, esistenza delle derivate parziali e differenziabilita
di

r?log(x? + y?) + 23y +2y  (z,y) # (0,0

rioy = [ honta £ 2) (.9) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0).
Determinare 'eventuale equazione del piano tangente al grafico nei punti (0,0) e (1,0).
Svolgimento: (a) La continuita di f in R?\ {(0,0)} segue da teoremi generali sulle funzioni

continue. In (0,0) si ha

lim  2?log(z® +v*) + 2%y +2y = lim 2%log(2? + y?) = lim o* log ¢ cos® ¥ = 0,
(z,y)—(0,0) (z,)—(0,0) 0—0

perché o?log 0> — 0 e | cos® | < 1. Quindi f & continua in R2
(b) Calcoliamo le derivate parziali in R? \ {(0,0)}. Si ha

3

fo(z,y) = 22 log(z® + y*) + PN + 327y
2%y 3
fy(@,y) = ) + 7 + 2.

Quindi le derivate parziali sono anche continue in R?\ {(0,0)}. Calcoliamole in (0,0). Si ha

f(t,O) B f(OvO)

1 R E 2 o
f2(0,0) = lim ; = lim¢log(t") = 0
— 2
f4(0,0) = lim f0.6) = F(0,0) = lim 2 2.
t—0 t =0 §

(c) Infine, f ¢ differenziabile in R? \ {(0,0)}, perché le derivate parziali sono continue in R? \
{(0,0)}. In (0,0) si ha

iA@Y = £0.0y o aflog(@® +y?) +aty +2y — 2y
(@y)—=00) (224 y?)1/2 (z4)—~(0,0) (22 + y?2)1/2
22 log(z? + y?) 3y
)00 (@222 (22 + )P
= lim glog(o?) cos® ¥ = 0,
0—0

perché plog(o?) — 0 e | cos? 9| < 1. Quindi f ¢ differenziabile in R?.

(d) Il piano tangente al grafico di f in (0, 0) ha equazione z = f(0,0)+ f,(0,0)x+ f,(0,0)y = 2y.
Mentre quello in (1,0) ha equazione z = f(1,0) + f,(1,0)(x — 1) + f,(1,0)y = 2(z — 1) + 3y =
2z + 3y — 2.

Esercizio A2. [punti 6] Calcolare il seguente integrale

// 4y ( 2x ) dd
ex x
b (22 + y2)5/2 p 22 + 12 Y

dove D = {(z,y) e R*: 1 < a?+y* < 4,2 <y <0}




Svolgimento: Si ha

4y 2x @// 4 sin ¢ 2 cos v
/] e (g ) ety = [ = ew (55 eded
5m/4 )
/ sin 9 exp ( 00“9) dz?) do
w 0
—V2/e0 2 9 —V2/0
(/ ezdz) do = —/ —2[62} do
—2/0 1 0 —2/e

dove si & usato: in (a) il cambiamento di variabili z = pcosd, y = psind, e Dy = {(0,9) €
R?:p € [1,2],9 € [r,2]}; in (b) il cambiamento di variabili z = @ = dz = —% dd; in

(c) il cambiamento di variabili t = - = dt = % dp.
© o

Esercizio A3. [punti 6] Sia data la forma differenziale
w(z,y) = (sin(2z) + ) da + (cosy + 2ze®) dy.

(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in R
(b) Calcolare f,yw, dove y(t) = 2e'v'+ (t +2)7, t € [0,1].

Svolgimento: Poiché %(sin(Q:c) + ezy) = 2e% = %(cosy + 2xe2y), ne segue che w e chiusa
in D = R?, che & convesso, e quindi semplicemente connesso. Quindi w & esatta in D, per cui
I'integrale proposto non dipende dal cammino, ma solo dagli estremi. Allora usiamo v := v;U~s,

dove v, (t) = 2ti'+ 27, t € [1, €], 1a(t) = 2eV’+ 1], t € [2, 3], ottenendo

e 3
/w = /w = / (sin(4t) + 64) 2dt + / (cost + 4el+2t) dt
¥ ¥ 1 2

e

— 4t 3 1
=2 [%() + 644 + [sint + 261+2t] = 5(COS4 — cosde) +sin3 —sin 2 + 2€7 — 2¢*.
1 2
Esercizio A4. [punti 6] Data la serie
(1=2>)" 2 )
4+ —, € R\ {0},
; ( n! + " o \ {0}

(a) determinare 'insieme di convergenza puntuale,
(b) determinare la somma della serie.

Svolgimento: La serie proposta si puo considerare come somma di due serie, che studiamo
separatamente.

Per quanto riguarda la prima serie, posto y = ¢(z) := 1 — 27, essa diventa > > %, che € una
serie di potenze, con raggio di convergenza +oo, per cui la serie converge puntualmente per
ogni y € R, e quindi per ogni z € R.



Per quanto riguarda la seconda serie, posto y = ¢(z) = %, essa diventa Y 2, 2y", che ¢ una

serie di potenze, con raggio di convergenza 1, per cui la serie converge puntualmente per ogni
y € (—1,1), e quindi per ogni = € (—oo, —1) U (1, 400).

Allora la serie data converge puntualmente per ogni 2 € (—oo, —1) U (1, 4+00).

Infine, poiché S°°° & =¢¥ —1, e > 20 2y" =2(:= — 1) = 2 siha

n=1 1—y 1—y’

. (1=a22" 2 2 -3
2:(#_%_):61—;02_1_‘_ _ 273
vt n! " r—1 z—1

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

2 0 1 1
/:A
g A=10 2 —1], =1
y(0) = yo 00 2 1

Svolgimento: Cerchiamo gli autovalori di A:
2—X 0 1
det(A—X) =] 0 2—-X —1]=(2-X)? =0, da cui si ottiene la soluzione \; = 2
0 0 2-2A

(tripla).
Autovettori per \; = 2:
00 1 (%]
O:(A—Qf)ﬁ: 00 -1 V2 <— v3 =0.
00 O U3

Poiché ci sono solo 2 autovettori indipendenti, occorre cercare gli autovettori generalizzati:

00 0\ [u
0=(A-202G=10 0 0 [wn] <= V7,
000/ \uvs

e quindi U3 = €3, e Uh = (A — 2I)Uy = &) — €5, e possiamo prendere vy = €].
Da yg = 191 + coUy + c3U3 si ricava

1:y1(0)201—|—02 01:2
1= yQ(O) = —C9 <~ Cy = —1
1= yg(O) = C3 C3 = 1.

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi:

—

y(t) = eAtyO = Cl6At271 + 026At272 + 036At273 = 6162t171 + 0262t172 + 0362t ([ + (A — QI)t)’Ug

1 1 0
= 01€2t171 + (CQ + Cgt)€2t172 -+ Cg€2t’(73 = 262t 0] + (t — 1)€2t -1 —+ €2t 0 s
0 0 1
cioe
y(t) = (14 t)e*
ya(t) = (1 —t)e”
ys(t) = e*.



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLo 2 (12/7/2021)

Esercizio Al. [punti 6] Data I'equazione
g(z,y) =2" —ba’y +y’ -8 =0,

(a) verificare che essa definisce implicitamente y = f(x) nellintorno di (0, 2),
(b) determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 in zy = 0 della funzione f,

(¢) calcolare lim,_, L (2)2_2.
Esercizio A2. [punti 6] Sia data la forma differenziale

w(z,y) = (5 sin(rz) + log %) dx + (—5 cos(my) + §> dy.
(a) Dire se w & chiusa e/o esatta in D = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0}.
(b) Caleolare [ w, dove y(t) = (t +2)7'+ (t* +2)7, t € [0,1].
Esercizio A3. [punti 6] Calcolare [ F-iido, dove S @ la superficie laterale del cilindro
T:={(z,y,2) ER*: 2+ 22 <1,-1<y <0},
orientata nel verso della normale entrante, e

ﬁ(x, y,2) = (2* — 227+ 22y + 3y2?) 7+ nyE.

Esercizio A4. [punti 6] Data la funzione

1, |z|<m/2,
9(x) =42, |2|=m/2
4, w2 <|z|<m,

sia f il suo prolungamento 2m-periodico.

(a) Tracciare (in piccolo) il grafico di f,

(b) determinare i coefficienti di Fourier di f,

(c) studiare la convergenza della serie di Fourier di f (cioe, se converge, a che cosa converge, e
per quale teorema).

Esercizio A5. [punti 6] Determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma
di fase per la seguente equazione differenziale

Determinare, inoltre, la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali «(0) = 1, u/(0) = 1.



CoORsoO DI STUDI IN Fisica — CALcoLo 2 (12/7/2021)
Esercizio Al. [punti 6] Data I'equazione
g(z,y) =a® =52’y +y° —8 =0,
(a) verificare che essa definisce implicitamente y = f(x) nell’intorno di (0, 2),

(b) determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 in zy = 0 della funzione f,
f(z)—2

2

(¢) calcolare lim,_,¢

Svolgimento: Osserviamo che ¢(0,2) = 0 e g,(z,y) = 32* — 102y, g,(z,y) = —Hx* + 3y?,
e quindi ¢,(0,2) = 0, g,(0,2) = 12 # 0. Per il teorema del Dini, g(x,y) = 0 definisce, in
un intorno di (0,2), un’unica funzione y = f(x), che risulta essere di classe C'°. Inoltre,
g(z, f(z)) =0, per ogni z in un intorno di zq = 0, per cui derivando rispetto ad z si ottiene

0= go(, f(2)) + gy(2, f(2)) f'(z) (*)
e sostituendo z = 0, f(0) = 2, si ottiene
0=12f(0) < f(0)=0.
Osserviamo che

gmﬁ(x?ey) = 6z — 10y - gmm((]; 2) = —207
Guy(z,y) = =100 = ¢,,(0,2) =0,
Gyy(x,y) = 6y = g,,(0,2) = 12.

Derivando () di nuovo, si ottiene
0= gua(®, £(2)) + 200y (2, 9) f' (%) + gy (2, f(2)) ['(2)* + gy (2, f () f"(2)
e sostituendo x = 0, f(0) =2, f'(0) = 0, si ottiene

0= —20 + 12f"(0) < "(0) = g

Ma allora il polinomio richiesto e

Infine, il limite ¢



Esercizio A2. [punti 6] Sia data la forma differenziale
. Yy xz
w(z,y) = (5 sin(mz) + log —) dx + (—5 cos(my) + —) dy.
x y
(a) Dire se w ¢ chiusa e/o esatta in D = {(z,y) € R*: 2 > 0,y > 0}.
(b) Calcolare fvw, dove y(t) = (t+2)i+ (£*+2)7, t€[0,1].
Svolgimento: Poiché

0

%(5 sin(mx) + log %) = 5 = %( — 5cos(my) + 9’

ne segue che w & chiusa in D = {(x,y) € R? : z,y > 0}, che & convesso, e quindi semplicemente
connesso. Quindi w e esatta in D, per cui 'integrale proposto non dipende dal cammino, ma
solo dagli estremi. Allora usiamo

() =T+ 17, te[2,3],

e otteniamo

/w = /~w = /3 (5sin(rt) — 5cos(mt) + 1) dt = |:—5COS(7TT,) _ Ssin(mt) +1 - 1+ E

™ ™ 2 ™

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare |, p F. ndo, dove S e la superficie laterale del cilindro
T := {(m,y,z) eR3 2?2 +22<1,—1 SySO},
orientata nel verso della normale entrante, e

F(z,y,2) = (2% — 22)7'+ (2zy + 3y22)]+ 22yk.

Svolgimento: Usando la definizione. Una parametrizzazione di S & (¢, y) = (cos ¥, y, sin9),
(¥,y) € A:=[0,27] x [—1,0], il cui vettore normale &

—

v 7k .
Py AN D, =|—sin?d 0 cost| = —cosV— sindk,
0 1 0

che ¢ entrante in 7. Allora, si ha

/ﬁ~ﬁda:/ﬁo®~®ﬁA®ydﬁdy:// (—cosﬂ(cos?’ﬁ—COSQﬁ)—ycosQﬁsinﬁ)dﬁdy
S A A
0

— 3 dy/:ﬂ ((l—sinzﬁ)cosﬁ— (%>2>dﬁ+/

0

2
ydy/ cos? 1 d(cos )
0

sin® 19} 2 1

1
:[sinﬁ— 51, —1/2ﬂ(1+2608219+cos2219)d19—|—[y;rl[
0 _

1 (71 4
:_z__/ l1tcosdd ., 31
0

cos? 19} 27

3 0

2 4 2 4



Usando il teorema della divergenza. Si ha
OT =SUSqUS_4,
dove Sy = {(z,0,2) € R? : 2% + 22 < 1}, £ € {—1,0}. Una parametrizzazione di S, &
OO (z,2) = (2,0, 2), (r,2) € A:={(z,2) eR?: 2 + 22 <1},

il cui vettore normale e

Tk
O ADdY =11 0 0|=—j.
001
Dal teorema della divergenza si ha
A
- \\X

Figura 1: Superfici S (a sinistra), Sy, S—1 (a destra) orientate dalla normale esterna a T’

///divﬁdxdydz:/ﬁ-ﬁeda+/ ﬁ-ﬁeda+/ F -7, do,
T S So S_1

dove 7, ¢ il versore normale esterno rispetto a 1. Poiché div F' = 322 + 322, si ha

/ﬁ~ﬁda —/ﬁ~ﬁedo—:—///divﬁ+/ﬁ~ﬁeda+/ F-i.do
S T So S_1

s
0

@ —3/ dy // (z° + 2%) daxdz — // Fod® .30 Ad0 qzd:
-1 A A

+ // Fod ). oD AdtY dudz
A

® -3 // (2% + 2%) dwdz — // (2zy + 3yz2)|y=—1 dxdz
A A

2 1 2w 1
© —3/ / 0 ododd + / / (20cos ¥ + 30” sin® V) ododd)

4

o'! o'l [*™ 1 — cos 20 3
Ry
32m 4 0+3 4 1o J, 2 4"

dove si & usato in (a) il fatto che I'orientazione indotta dalla parametrizzazione ®© & interna
a T, mentre quella indotta da ®(—Y & esterna, in () il fatto che F o ®©) . o0 A 0 =
(2zy + 3yz?)|y=0 = 0, e in (c) il cambio di coordinate z = g cos¥, y = gsind.



Esercizio A4. [punti 6] Data la funzione

1, |z| <7w/2,
g(x) =42, |2|=m/2
4, w/2 <|z|<m,
sia f il suo prolungamento 2m-periodico.
(a) Tracciare (in piccolo) il grafico di f,
(b) determinare i coefficienti di Fourier di f,

(c) studiare la convergenza della serie di Fourier di f (cioe, se converge, a che cosa converge, e
per quale teorema).

Svolgimento: Poiché f e pari, i coefficienti di Fourier b, sono nulli. Per quanto riguarda il

coefficiente ag:
1 ™ 2 0 2 w/2 2 T
—— [ s =2 [g@ae=2 [ a2 [ ade=s,
T ), T Jo T Jo T Jrs2

e per k > 1 si ottiene:
1 [ 2 [T
ak:—/ f(x)coskxdx:—/ f(z) cos kx dx
TJ x T Jo

2 7T/2 2 ™
:—/ COSle’d!L’+—/ 4 cos kx dx
0 m

™

/2
LR e () e ()
()= {

Poiché, per ogni # € R\ {(2k —1)5 : k € Z}, f ¢ continua e soddisfa tutte le ipotesi del

A

Figura 2: Grafico di f

teorema di Dirichlet, concludiamo che la serie di Fourier di f converge a f(z), cioe

a 56«

flz) = §+;akcoslm: 3 ;g
5 _ f@)+f(0)
> :

Se x = (2k — 1)5, k € Z, la serie di Fourier di f converge a 3

n

COS (2n —1)z.



Esercizio A5. [punti 6] Determinare gli eventuali punti di equilibrio, e tracciare il diagramma
di fase per la seguente equazione differenziale

Determinare, inoltre, la soluzione che soddisfa le condizioni iniziali «(0) = 1, «/(0) = 1.

y—y?

x Y

Svolgimento: L’equazione differenziale e della forma v’ = f(u,u’), con f(z,y) =
V(z,y) € R?, x # 0. I punti di equilibrio nel piano delle fasi sono soluzioni del sistema

v=0 = Ju=y — y=0
u’ = f(u,u’) =0 f(z,0)=0 y=u

Le traiettorie di fase sono soluzioni dell’equazione differenziale y(z)y'(x) = f(x,y(z)) = %
Integrando si ottiene log |y — 1| = —log|z| +¢ < y =< +1, C € R. 1l diagramma di fase &
riportato in figura 3, per C' € {—4,—3,...,4}.

= .

>

?\-\//7;;

Figura 3: Diagramma di fase

Per determinare la soluzione del problema di Cauchy proposto, imponiamo la condizione iniziale
y(1) =1, ottenendo C' = 0, per cui y(x) = 1, x # 0. Ricordando che (z,y) = (u,u’), si ottiene
I'equazione differenziale u’ = 1, e bisogna risolvere il problema di Cauchy

La soluzione ¢ u = t + ¢, e imponendo la condizione iniziale si ha ¢ = 1, per cui u(t) =t + 1,
t>—1.



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (6/9/2021)

Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione

f(x,y) =2y + 2y® — ay

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) e R?: 2 +y < 2,2 > 0,y > 0}.

Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

//D (%y + 2(z — y)?) dady,

dove D = {(z,y) e R?: 2 + > < 1,2 +y < 0}.

Esercizio A3. [punti 6] Calcolare |, g F.i do, dove S e la superficie laterale del paraboloide
T := {(m,y,z) €R3:3§z§4—x2—y2},

orientata nel verso della normale esterna, e

ﬁ(x, y,2) = —a° 7+ 2yT+ 322 2k.

Esercizio A4. [punti 6] Data la successione
fu(z) = (202 — Tnx + 5)e™™, 1z €R,

(a) tracciare un grafico qualitativo di f,,, per un generico valore di n,

(b) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(z) := lim, ., fn.(z),
(¢) verificare se f,, converge uniformemente in [1, 2],

(d) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme.

Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

1 -1 -1 1
/:A
g=a A=[1 3 1], %=1
y(0) =yo 0o 0 2 1



CORSO DI STUDI IN FisicA — CALCOLO 2 (6/9/2021)
Esercizio Al. [punti 6] Data la seguente funzione

flz,y) = 2%y + ay® — xy

(a) determinarne i punti stazionari e la loro natura,
(b) determinare massimo e minimo di f in D = {(z,y) e R?: 2 +y < 2,2 > 0,y > 0}.

Svolgimento: (a) I punti stazionari sono soluzioni di

folz,y)=a?+2zy —z=x(x+2y—1)=0

y=20 y=20 20+y—-1=0 20 +y—1=0
<~

{sz \/{x—l-Qy—l:O \/{x:O \/{x+2y—120

che forniscono i punti P, = (0,0), P, = (1,0), P5 = (0,1), P, = (5, 3).

{fx(x,y)=2:cy+y2—y=y(2x+y—1) =0

Poiché H,(z,y) = (Qx +22yy i 2 +22xy 1) i ha
(al) Hs(0,0) = <_01 _01) — det H;(0,0) = —1 < 0, e (0,0) & di sella,

(a2) Hy(1,0) = (2 ;) — det Hy(1,0) = —1 < 0, e (1,0) & di sella,
2 1

10
2

) 135 = (1

(b) Poiché D ¢ chiuso e limitato e f & continua su D, il teorema di Weierstrass ci assicura che
f ha massimo e minimo su D. Come conseguenza del teorema di Fermat, cerchiamo i punti di
massimo e minimo in tre insiemi:

(b1) tra i punti stazionari interni a D. In questo caso, Py € D°.

(b2) tra i punti interni a D in cui non esiste almeno una delle derivate parziali prime di f. In
questo caso non ci sono.

(b3) tra i punti di frontiera di D. Determiniamo, allora, i punti di massimo e minimo di f|sp.
Poiché FD consiste di tre segmenti di retta, parametrizziamoli separamente.

La retta x +y — 2 = 0 interseca gli assi nei punti P; = (2,0) e Ps = (0,2). Sul segmento Py Ps,
f(z,0) = 0. Sul segmento P, Fg, f(0,y) = 0. Sul segmento P5Fs, si ha h(z) == f(z,2 —x) =
20—, x € [0,2]. Poiché I/(x) =2—2x =0 <= =z = 1, viene individuato il punto P, =(1,1).
(b4) Calcolando il valore di f su tutti i punti trovati, otteniamo f(P) = —, f(Pr) = 1.
Quindi minp f = e maxp f = 1.

(a3) Hf(0,1) = ) = det H¢(0,1) = -1 < 0, e (0,1) e di sella,

— det Hy(5,35) =35 >0eTrHy(5,5) =3 >0, ¢ (3, 3) & di minimo.

IO | =
\—/

1
o7



Esercizio A2.  [punti 6] Calcolare il seguente integrale

//D (%y + 2(z — y)?) dady,

dove D = {(z,y) e R? : 2> + > < 1,z +y < 0}.

Svolgimento: Si ha

\J

O

Figura 1: Dominio di integrazione

// (x2y +2(x — y)z) dzdy © // (93 cos? ¥ sin 1) + 20%(cos ) — sin 19)2) odod
D Dy

=— [Q—5] 1 /77T/4 cos® ¥ d(cos V) + 2 [Q—4] 1 /77r/4(1 — sin 29) dv
510 J3r/a 410 J3r/a
3,9 7n w
=35 Ll COZMLZ
= 115(cos (3m/4) — cos®(Tm/4)) + (cos(77r/2) — cos(37/2))
Tt
2 15V2°

dove in (a) si ¢ usato il cambiamento di variabili z = gcosd, y = gsind, e D,y = {(0,9) € R? :
0€0,1],9 € [3, ]}



Esercizio A3. [punti 6] Calcolare |, g F-i do, dove S e la superficie laterale del paraboloide
T :={(z,y,2) €R3:3§z§4—$2—y2},
orientata nel verso della normale esterna, e

13(3:, y,2) = =37+ 2T+ 3222k,

Svolgimento: Osserviamo che 9T = S U S, dove S' = {(z,y,2) e R3: 2?2 + 9> <1,z = 3}.

Figura 2: Superficie

(z,9,3), (z,y) € A:=={(z,y) e R? : 2? +y> < 1}, il

Dal teorema della divergenza si ha /// div F'dzdydz = /F -vdo + / F-vdo, dove v
D !

s
¢ il versore normale esterno rispetto a 7. Poiché div F' = —32% 4+ 2 + 322 = 2, si ha

/ﬁ-ﬁd :///divﬁ /F Vdng/// dxdydz+//ﬁoq>-q>ym>zdydz
S ’ T A
4—g2—y?
—2// </ )dxdy+//9x2dxdy
(a) 21
= / / 1—0° ngdi?+9/ /gcos ¥ ododV)

0> o' o* 2T 1 + cos 20 97 13
el o] [ e 2
MR R Py YA 2 STt AT

dove in (a) si e usato il cambio di coordinate x = pcos¥, y = psind.



Esercizio A4. [punti 6] Data la successione
fu(z) := (2022 — Tnz 4+ 5)e™™, 1z €R,

(a) tracciare un grafico qualitativo di f,,, per un generico valore di n,

(b) determinare l'insieme di convergenza puntuale e f(x) := lim,_, fn(z),
(c) verificare se f,, converge uniformemente in [1, 2],

(d) determinare il generico intervallo di convergenza uniforme.

Svolgimento: Osserviamo che

+o0, x <0,
f(z):= 1i_>m folz) = ¢ 5, x =0,
0, x>0,

e quindi la successione converge per ogni x € [0,+00), ma il suo limite f non & continuo in
x =0, per cui f, non converge uniformemente in [0, +00). Poiché

A

Y

3 4
n

Figura 3: Grafico di f,

n

3 4
fi(x) = —n(2n*2* — 1lnz +12)e ™ >0 <= x € [%, E]’

e lim,_, 1o fn(z) = 0, otteniamo, per ogni 0 > 0, che sup,~ |fu(z) — f(z)| = fu(6) — 0, per cui
fn20in [6, +00), e in particolare in [1,2].



Esercizio A5. [punti 6] Risolvere il problema di Cauchy

1 -1 —1 1
/:A
v=a A=[1 3 1], 9w=|1
y(0) =yo 0o 0 2 1

Svolgimento: Cerchiamo gli autovalori di A:

1-x -1 -1
det(A—M)=| 1 3-XA 1 |=(1-NEB-A)2-\)+2-2)
0 0 2-2A

=2-MN4 -4+ =(2-1)?*=0,

da cui si ottiene la soluzione \; = 2 (tripla).
Autovettori per \; = 2:

-1 -1 -1 (1
O:(A—2])17: 1 1 1 V2 < v + vy +v3 =0.
0 0 O U3

Poiché si sono solo 2 autovettori indipendenti, occorre cercare gli autovettori generalizzati:

000 vy
0=A-2D*F=[0 0 0] [v]| <= V7,
000 U3
e quindi possiamo scegliere U3 = €3, e Uh = (A — 2[)U3 = —€| + €, e possiamo prendere
’(71 - 51 - 53.
Da yg = 101 + coUy + c3U3 si ricava
1:y1<0>201—02 01:2
1:y2(0)202 <~ =1
1= yg(O) = —cC1 +¢3 C3 = 3.

La soluzione del problema di Cauchy e quindi:

y(t) = €Aty0 = cleAtﬁl + CgeAtUQ + CgeAtﬁg = 01€2t’(71 + 0262t’(72 + 03€2t (I + (A — Qf)t) 173
1 —1 0
= c1e®T) + (e + cst)e® Ty + cze® iy =26 | 0 | +(1+3t)e* [ 1 | +3e* (0],
-1 0 1

cioe



