ARC 2020/21. Esercizi 5. Singolarita isolate, sviluppi di Laurent, teorema dei residui e calcolo di
integrali.

1. Sia f : C — C una funzione olomorfa.
(a) Verificare che se f che ha uno zero di ordine k in z = 0, allora 1/f ha un polo di ordine %k
in z=0.
(b) Sia z = 0 una singolarita (rimovibile, essenziale, polo) di f. Determinare il corrispondente
tipo di singolaria di 1/f.

2. Determinare e classificare le singolarita delle seguenti funzioni:

s 1
1 oo n.n 1/2,—1/2> sin > sin z 1
tanz, > ne2 22", ze /2e=1/ , T i, 53 — COSZ.

3. Sia f(z) = ZQZ—_QH Determinare la serie di Laurent di f intorno a z = .

4. Sia f una funzione olomorfa su A(0,7) \ {0}, 0 < r < +o00. Supponiamo che z = 0 sia un
polo di ordine k. Allora lo sviluppo di Laurent di f in z = 0 & dato da

F(2) = Sasp@nz™  an = 5ipg™H(0),  dove g(z) = 2 (2).

5. Sia f(z) = (E=rEEER
(i) Mostrare che z = ¢ ¢ un polo di f di ordine 3.
(ii) Calcolare i coefficienti della parte singolare della serie di Laurent di f centrata in z = i.
(iii) Mostrare che z = —2 ¢ un polo di f di ordine 2.
(iv) Calcolare i coefficienti della parte singolare della serie Laurent di f centrata in z = —2.

6. Siano vo(0) = €%, per 6 € [0,27], e v1(0) = 3¢, per 6 € [0, 27]. Calcolare
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7. Mostrare che la funzione definita da )
su () = e per 0 € [0,2n].

¢ olomorfa su C\ {0}. Calcolare il suo integrale

8. Calcolare gli integrali

suy(0) = e, per 6 € [0,67] e su~y(d) =e, per 0 € 0,27

9. Calcolare i seguenti integrali:

I . ]
/7(,2—1)(2—2@')‘1 {7(6) = 5¢, 0 € [0, 2a]},



/ i {7(0) =€, 6 €04n]},

sin z

z
/ ﬁdz ~ = triangolo di vertici —3,1 4 ¢, percorso in senso orario.
5 2(2 z

10. Calcolare i seguenti integrali col metodo dei residui:

2m +oo +o0o
0 1 1
/ 7o, / _dz, / ~da.
0o 2—cosf 0 14+ 0 1+
12. Calcolare i seguenti integrali reali col metodo dei residui:
/+°° cosz dx /+°°y:sinm
— Sdr.
0 x + 4 0 1 + X



