ARC 2020/21. Esercizi 2. Integrali complessi.

1. Calcolare

/(2 + 2%2)dz,
N

dove 7, parametrizzata da {re?®, § € [0,27]}, & la circonferenza di centro 0 e raggio r > 0,
percorsa una volta, in senso antiorario.

2. Calcolare

1
/(524 — 23 4+ 2)dz, / coszdz, / e*dz, / Tdz
¥ ¥ %l vET 3

dove v ¢ la circonferenza di centro 0 e raggio 1, oppure « ¢ il quadrato di vertici 0,1,1 + ¢, 4,
oppure 7 ¢ il segmento di estremi 0,1 + 4.

sin® 2
—dz,
[/ (z —10)3

per () = e, con 6 € [0,27], e per y(#) = 22¢'?, sempre con 6 € [0, 27].

3. Calcolare

4. Ricalcolare

dove 7 & una circonferenza di raggio r > 0 centrata nell’origine.
Al variare di n € Z calcolare
/ 2"dz, .
v

Discutere quindi il caso di v circonferenza qualunque non contenente ’origine.

1 z
I d
L(z—l)(z—Qi) = Az2—12’

dove v & parametrizzata da {4e®, 0 € [0, 27]}.

5. Calcolare

6. Sia f:Q — C una funzione olomorfa su un aperto €2 del piano complesso e sia v: [a,b] — € una
curva a supporto in 2. Verificare che vale

| / F(2)dz] < mazs | F(4(8))| L),

dove L(vy) indica la lunghezza di ~.

7. Si consideri la funzione f : C* — R definita da f(z) := In 2| e si ricordi che su C* \ R= si ha
f(2) = Logz — iArgz. Da tale uguaglianza per ricavare la 1-forma df .

8. Si consideri la parametrizzazione «y(t) = t, per t € [0, 1]. Mostrare che la funzione

O s

1




¢ olomorfa fuori dal supporto ([0,1]) di v e su tale dominio determinarne esplicitamente i
valori.

9. Per 0 < b < 1 calcolare

/°° 1—b+a? i
o (1 =0+ x2)2 + 4ba?

integrando (1 + 22)~! sul rettangolo di vertici +a, #a + iv/b, con a > 0 che tende a oc.

10. Ridimostrare che per una funzione g : {2 — C continua si ha:
i) la forma gdz ¢ esatta se e solo se la funzione g ammette una primitiva, ovvero g = f’ con
f olomorfa su (2
ii) la forma gdz & chiusa se e solo se g € olomorfa.

11. (Dopo aver svolto I'esercizio 9) Sia u una funzione reale di classe almeno C?(£2) e armonica,
ovvero tale che ug, + uy, = 0. Mostrare che se €) ¢ connesso, semplicemente connesso, allora
i) esiste un’armonica coniugata, ovvero v reale di classe almeno C?()) e armonica tale che
f = u 4+ iv sia olomorfa.
ii) la differenza di due armoniche coniugate ¢ una funzione costante.

12-18 Esercizi 1,2,3,4,5,6,7 sulle note di Claudio Rea a pag. 71



