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Esercizio

Analizzare la complessita nel caso medio del primo algoritmo di pesatura
(Algl) presentato nella prima lezione. Rispetto alla distribuzione di
probabilita sulle istanze, si assuma che la moneta falsa possa trovarsi in
modo equiprobabile in una qualsiasi delle n posizioni.

Algl (X={x{, X, -, X, })
1. fori=2tondo

2. if peso(x;) > peso(x;) then return x,
3. if peso(x;) < peso(x;) then return x.

ZPr'(I) #pesate(I) =

I didimn
iPr(“mone’ra falsa ¢ in posizione | in I") #pesa‘re(I) (1/n)(1+ Z (j-1))
i=2
= n 1se j=1,
j-1 altrimenti
n-1

=(1/n)(1+ le i) =(1/n)1+ (n-1) n/2)= 1/n + (n-1)/2



Un problema simile: ricerca di un elemento in un
array/lista non ordinata

I'algoritmo torna la posizione di x in L se x e presente, -1 altrimenti

algoritmo RicercaSequenziale(array L, elem x) — intero
1. n=lunghezzadilL

2. 1=1

3. fori=ltondo

4 If (L[1]=x) then return i \\trovato
5. return -1\\non trovato

T(n): #elementi acceduti (linea 4) su un array di dimensione n

Twors‘r(n) =N x¢ L oppure € in ultima posizione

Tavg(n) = (n+1)/2 assumendo che x e L e che si trovi

con la stessa probabilita in una
qualsiasi posizione



Un problema simile: ricerca di un elemento in un
array/lista non ordinata

I'algoritmo torna la posizione di x in L se x e presente, -1 altrimenti

algoritmo RicercaSequenziale(array L, elem x) — intero
1. n=lunghezzadilL

2. 1=1

3. fori=ltondo

4 If (L[1]=x) then return i \\trovato
5. return -1\\non trovato

T(n): #operazioni RAM su un array di dimensione n

Twor'sf(n) - @(n) x¢ L oppure € in ultima posizione

Tavg(n) - @(n) assumendo che x € L e che si trovi

con la stessa probabilita in una
qualsiasi posizione



Una variante: ricerca di un elemento in un
array ordinato

Algoritmo di ricerca binaria: uno strumento molto potente

gli indici i e j indicano la porzione di L in cui cercare I'elemento x

I'algoritmo torna la posizione di x in L, se x c'e, -1 altrimenti

algoritmo RicercaBinariaRic(array L, elem x, int i, int j) — intero
1. if (i>)) then return -1

2. m=l (i+j)/2]

3. If (L[m]=x) then return m

4. if (L[m]>x) then return RicercaBinariaRic(L, X, i, m-1)

5 else return RicercaBinariaRic(L, x, m+1,j)

T(n)=T(n/2)+O(1) =) T(n)=O(log n)



Esempi su un array di 9 elementi

Cerca 2

Cercal

Cerca 9

Cerca 3

3<4 quindi i e | si
invertono




ricorsione, tecniche di
progettazione e equazioni di
ricorrenza
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Algoritmi ricorsivi: come
analizzarli?

algoritmo fibonacci?2(intero n) — intero

If (n<2) then return 1
else return fibonacci2(n-1) + fibonacci2(n-2)

T(n)=T(n-1)+T(n-2)+0O(1)



Algoritmi ricorsivi: come
analizzarli?

Algoritmo di ricerca binaria: uno strumento molto potente

gli indici i e j indicano la porzione di L in cui cercare I'elemento x

I'algoritmo torna la posizione di x in L, se x c'e, -1 altrimenti

algoritmo RicercaBinariaRic(array L, elem X, int i, int J) -> intero

if (i>)) then return -1

m=_ (i+j)/2]

If (L[m]=x) then return m

If (L[m]>X) then return RicercaBinariaRic(L, x, i, m-1)
else return RicercaBinariaRic(L, X, m+1,j)

RN -

T(n)=T(n/2)+0O(1)



Algoritmi ricorsivi: come
analizzarli?

Alga (X)
1. if (|X]|=1) then return unica moneta in X

2. dividi X in tre gruppi X, X,, X; di dimensione bilanciata
siano X, e X, i gruppi che hanno la stessa dimensione (ci
sono sempre)

3. if peso(X;) = peso(X,) then return Alg4(X,)

4. if peso(X,) > peso(X,) then return Alg4(X,)
else return Alg4(X,)

T(n)=T(n/3)+0O(1)



Equazioni di ricorrenza

la complessita computazionale di un algoritmo
ricorsivo puo essere espressa in modo naturale
attraverso una equazione di ricorrenza

esempi:

T(n) = T(n/3) + 2T(n/4) + O(n log n)

casi base:
T(n) = T(n-1) + O(1)

T(costante)=cost
(a volteT(1)=1)

T(n) = T(n/3) + T(2n/3) + n



Metodo dell'iterazione

Tdea: "srotolare” la ricorsione, ottenendo una
sommatoria dipendente solo dalla dimensione
n del problema iniziale

Esempio: T(n) = ¢ + T(n/2)
T(n/2) = ¢ + T(n/4)
B T(n)=c+ T(n/2)
= 2c + T(n/4)

=2c+c+ T(n/8)
= 3c+ T(n/8)

= ic + T(n/2)
Per izlog,n: T(n) = ¢ log, n + T(1) = ©(log n)



Metodo dell'iterazione
Esempio: T(n) = T(n-1) +1
T(n) = T(n-1) + 1
= T(n-2)+1+1
= T(n-2) + 2
=T(n-3)+1+2

=T(n-3) + 3
=T(n-4)+ 4

: T(n-i) +i

Per i=n-1: T(n) = T(1) + n-1= O(n)



Metodo dell'iterazione
Esempio: T(n) = 2T(n-1)+1

T(n) = 2T(n-1) +1
= 2(2T(n-2)+1) +1
= 4T(n-2)+2+1
= 4(2T(n-3)+1)+2+1

= 8T(n-3)+4+2+1
= 16 T(n-4)+8+4+2+1

per i=n-1 o
T(n) = 2™1T(1) + ZOZJ' = 0(2")
i-



Metodo dell'iterazione
Esempio: T(n) = T(n-1)+ T(n-2) +1

T(n) = T(n-1) + T(n-2) +1
= T(n-2)+T(n-3) +1+T(n-3) +T(n-4)+1 +1
= T(n-2)+2T(n-3) +T(n-4)+3
= T(n-3)+ T(n-4)+1+2(T(n-4)+ T(n-5)+1) +T(n-5)+T(n-6)+1+3
= T(n-3)+3T(n-4)+3T(n-5) +T(n-6)+7




Esercizi

risolvere usando il metodo dell'iterazione:

Esercizio 1: T(n) = T(n-1) + n,
T =1

Esercizio 2: T(n)=9 T(n/3) +n,
T =1

(soluzione sul libro di testo: Esempio 2.4)



Analisi dell’'albero della ricorsione

(un modo grafico di pensare il metodo dell'iterazione)

Idea:

— disegnare l'albero delle chiamate ricorsive indicando la
dimensione di ogni nodo
— stimare il fempo speso da ogni hodo dell'albero

— stimare il fempo complessivo “sommando” il tempo speso da
oghi hodo

Suggerimento 1: se il tempo speso da ogni nodo &
costante, T(n) e proporzionale al numero di nodi

Suggerimento 2: a volte conviene analizzare l'albero per livelli:
-analizzare il fempo speso su ogni livello (fornendo upper bound)
-stimare il numero di livelli



techica albero della ricorsione
T(n)=T(n-1)+1

T(1)=1
n
quanto costa oghi nodo?  ..unol
n-1 quanti nodi ha l'albero? n
n-2
n-i ‘

T(n)= ©(n)



T(n)=T(n-1)+n
T(1)=1

techica albero della ricorsione

quanto costa ogni nodo?  al pitn
quanti nodi ha l'albero? n

m)
T(n)=0(n?)

vale T(n)=0(n?) »



T(n)=T(n-1)+n

T(1)=1

—

N\

techica albero della ricorsione

n/2 nodi
oghuno dei

quali costa
>n/2

quanto costa ogni nodo?  al pitn
quanti nodi ha l'albero? n

m)
T(n)=0(n?)

vale T(n)=0(n?) »

T(n)2n/2n/2=n?/4
) T(n)=Q(n?)



techica albero della ricorsione
T(n)=T(n-1)+n

T(1)=1
SR
4] —_—
quanto costa ogni nodo?  al pitn
n-1 n/2 nodi quanti nodi ha l'albero? n
__ognuno dei
o2 quali costa —>
>n/2
s T(n)=0(n?)
n-i J
5 \ T(n)=0(n?)

2 T(n)2n/2n/2=n2/4
= TR



techica albero della ricorsione
T(n)=2T(n-1) +1

T(1)=1 n
—
2/\ , 2/\
n- n- n- n-2
N T PN T

n-3 n-3 n-3 n-3 n-3

ARARAAAR

1 1 1 1 1 1 1 11

albero binario completol
quanto costa ogni nodo? ..uno!
quanto & alto l'albero? el - T(n)= 2" -1= ®(2")

quanti nodi ha un albero h
binario completo di altezza h? i_ch) 2i =21 -1



techica albero della ricorsione
T(n)=2T(n -1) +n

T(1)=1 n
—
7 T
TN T PN T

n-3 n-3 n-3 n-3 n-3 n-3

A AN AN AN A

1 1 1 11 1 1 11 1 1

albero binario completol
quanto costa ogni nodo? ..al pit n
quanto ¢ alto I'albero? n-1 - T(n) < n2h= @(nZ”)

quanti nodi ha un albero h _
binario completo di altezza h? i_ch) 2iz2mip T(n) = O(n2")



techica albero della ricorsione

T(n)= T(n -1) +T (n -2) +1
T(1)=1

Un'idea: usare maggiorazioni per fornire upper bound

T(n) < R(n)
R(n)= 2 R(n -1) +1 » T(n)=0(2")

N
R(n) = ©(2") vale T(n)=0(2") »



techica albero della ricorsione
T(nN)=T(n-1)+T (n -2) +1

T(l):1 / n \
n-1 n-2
2/\ /\
n- n-3 n-3 n-4
n-3 n-4 n-4 n-5 n-4 n-5

AANAANANAN A

albero chiamate ricorsive dell'algorito Fibonacci?!

quanto costa ogni nodo?  ..uno

quanti nodi ha l'albero? @((I)“) ‘ T(n) - ®((I)n)
[T(n) = o(2")]



Analisi dell’'albero della ricorsione

due esempi:
Esempio 1: T(n) = T(n/3) + T(2n/3) +n,
T(1) = 1

Esempio 2: T(n) = 2 T(n-2) + 1,
T =1



T(n) = T(n/3) + T(2/3 n) +n

T(1)=1

| / n \ n |
n/3 2/3n n

®(logsn) N T ®( logs,,n )

n/9 2/9n 2/9n 4/9n

N SN N ST

n/27 2/27n 2/27n 4/27n 2/27n 4/27n 4/27n 8/27n— n

1

n

quanto costa ogni livello?  <n

m) T(n)=0(nlogn)
vale T(n) = ©(n log n)?

quanti livelli ha 'albero?  O(logs, N )



T(n) = T(n/3) + T(2/3 n) +n

T(n) > nlogs n
m) T(n) = Q(n log n)

=) T(n)=0(nlog n)



Sommario

Algoritmi ricorsivi: come analizzarli?
Complessita di algoritmi ricorsivi e equazioni di
ricorrenza

Una tecnica di progettazione algoritmica: divide
et impera

Metodi per risovere equazioni di ricorrenza:

— Iterazione

— albero della ricorsione

— sostituzione

— teorema Master

— cambiamento di variabile



Metodo della sostituzione

Idea:
1. indovinare la (forma della) soluzione

2. usare induzione matematica per
provare che la soluzione ¢ quella intuita

3. risolvi rispetto alle costanti



Metodo della sostituzione

Esempio: T(n) = n+ T(n/2), T(1)=1
Proviamo a dimostrare che la soluzione sia
T(n)<cn per una costante ¢ opportuna
Passo base: T(1)=1< c1 per ogni c>1

Passo induttivo:
assumiamo T(k) < ¢ k per ogni k<n

T(n)=n+ T(n/2) < n+c(n/2) = (c/2+1)n
Quindi: quando T(n)<cn?

devo avere: c/2+1 < c

da cui segue: c2

T(n)<2n ) T(n)=0(n)



Esercizi

risolvere usando il metodo della sostituzione:

Esercizio: T(n)=4T(n/2) + n,
T =1

(..e fare esperienza della tecnicita del metodo.)



T(n) = 4T(n/2) + n, iatizzo: —O(n3
- 1 ipotizzo: T(n)=0(n3)

proviamo a dimostrare che: T(n) <c n®
assumiamo: T(k) < c k3 per ognhi k < n

T(n) = 4T(n/2)+n
<4c (n/2)3 +n

=%cnd3+n
caso base:
=cn® - (zcn® - n)
| | =<
goal residuo T(l) 1<c
< cns per esempio: cx1

se 3cn3 -n>0
per esempio: c=2 mm)  T(n)<2n3
T(n)=0(n%)



T(n) = 4T(n/2) + n, inatiz7o: -O(n2
- 1 ipotizzo: T(n)=0(n?)

proviamo a dimostrare che: T(n) <c n?
assumiamo: T(k) < c k? per oghi k < n
T(n) = 4T(n/2)+n

<4c (n/2)? +n

=ch?+n
4 cn?




T(n) = 4T(n/2) + n, inatiz7o: -O(n2
- 1 ipotizzo: T(n)=0(n?)

proviamo a dimostrare che: T(n) <c;n%-c,n
assumiamo: T(k) <c;k?-c,k per ogni k< n
T(n) = 4T(n/2)+n

S 4 (Cl(n/Z)Z - Cz(n/Z)) + N
= c,n%-2c,h+n

0 caso base:
= Cih?-Con - ‘(czn - n)
| | =1< -
goal residuo T(1)=1< ¢i-¢;
< ¢n?-con per esempio: ¢;=2 c,=1

se c,n -n>0
per esempio: ¢,>1 —> T(n)<2n2-n
T(n)=0(n*)



Tecnica del divide et impera

Algoritmi basati sulla tecnica del divide et impera:

- dividi il problema (di dimensione n) in a sottoproblemi
di dimensione n/b

- risolvi i sottoproblemi ricorsivamente

- ricombina le soluzioni

Sia f(n) il tempo per dividere e ricombinare istanze di
dimensione n. La relazione di ricorrenza ¢ data da:

! aT(n/b) + f(n) sen>l

T(n)= i o(1) se n=1




Algoritmo Fibonaccié

algoritmo fibonaccié6(interon) — intero
A ( I 1 )
1 0
M « potenzaDiMatrice(4,n— 1)
return 1/ [0][0]

funzione potenzaDiMatrice(matrice A, intero k) — matrice

if (k<1)then M — (o |

else M — potenzaDiMatrice(4, |k/2])
M~—M-M

if (k & dispari) then M « M - A

return M

a=1, b=2, f(n)=0(1)



Algoritmo ottimo di pesatura

Alg4 (X)
1. if (|X]|=1) then return unica moneta in X

2. dividi X in tre gruppi X,, X,, X; di dimensione bilanciata
siano X, e X, i gruppi che hanno la stessa dimensione (ci
sono sempre)

3. if peso(X;) = peso(X,) then return Alg4(X,)

4. if peso(X,) > peso(X,) then return Alg4(X,)
else return Alg4(X,)

a=1, b=3, f(n)=0(1)



Teorema Master: enunciato informale

n“* vs f(n)

quale va piu velocemente a infinito?
Stesso ordine asintotico > T(n) = ©(f(n) log n)

Se una delle due ¢ "polinomialmente” piu veloce
> T(n) ha l'ordine asintotico della pit veloce



Teorema Master

La relazione di ricorrenza:

CaT(n/b) + f(n) se nl

T = 1 O(1) se n=1

ha soluzione:
1. T(n) = ©(n"*") se f(n)=0(n"%"¢) per & >0
2. T(n) = O(n"*° log n) se f(n) = ©(N"**)

3. T(n) = ©(f(n)) se f(n)=Qx(n"%***) per ¢ >0 e
af(n/b)< cf(n) per c<1 e n sufficientemente
grande



Esempi
1) T(n)=n+2T(n/2)
a=2, b=2, f(n)=n=0(nl°9:2) D T(n)= ©(n log n)
(caso 2 del teorema master)

2) T(n)=c+ 3T(n/9)
a=3, b=9, f(n)=c=0(n"°%*¢) W T(n)= ©(/n)
(caso 1 del feorema master, es: €=0.1)

3) T(n) = n+ 3T(n/9)
a=3, b=9, f(n)=n=Q(n %3 %)

3(n/9)%k cn perc=1/3 B T(n):= 6(n)
(caso 3 del teorema master, es: £=0.1)



Esempi

4) T(n)=nlogn+2T(n/2)
a=2, b=2, f(n) =o (n "°%?)
ma f(n)zQ (n'°9:2+¢) ve > 0

non si puo applicare
il feorema Master!



Cambiamento di variabile

Esempio: T(n) = T(¥n) + O(1),
(1) = 1

T(n) = T(n?) + O(1)

n=2x 2>  x=log, n
T(2¥) = T(2¥2) + O(1) R(x):=T(2¥)
R(x) = R(x/2) + O(1) == R(x)= O(log x)

T(n) = O(log log n)



due problemi
(per cui la ricorsione puo
aiutare)

Esercizio: progettare due algoritmi ricorsivi per i
seguenti due problemi. Se ne studi la complessita
temporale (nel caso peggiore).



problema della celebrita

s

ad una festa ci sono n persone
una di queste e una celebrita

la celebrita non conosce nessuno ma &

conosciuta da tutti obiettivo:

individuare la celebrita facendo
(poche) domande a persone del tipo:
conhosci questa persona?



La torre di Hanoi

A |

n dischi di diametro diverso, tre pali

O

regole: si puo spostare un disco alla volta e non si puo mettere
un disco di diametro pit grande sopra uno di diametro piu piccolo

obiettivo: spostare i dischi dal palo A al palo C
(facendo meno spostamenti possibile)



esecuzione dell'algoritmo

n=3
A B




esecuzione dell'algoritmo

n=3
A B




esecuzione dell'algoritmo
n=3




esecuzione dell'algoritmo

110



esecuzione dell'algoritmo
n=3




esecuzione dell'algoritmo
n=3




esecuzione dell'algoritmo
n=3

e




esecuzione dell'algoritmo
n=3

|



esecuzione dell'algoritmo

n=4
A B




esecuzione dell'algoritmo

L1




esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo

n=4
A B




esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo

1Ll




esecuzione dell'algoritmo

140



esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo
n=4

|




esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo
n=4




esecuzione dell'algoritmo
n=4

|



problema della celebrita

s

ad una festa ci sono n persone
una di queste e una celebrita

la celebrita non conosce nessuno ma &

conosciuta da tutti obiettivo:

individuare la celebrita facendo
(poche) domande a persone del tipo:
conhosci questa persona?



problema della celebrita: un algoritmo ricorsivo

Celebrita (X) X: insieme di persone fra le

1. if [X|=1 then return |'unica persona in X quali sto cercando la celebrita
% che ¢ la celebrita

2. siano A e B due persone qualsiasi in X:
chiedi ad A se conose B

3. if (A conosce B)

+hen quante domande
7A non puo essere la celebrita fa l'algoritmo?
return Celebrita(X-{A})

else

7B non puo essere la celebrita
return Celebrita(X-{B})

T(n): # domande che l'algoritmo fa nel caso peggiore prima di
individuare la celebrita fra n persone

T(n)=T(n-1)+1 T(1)=0 ‘ T(n)= n-1 ‘

(de) T(N)=T(n-1)+1=T(n-2)+2=T(n-3)+3= .. T(n-i)+i..=T(1)+n-1=n-1



La torre di Hanoi

A |

n dischi di diametro diverso, tre pali

O

regole: si puo spostare un disco alla volta e non si puo mettere
un disco di diametro pit grande sopra uno di diametro piu piccolo

obiettivo: spostare i dischi dal palo A al palo C
(facendo meno spostamenti possibile)



Un'elegante soluzione ricorsiva

1
k
A B / C
2

Hanoi(dischi, destinazione, palo ausiliario)

3

VRN

Hanoi ([1,2..n], C, B)

1. if n=1 then sposta il disco suC
2. Hanoi([1,2,..n-1], B, 0)

3. spostail disconsuC

4. Hanoi([1,2,..n-1],C, A)



quanti spostamenti fa l'algoritmo?

1
.ﬁi\
A B / C
2

T(n): #spostamenti che l'alg fa nel caso peggiore (?) per spostare n dischi

3

VRN

Hanoi(dischi, destinazione, palo ausiliario)
Hanoi ([1,2..n], C, B)

1. if n=1 then sposta il disco su C T(n)=2T(n-1) +1
2. Hanoi([1,2,..,n-1],B, C) T(1)=1

3. spostail disconsucC

4. Hanoi([1,2,..n-1],C, A)



analisi (tecnica albero della ricorsione)
T(n)=2T(n-1) +1

T(1)=1 n
—
2/\ , 2/\
n- n- n- n-2
N T PN T

n-3 n-3 n-3 n-3 n-3

ARARAAAR

1 1 1 1 1 1 1 11

albero binario completol
quanti spostamenti fa ogni nodo?  ..uno!
quanto & alto l'albero? el # T(n)= 2" -1= ®(2")

quanti nodi ha un albero h
binario completo di altezza h? i_ch) 2i =21 -1
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