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Cammini minimi in grafi:
una trilogia
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Cammini minimi in grafi:
Episodio ITI: la fine della trilogia



..nelle puntate precedenti

* Input:

- grafo pesato G=(V,Ew), seV

- Output:

- albero dei cammini minimi radicato in s e/o le

distanze di tutti i nodi da s, ovvero, d;(s,v) per
oghi veV
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Nelle puntate precedenti:

- Visita BFS: albero dei cammini minimi per grafi
non pesati. Tempo: O(m+n).
» Algoritmo di Dijkstra: grafi con pesi non
negativi. Tempo: O(m+n log n) con
. Altre implementazioni meno

efficienti:

- O(n?) - con

- O(m log n) con
» Algoritmo di Bellman-Ford: cammini minimi per
grafi con pesi qualsiasi (senza cicli negativi).
Tempo O(mn) - con liste di adiacenza.
» Algoritmo basato sull'ord. topologico: albero

dei cammini minimi per DAG con pesi qualsiasi.
Tempo O(m+n).



Cammini minimi fra tutte le coppie:
Algoritmo di Floyd e Warshall e
Algoritmo di Johnson



distanza fra tutte le coppie:
soluzioni semplici

» grafi non pesati:

- esequo h volte visita BFS:

- tempo O(mn)

» grafi con pesi non negativi:
- eseguo n volte Dijkstra:

- tempo: O(mn+n? log n)

» grafi con pesi qualsiasi (senza cicli negativi)
- eseguo nh volte Bellman-Ford
- tempo: O(mn?)




Algoritmo di Floyd e Warshall
(cammini minimi fra tutte le coppie di
nodi per grafi senza cicli negativi)



Approccio

Elegante applicazione della tecnica della programmazione dinamica
Numeriamo i vertici di G da 1 an, cioe V={vq, v,, ... v, }.
Un cammino minimo k-vincolato da x a 'y € un cammino di costo minimo

tra tutti i cammini da x a'y che usano come vertici intermedi un
sottoinsieme qualsiasi (anche vuoto) dei vertici I,={v;, v,, ... V\.}.

x‘ 1 >‘ tra x e y il cammino minimo
O-vincolato e lungo +w
4 1 S 1-vincolato € lungo +x
2-vincolato e lungo 8: <x,v,,y>
4 3-vincolato e lungo 5: <x,v, v3,y>
3 >‘y 4-vincolato (ovvero senza vincoli)

e lungo 5: <x,v,,v3y>

+ Idea di Floyd e Warshall ( ): calcolare cammini
minimi k-vincolati per k=0,1,..., n



Relazioni tra distanze vincolate

- Sia dty il costo di un cammino minimo k-vincolato da x a
y. Valgono le seguenti proprieta:
- dfy: w(x,y) se (x,y)eE, +oo altrimenti
k-1_ 4k k-1 _ 4k
- dka- dka e dvkx - dvkx

- dy=d

Xy

» Per le proprieta di cui sopra e per la proprieta di
minimalita dei sottocammini di cammini minimi, si ha:

k _ .. k-1 k Koy o k-1 k-1 k-1
dXY' min {dxy ' dka‘l' dvky}- min {dxy / dka"' dvky}
Y
me

—L'algoritmo calcola dtﬁy incrementando k da O an



Pseudocodice

algoritmo FloydWarshall(grafo GG) — distanze
inizializza D tale che Dy, = w(zx,y) se (z,y) € E,e Dy, = +o0 altrimenti
for eachv € V do
for each ((z,y) € V x V) do
if (Dyo + Dyy < Dyy) then D,y — Doy, + Dy,
return D

Tempo di esecuzione: ©(n3)

(sia con liste di adiacenza che con matrice di adiacenza)

D: Meglio di B&F ripetuto n volte?
R: Sil  O(n3)=0(mn?)

D: Meglio dell'applicazione ripetuta di Dijkstra?

R: Utilizzando gli Heap di Fibonacci, n applicazioni dell'algoritmo di Dijkstra
richiedono fempo O(mn+n? log n) = O(n3). Quindi, .
Pero si applica solo su un ammissibili per F&W.



e se G contiene un ciclo di
peso negativo posso
accorgermene?

Esercizio: pensarci...



Esempio: applicare l'algoritmo di Floyd e
Warshall al seguente grafo:




Posso applicare F&W?

Si, non ci sono cicli negativil
Tnizializziamo la matrice delle distanze:

0 5 -1 1 +owo 0 2 -1 -2 4
+0 0 4o -4 +o +0 0 40 -4 +o©
D2 —|+o 3 0 -1 5 ]:)3 — |+ 3 0 -1 5
+0 40 400 0 +4oo 40 +0 400 0 +o©
|+© +o 4o -1 0 | |+ 40 +o0 -1 0 |
[0 -1 -2 4] 0 2 -1 -2 4]
+ o0 +0 —4 +oo + 0 +o0 -4 +oo
D4 — |+ 3 0 -1 5 D5 — |+ 3 0 -1 5
40 400 +0 0 +oo 40 +0 400 0 +oo©
|+0 +o0 400 -1 0 | |+o +o +oo -1 0 |




Algoritmo di Johnson

Idea: rendere i pesi non negativi e poi applicare
n volte l'algoritmo di Dijkstra

riferimento: capito 25 del libro
Introduzione agli algoritmi e strutture dati,
di Cormen, Leiserson, Rivest, Stein
McGraw-Hill



rendere i pesi hon negativi: un primo tentativo

Idea: aggiungere un valore
opportuno 3 al peso di tutti
archi.

aggiungo (=3

funziona?

no: non preservo i cammini minimil

cammini con un # diverso
di archi cambiano costo in
modo diverso




rendere i pesi hon negativi: un primo tentativo

Idea: aggiungere un valore
opportuno 3 al peso di tutti
archi.

aggiungo (=3

funziona?

no: non preservo i cammini minimil

cammini con un # diverso
di archi cambiano costo in
modo diverso




un modo migliore per ri-pesare gli archi: aggiungere

pesi sui nodi
Dato un grafo pesato G=(V E,w) e una funzione h:V > R

per ogni arco (u,v)eE, definiamo un nuovo peso:

w;,(u,v)=w(u,v) + h(u)-h(v)

) w(u,v)=

w(u,v w(u,v)+h(u)-h(v)

O, >@ O, >
h(u) h(v)

hotazione:

d(u,v): distranzada ua v in 6=(V,E,w)
d,(u,v): distranzadauav in 6=(V,Ew,)



Lemma

Un cammino p=<v,v,, ..., v,> € minimo in G=(V,E,w) se e solo
e minimo in 6=(V E.w,)

dim

k-1
wy(p) :Z Wh(V;.Vii1)
k 1
Z (w(v; Vi) + h(v;) -h(vi.y) )

x—
I-—\I-—\

W(V M) + Z ( h(v)) -h(vi.1) )
= w(p) h(vy) - h(v)
m) | dy(uv)=d(uyv)rh(u)-h(v) |

|_;




scegliere h() in modo da rendere i pesi non negativi
per oghi arco (u,v)eE , vorremmo:

w,(u,v) >0

w(u,v) + h(u)-h(v) =0

h(v) < h(u) + w(u,v)

ricorda qualcosa?
..la condizione di Bellman:

d(s,v) < d(s,u) + w(u,v)



calcolare h() assunzione: G non ha cicli di peso negativo

aggiungo una
sorgente
fittizia s

-3

0 -3
>
_3l o) -2
\ v
—®
-4

calcolo le
distanze da s

e le uso come
funzione h()

-5
G=(V,E.w) i pesi degli archi sono non
hegativi e i cammini minimi
Nota: per ogni arco (u,v): fra tutte le coppie sono
preservati!

d(s,v) <d(s,u) +w(u,yv) mmp w,(uv)=0



Algoritmo di Johnson

input: G=(V E,w) %assunzione: G non ha cicli negativi
output: distanze in G=(V,E,w) fra tutte le coppie
1. costruisci G'=(V',E") aggiungendo

un nodo s e tutti gli archi (s,v), VveV di peso O

2. Usa l'dlg. di Bellman-Ford per trovare le distanze in
G'=(V'E'w) da s e assegnale ad h(); ovvero: h(v)= d(s,v) VveV

3. Calcola le distanze fra tutte le coppie in G=(V,E,w,)
usando n volte I'alg. di Dijkstra

4. foreachu,yveV, do
1. calcola la distanza in 6=(V,Ew)dauav:
d(u,v)=d, (u,v)-h(u)+h(v)
5. return (la matrice del)le distanze d(u,v) Vu,veV

Complessita: O(mn + n¢log n)




Sommario grafico

Universo dei grafi Grafi non
pesati:BFS

Grafi senza cicli
negativi: BF, FW e J

Grafi aciclici:
Grafi senza archi ordinamento
negativi: Dijkstra topologico
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Esercizio

Dato un grafo G = (V. E) con pesi positivi sugli archi ed un insieme di k
centri C' = {cq,co,...,c} C V., sirichiede di partizionare I'insieme V' in &
insiemi Vi, Vs, ..., V. in modo che tutti i vertici in un insieme V; siamo piu

vicini al vertice ¢; che ad ognuno degli altri centri in C'. Formalmente, se
d(u,v) indica la distanza tra i vertici v e v in G, deve valere:

d(u,c;) < d(u,c;)Vi,j=1,....kVu eV,

Progettare un algoritmo che risolva tale problema in tempo O(|E|+|V | log [V]).



Esercizio

Sia G = (V, E,w) un grafo orientato con pesi positivi sugli archi in cui alcuni
archi sono speciali e sono chiamati archi blu. Progettare un algoritmo che,
dato GG, due nodi s, t € V e un intero k, calcoli un cammino di costo minimo
da s a t che usa al piu k archi blu.



