Introduzione alle varieta differenziabili 2022-23  Esercizi 9

1. Siano V' e W spazi vettoriali.
(a) Mostrare che V@ W e W ® V sono isomorfi e 'isomorfismo ¢ unico.
(b) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione > 2 e siano v, w € V*. Mostrare che
in generale v ® w # w ® v.

2. Sia V = R3 con la base canonica eg, s, e3 e sia f = 01 @ 9y @ n3 € T3(V*), dove
m1 ,m2, 13 denota la base duale di V*. Verificare che f # Sym(f) + Alt(f).

3. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, e siano f € A*(V*) e g € A'(V*).
Calcolare f A g.

4. Siano w = widz| + wedxy + wsdxs ed n = 1y dxy + Nadrs + n3drs due 1-forme in R3.

Verificare che le componenti della 2-forma w A 1 coincidono con le componenti del
prodotto vettoriale X, X Y,,, dove X, = (w1, w2, w3) ed Y, = (91,712, 13)-

5. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, e siano fi,... fi € A'(V*). Mostrare
che fiA... A fk(vl, e ,Uk) = det(fi(vj)).

6. (Proprieta universale del prodotto esterno). La mappa

T:Vx...V—> /\k(V),deﬁnita da m(vy,...,05) ;= v1 A ... A,
k volte
¢ k-multilineare alternante. Mostrare che e universale, cioe se A:V x ... xV — W

e un’applicazione k-multilineare alternante, allora esiste un’unica applicazione lineare

A: \¥(V) — W tale che A= Aon.



