
Introduzione alle varietà differenziabili 2022-23 Esercizi 3

1. Siano M una varietà differenziabile, p ∈M un punto, e γ: I = (−1, 1)→M una curva
parametrizzata. La velocità di γ in t0 ∈ I è definita come

γ′(t0) := dγ(
d

dt
|t0) ∈ Tγ(t0)M.

(a) Determinare l’azione di γ′(t0) su C∞(M), quando M = Rn.
(b) Mostrare che ogni v ∈ TpM è la velocità di una curva su M , passante per p.

2.(a) Sia M una varietà differenziabile connessa e sia f :M → R una funzione con differen-
ziale nullo in ogni punto. Mostrare che f è costante.

(b) Siano M ed N varietà differenziabili, M connessa, e sia F :M → N una funzione il
cui differenziale dFp:TpM → TF (p)N è la mappa nulla in ogni punto. Mostrare che F
è costante.

3. Siano M1 ed M2 varietà differenziabili e siano πi:M1 ×M2 →Mi, per i = 1, 2, le due
proiezioni. Sia (p, q) ∈M1 ×M2. Mostrare che la mappa

α:T(p,q)M1 ×M2 → TpM1 ⊕ TqM2, α(v) := (d(π1)p(v), d(π2)q(v)

è un isomorfismo.

4. Sia S3 la sfera unitaria in C2 ∼= R4. Per z = (z1, z2) ∈ S3, sia γz:R → S3 la curva
definita da γz(t) := (eitz1, e

itz2). Mostrare che γz è una curva liscia con velocità mai
nulla.

1


