Introduzione alle varieta differenziabili 2021-22  Esercizi 8

1. Sia V = R? con la base canonica e, €3, e3 e sia f = m @ 2 @ 3 € T3(V*), dove
m1 ,m2, 13 denota la base duale di V*. Verificare che f # Sym(f) + Alt(f).

2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, e siano f € A*(V*) e g € A'(V*).
Calcolare f A g.

3. Siano w = widxy + wadxs + wsdrs ed n = 1 dry + nedrs + n3dxrs due 1-forme in
R32. Verificare che le componenti della 2-forma w A 1 coincidono con le componenti
del prodotto vettoriale X, x Y,,, dove X, = (w1, w2, w3) ed Y, = (91,712, 13).

4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n, e siano fi,... fi € A'(V*). Mostrare
che fiA... A fk(vl, o ,Uk) = det(fi(vj)).

5. Sia V uno spazio vettoriale e siano ny,...,n; € /\1(V*). Mostrare che 1y, ..., n; sono
linearmente indipendenti se e solo se 1 A ... Ang # 0.

6. (Forme decomponibili). Una k-forma w € A"(V*) si dice decomponibile se si pud
scrivere come prodotto di 1-forme, ossia w = w; A ... Awg, con w; € /\1(V*).
(a) Se dimV = n, allora tutte le forme w € A\'(V*) ed n € A"(V*) sono decomponi-
bili.
(b) Mostrare che tutte le forme xy € A"~ (V*) sono decomponibili.

7. (Proprieta universale del prodotto esterno). La mappa

k .
m:V X ...V—>/\ (V), definita da 7(vy,...,vk) :=v1 A ... A vg,
k volte
¢ k-multilineare alternante. Mostrare che e universale, cioe se A:V x ... xV = W

e un’applicazione k-multilineare alternante, allora esiste un’unica applicazione lineare

A: N (V) = W tale che A= Ao



