Introduzione alle varieta differenziabili 2021-22  Esercizi 3

1. Siano M una varieta differenziabile, p € M un punto, e v: I = (—1,1) — M una curva
parametrizzata. La velocita di v in tg € I & definita come

d
' (to) == dV(E\to) € Toy1g) M.

(a) Determinare 1'azione di v/ (tg) su C*°(M), quando M = R".
(b) Mostrare che ogni v € T, M & la velocita di una curva su M, passante per p.

2. Sia M una varieta differenziabile connessa e sia f: M — R una funzione con differen-
ziale nullo in ogni punto. Mostrare che f € costante.

3. Sia S3 la sfera unitaria in C? = R*. Per z = (21, 22) € 53, sia 1,: R — S? la curva
definita da 7,(t) := (e 21, e’ 23). Mostrare che 7, ¢ una curva liscia con velocita mai
nulla.

4. Sia CP! lo spazio proiettivo con 'atlante dato dalle carte

Ur ={lz1: 22] [ 21 # 0}, ¢1([21 1 22]) = 22/21, Uz ={[21 : 2] | 22 # 0}, ¢a([21 1 22]) = 21/22;
sia S? = {a? 4+ b? + ¢? = 1} la sfera con I'atlante
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Vi = SQ\{N}7 \Ijl(OJ?bv C) = ( )a Vo = 52\{S}a \112(0,, b7 C) = ( )7

dove R? ¢ stato identificato con C. Mostrare che la mappa f: CP! — 52 definita da
(o7 1O) =¥ H(¢), per ¢ € C e i = 1,2, & un diffeomorfismo.
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