a.a. 2002-2003 Geometria 2. Esercizi 8. Trasformazioni proiettive. Soluzioni.

1. Sia f:IP* — P! la proiettivita indotta dalla matrice A = <§ })

(i) Scrivere la formula generale di f in coordinate omogenee.

(ii) Calcolare f(2:3), f(1:0), f(0:1), f(1:4).

(iii) Scrivere la formula generale di f=1 in coordinate omogenee.

(iv) Calcolare f=1(1:1), f~X(1:3), f~1(0:4), f~1(1:0).

Soluzione.
(1) f((I() . I]_)) = (2!130 +IE1 : 5!130 +IE1)
(ii) f((2:3)) =(7:13), f((1:0)) =(2:5), f((0: ), f(1:4)) =(6:9).
(iii) f~! & indotta dalla matrice A= = _51/{))3 _12/?3> o da una qualunque matrice AA™!,

con A # 0 € R. Dunque
(o :21)) = (—zo/3 +21/3 : 520/3 — 221/3) = (—z¢ + 71 : Bxo — 211).

@) S22 1) = (03, J7:3) = (25 -1, SO 4) = (s 8 = (1: -2

2. Determinare la proiettivita f:1P* — P! che manda i punti (1:0), (0: 1), (1: 1) rispettiva-
mente in (1:0), (2:1), (1:-1).

Soluzione. Le prime due condizioni danno una matrice della forma M = (g 25 > ,cona, S €R
non nulli. La terza condizione implica A = A (g :% ), con A € R\ {0}, e

f((zo : 1)) = (Bwo — 221 : —21).

3. Determinare la proiettivita, f:1P* — P che manda i punti (1 :3), (2: —1), (2 : 1) rispetti-
vamente in (1:0), (0:1), (1:1).

Soluzione. La proiettivitd f cercata ¢ [l’inversa della proiettivitd g che manda i punti (1 : 0),
(0,1), (1 : 1) rispettivamente in (1 : 3), (2 : —1), (2 : 1). Con un procedimento analogo a quello

12 =5
A € R\ {0}. Di conseguenza f & indotta da una qualunque matrice uB~!, con p € R\ {0}. Ad
-5 -10
-12 4

.. . . - . 4 1
dell’esercizio precedente, si trova che g & indotta da una qualunque matrice B = A ( 0 >, con

esempio, dalla matrice ( ), ricaviamo

f(((IIo : :El)) = (—5:50 — 10z : —122¢ + 4:51)

4. Determinare la proiettivita f:1P' — P! che manda i punti (1 :3), (2: —1), (2 : 1) rispetti-
vamente in (1:1), (3:1), (1:5). Calcolare f(1:4) ed f(1:1).
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Soluzione. La proiettivitd f cercata ¢ la composizione f = F o G~1, dove G~! & la proiettivita
che manda i punti (1 : 3), (2 : —1), (2 : 1) rispettivamente in (1 : 0), (0: 1), (1:1) e G ¢ la
proiettivitd che manda i punti (1 : 0), (0 : 1), (1 : 1) rispettivamente in (1 : 1), (3,1), (1:5). La
proiettivitdh G~! & quella calcolata nell’esercizio (3). La proiettivitd F & indotta ad esempio dalla

matrice M = (7 —6

7 _2>. Di conseguenza f risulta

flzo:z1) = (37x9 — 94z, : —1lxy — 78x2).

Prova: f(1:3) = (=245: —=245) = (1 : 1), f(2: —1) = (168 : 56) = (3 : 1), f(1 :3) = (—20:
—100) = (1:5).
F(1:4) = (—339: —323), f(1:1) = (=57 : —89).

5. Siano l: zo—x1+22 =0 edm: z — x5 = 0 rette in P2 Sia R=(0:1:2) e IP? ¢ sia
wr:l —> m la prospettivita di centro R. Calcolare mr(—1:0:1).

Soluzione. Osserviamo che R ¢ [,m e che P = (—1:0:1) € [. Per definizione mg(—1

0:1)
RP Nm. La retta RP ha equazione zq — 221 + 22 = 0, da cui risulta 7g(—=1:0:1) = (1:1:1

)

6. Considerare la proiettivita f:IP* — P! indotta dalla matrice M = (g _02>
(i) Calcolare f(1:0) ed f(0:1).
(ii) Calcolare determinare un punto (xo : z1) € Pt tale che f((x : 1)) # (%0 : 21).

Soluzione. La formula generale di f & data da f((z¢ : 1)) = (2zo : —2z1).
(i) f1:00=(2:0)=(1L:0)ed f(O:1)=(0:—-2) =(0:1). Sitratta di due punti fissi
distinti di f.
(i) f(1:1)=(2:-2)=(L:=1)#(1:1).
2 1

7. Considerare la proiettivita f:1P* — P! indotta dalla matrice M = (0 9

>. Determinare
i punti fissi di f.

Soluzione. T punti fissi di f sono le immagini tramite la proiezione canonica 7:IR*\ {O} — P*
degli autospazi di M relativi ad autovalori reali:

A=2, szspan{(é>}, A= -2, V_2:span{<_14>}.

Sono P=(1:0)e@=(1:—-4).

3 1

8. Considerare la proiettivita f:1P* — P! indotta dalla matrice M = (1 9

> . Determinare 1

punti fissi di f.
Soluzione. Gli autovalori reali di M e i relativi autospazi sono dati da

A= G+ Visrvmye = Sp“"{((—l +1x/5)/2>}’ A= (5=V5)/2, Vis_vs)2 = Sp“”{((l T i/ﬁ)/2>}'
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I punti fissi di f sono P = (1: (=1 ++/5)/2) e Q = (1: (1+5)/2).

9. Sial la retta di equazione xo+z1 =0. Siano P=(0:1:-1),Q=(1:0:0)eR=(1:-1:1)
tre punti di P?.
(i) Far vedere che i punti A=(1:-1:0), B=(0:0:1) eC=(-1:1:1) stanno sul.
(ii) Far vedere che i punti P, Q e R stanno su una retta m.
(iii) Dimostrare che esiste una proiettivita f : | — m tale che f(A) = P, f(B) = Q e
f(C)=R.
(iv) Determinare f(1:—1:1).

Soluzione.
(i) I punti A, B, C stanno su [ perché le loro coordinate soddisfano I'equazione zg + 1 = 0.
0 1 1
(ii) Poiché 1 |+[0] = 1 ],ipunti P, Q, R stanno su una stessa retta m in IP%.
-1 0 -1
(iii) Scriviamo i piani e, (8 corrispondenti alle rette [ ed m in forma parametrica
T 1 0 To 0 1
a: |z | =s| -1 |+t 0],stelR, B: | xy |=0| 1 |+7|10],0,7€R.
T2 0 1 I9 -1 0

Costruiamo adesso la proiettivity f:l = IP* — m = P! con le proprieta richieste.
Le coordinate omogenee (s : t) sul e (o : 7) su m sono quelle indotte dalle equazioni
parametriche scelte per a e 8. Rispetto a queste scelte, le coordinate omogenee di A, B, C
sono date rispettivamente da (1 :0), (0:1), (—=1:1); le coordinate omogenee di P, Q, R
sono date rispettivamente da (1 : 0), (0: 1), (=1 :1). Le matrici invertibili 2 x 2 della
forma

M:A(é?),AeR\mL

inducono la mappa proiettiva richiesta.
(iv) Tl punto D = (1: —1: 1) ha coordinate omogenee (1 : 1) in [ = IP'. L’immagine f(D) ha,
coordinate omogenee (—1 : 1) in m = P! e coordinate omogenee (1: —1: 1) in IP%.

10. Sia [ una retta in IP? e sia @ : | — | una proiettivita.
(i) Far vedere che se ¢ fissa tre punti distinti, allora o(P) = P per ogni P € .
(ii) Dare esempi di mappe proiettive o : | — 1 che fissano 0,1, oppure 2 punti (basta dare le
matrici corrispondenti).

Soluzione.
(i) Se una proiettivitd ¢:1 — [ fissa tre punti distinti, ad esempio (1 : 0), (0: 1), (1:1), &
I’identita: le matrici che inducono una mappa con le proprieta richieste sono infatti della
forma

M:A(é?),AeR\m}

(ii) Sia M = (Z Z una matrice che induce ¢. Osserviamo che un punto P = (pg : p1) €

un punto fisso di ¢ se e solo se

(Z Z) (Zf) ”‘(ZZ’)’ a € R\ {0},
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Po

» ) e autovettore di M, relativo ad un autovalore reale non
1

cioe se e solo se il vettore (

nullo.

. .. cosf —sinf
Per ogni 6 # 0, w, le matrici Ry = (sin@ o3 0
Una mappa proiettiva ¢:! — [ con un solo punto fisso & indotta da una matrice con

autovalori reali e coincidenti e autospazio corrispondente di dimensione 1. Ad esempio:

> inducono ¢:! — [ senza punti fissi;

M= (3 i) A e R\ {0},

In questo caso, il punto fisso ha coordinate omogenee (1 : 0).
Una mappa proiettiva @:1 — [ con due punti fissi & indotta da una matrice con autovalori
reali e distinti. Ad esempio

M:(S‘ 2) A€ R\ A0}, A # p.

In questo caso, i punti fissi hanno coordinate omogenee (1:0) e (0:1).

11. Sia [ una retta a siano P, QQ e R tre punti distinti su l.

()
(i)

Far vedere che esiste esattamente una proiettivita o con p(Q) = R e tale che P ¢é il suo
unico punto fisso.
Descrivere un procedimento per costruire ¢(R).

Soluzione.

(i)

Per semplicitd prendiamo P, Q, R su [ = P! di coordinate omogenee rispettivamente

(1:0),(0:1),(L:1). Sia M = “ una matrice che induce ¢. Il punto P e I'unico

b
d
punto fisso di ¢ se la matrice M & della forma

M= (3 ‘;) M€ R\ {0}

Se richiediamo anche ¢(Q) = R, la matrice M deve soddisfare A = i e dunque essere della
forma

M:(S‘ ;) AeTR\ {0},

Da qui 'unicita di ¢.

Introduciamo una retta ausiliaria m, che interseca [ nel punto P e consideriamo una
prospettivitd di centro «, esterno ad [ ed m. Siano P = 7, (P) e Q° = 7,(Q) in m.
Per ogni o € Q°R, la proiettivitd 7, o 7, fissa P, manda @ in R, e fissa anche il punto
S = aa’N1. Siha che S = P, e di conseguenza 7, o 7, ha un unico punto fisso, se e solo
se o/ € aP NQ°R.

12. Siano | ed m rette in P2, Siano A, B, C €l e P, Q, R € m due terne di punti distinti
(disegnati sulle rette in questo ordine, da sinistra verso destra).
(i) Costruire geometricamente la proiettivita f:1 — m, tale che f(A) = Q, f(B) = P,

F(C) = R.



(ii) Costruire geometricamente la proiettivita f:1 — m, tale che f(A) = P, f(B) = R,
f(C) =Q.

Soluzione.
(i) Applichiamo la costruzione di Steiner: i punti

a=Af(B)NBf(A)=APNBQ, p=Bf(C)NCf(B)=BRNCP

individuano la retta ausiliaria n. Consideriamo le prospettivita mp:n — m e 7yp) =
wp:l — n. La proiettivita
mgoTmp:l —m

manda, come f, la terna di punti distinti A, B, C € [ nella terna di punti distinti
P, Q, R € m . Dunque coincide con f.
(ii) Applichiamo la costruzione di Steiner: i punti

a=Af(B)NBf(A) = ARNBP, B=Bf(C)NCf(B)=BQNCR

individuano la retta ausiliaria n. Consideriamo le prospettivita mp:n — m e myp) =
mr:l — n. La proiettivita
mgoTRr:l —m

manda, come f, la terna di punti distinti A, B, C € [ nella terna di punti distinti
P, Q, R € m . Dunque coincide con f.

13. Siano P, Q, R € P' punti distinti. Costruire geometricamente una proiettivita f:1P* — P*

tale che f(P) = Q, f(Q) = R, f(R) = P.

Soluzione. Per costruire f, introduciamo innanzitutto un retta ausiliaria m, che non passa per
nessuno dei tre punti P, Q, R € | = IP'. Sia o un punto esterno ad [ ed m, sia mo:l — m
la prospettivitd di centro a e siano Py = 7 (P), Q=74 (Q), Ry = mo(R). Adesso applichiamo la
costruzione di Steiner per costruire una proiettivita g:m — [, che manda Py, @)y, Ry rispettiva-
mente in Q, R, P. I punti

a = Pog(Qo) N Qog(Po) = PoRN QoQ, B = Qog(Ro) N Rog(Qo) = QoP N RoR

individuano la retta ausiliaria n. Consideriamo le prospettivitda mg,:n — [ e myq,) = TrRim —
n. La proiettivita
TQ, © TR:M — |

manda, come g, la terna di punti distinti Py, QQg, Ry € m nella terna di punti distinti Q, R, P €[ .
Dunque coincide con g. La proiettivita cercata f:l — [ & data dalla composizione

f:goﬂ'a:TrQOOﬂ'Ro’rra,

14. Siano P, Q, R, S € P punti distinti.
(i) Costruire geometricamente una proiettivita f:IP* — Pt tale che f(Q) = Q, f(P) = R,
f(R) =P.
(i) Determinare f(S).



Soluzione.
(i) Introduciamo una retta ausiliaria m che passa per il punto fisso ). Sia a un punto esterno
ad [ ed m, sia m,:l — m la prospettivita di centro « e siano Py = 7, (P) e Qp = 74 (Q).
Sia (il punto di intersezione
B=PRNRP

e sia mg:m — [ la prospettivita di centro 8. La proiettivitd mg o my:! — | manda,
come f, la terna di punti distinti P, ), R nella terna di punti distinti R, ¢}, P. Dunque
coincide con f.

(ii) f(S) =mpomy(S) = ma(ma(S)) = mg(@SNm) = ...

15. Sia T C IP? un triangolo di vertici Ay, Ay e As. Siano ai, as e as i lati di T corrispondenti:
A; & a;. Sia P un punto e siano Q; i punti di intersezione PA;Na;, peri=1,2,3. Dimostrare
che i tre punti Q;Q; N A; A; stanno su una retta.

Soluzione. Applicare il teorema di Desargues ai triangoli A; A>As e Q1Q2Q)2: sono triangoli che
hanno i vertici su tre rette [1, 2,3 uscenti dallo stesso punto P. Segue che i punti

A1A; N Q1Q2 A A3 N Q203 A1A3NQ1Q3
sono collineari.

16. Sia O un punto di P? e siano I, m e n tre rette passanti per O. Siano P e Q due punti e sia
[l — n la prospettivita di centro P di |l su m sequita dalla prospettivita di centro @Q di m
su n. Dimostrare che f € una prospettivita di centro un punto R che sta sulla retta PQ.

Soluzione. Poiché wg o mp(0) = O, segue che 7 o mp & una prospettivita: 7g o mp = mwg. Siano
A, B due punti distinti su /, siano A’, B’ e siano A”, B” le loro immagini tramite mg o 7p = 7g.
Il centro della prospettivita 7x ¢ il punto di intersezione R = AA” N BB". La collinearita di P, Q,
R segue applicando il teorema di Desargues ai triangoli AA’A” e BB'B" con i vertici sulle rette
[, m, n.

17. Siano A=(1:0), B=(1:6), C = (1:3). Calcolare D tale che (ABCD) = —1.
Soluzione. D = (0:1).

18. Siano A=(1:1), B=(1:2), C =(1:8). Calcolare D tale che (ABCD) = 1.
Soluzione. D = (1:8).

19. Far vedere che i punti A= (1:0:1), B=(0:1:1),C=(2:1:3) eD =(3:—1:2) stanno
su una retta. Determinare i birapporti (ABCD) e (BACD).

Soluzione. Sia [ la retta per i punti A e B. Il piano corrispondente in IR® ha equazione o : zy +
1 — 22 = 0. I punti C' e D appartengono ad [, in quanto le loro coordinate soddisfano ’equazione
di . Fissiamo i punti A e B su [ e scriviamo il piano « in forma parametrica:

o 1 0
z1 | =s| 0| +t{ 1], stelR.
i) 1 1

(=]



Troviamo

2 1 0 3 1 0
L|=2]0|+1(1], -1 =3[(0]+(-1)|1];
3 1 1 2 1 1
di conseguenza le coordinate omogenee di A, B, C, D in [ = IP* (identificazione subordinata alla
1 0
scelta di {| 0 | ,| 1 |} come base del piano «) sono rispettivamente
1 1

(1:0), (0:1), (2:1), (3:-1).
Adesso (ABCD) = —-3/2 e (BACD) = -2/3.

20. Far vedere che ipunti P=(1:1:1),Q=(2:1:3) e R=(0:1:—1) stanno su una retta .
Trovare il punto S € 1 tale che il birapporto (PQRS) sia uguale a 3.

Soluzione. Siallaretta peripunti P e Q. Il piano corrispondente in IR* ha equazioni parametriche

To 1 2
« xr1 | =s|1|+t| 1], s,telR.
i) 1 3
Poiché
0 1 2
1 |=2|11]+(-D|1],
-1 1 3
si ha che R € I; inoltre le coordinate omogenee di P, Q, R in [ = IP! (identificazione subordinata
1 2
alla scelta di {[ 1 |, | 1 |} come base del piano «) sono rispettivamente
1 3

(1:0), (0:1), (2:-1).

Il punto S = (zg : z1), tale che (PQRS) = 3, deve soddisfare

Zo

=3 & 1xp+6x1=0 <& S:(—Gl)
—2:51

Le coordinate omogenee di S in IP? sono date da
(<6-1+1-2:-6-1+1-1:-6-14+1-3)=(—4:-5:-3).
21. Sia r una retta in P2, Costruire geometricamente una proiettivita proiettiva f : r — r che
manda quattro punti distinti A, B, C e D in C, D, A e B (in questo ordine).

Soluzione. La mappa f esiste perché (ABCD) = (CDAB) ed & completamente determinata dalle
immagini di A, B, C cha vanno rispettivamente in C, D, A. Introduciamo una retta ausiliaria
m e siano A%, B C° i punti (distinti) su m ottenuti mediante una prospettivitad w, di centro R
esterno ad | ed m. Adesso costruiamo una proiettivitd g: m — [ che manda i punti A°, B% C°
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rispettivamente in C, D, A (usando la costruzione di Steiner). La retta di Steiner & quella passante
per

P = A%(B% N B%(A%) = A%D N B°C, Q= B%(C°) NCY%(B% = BYANCYD.

Quindi
g = TRo O Ty(go)y = TRo O Tp, f=mpgoomp ompg.

Controllare che f(D) = B.

22. Serivere una matrice M che induce una proiettivitd f:TP* — P con punti fissi A= (1:1) e
B = (1:-1). Calcolare (ABPf(P)), dove P € IP* & un punto arbitrario.

Soluzione. La matrice

o (P UYL 0Nt 1T _ (o1
S\l -1 0 -1 1 -1 ~\1 0
. . . 1 1
ha autovalori A = 1, —1, con autospazi rispettivamente V; = span{<1> eV_, = span{<_1>.

La proiettivitd indotta da M & data da f(xg : 1) = (21 : zo) ed ha punti fissi A = (1 : 1) e
B=(1:-1).
(ABPf(P)) = —1.

23. Sia | una retta e sia @ : | — | una proiettivita. Siano dati: un punto P fisso di ¢ e punti A,
A', B e B' tali che p(A) = A" e ¢(B) = B'. Costruire Q) il secondo punto fisso di ¢.

Soluzione. Introduciamo una retta ausiliaria m, che interseca [ nel punto P e consideriamo una
prospettivitd, di centro «, esterno ad [ ed m. Siano A° = 7,(A) e B® = 74(B) in m. Per
o = A°A'NBYB’, la proiettivitd 7, o, fissa P, manda A in A’ e B in B’. La proiettivita 7, o7
fissa anche il punto S = aa’ NI. Si ha che § = P, e di conseguenza m,’ o 7, ha un unico punto
fisso, se e solo se o/ € aP N BYB'.

24. Sia | una retta e sia p : I — | una proiettivita. Supponiamo che per un punto P € [ abbiamo
che o(P) # P mentre ¢*(P) = P. Dimostrare che ¢ ¢ una involuzione, cioé che ©?(Q) = Q
per ogni @ € [.

Soluzione. Per semplicitd possiamo prendere P = (1 : 0) e p(P) = (0 : 1) (& possibile perché
P # ¢(P)). Le matrici che inducono ¢ sono della forma

M= (2 3) A e R\ {0},

0

s 1aoar2
Poiché M~* = (AM 0

), si ha che ¢ o ¢ = Id, cioé ¢ ¢ un’involuzione.

25. Sia | una retta in IP%. Far vedere che nessuna involuzione ¢ : 1 — | ha esattamente 1 punto

fisso.



Soluzione. Sia P l'unico punto fisso di ¢. Per semplicitd assumiamo che abbia coordinate omo-

genee (1:0) in [ = P!, Sia M = (Z 3) una matrice che induce ¢. Allora M & della forma

M= (3 ‘;) M€ R\ {0}

o (N 2w 10 . - \
Poiché M* = 0 A2 # « 0 1 ,con € R\ {0}, si ha che ¢ o ¢ # Id, cioé ¢ non &

un’involuzione.

26. Siano P e Q due punti distinti su una retta [. Dimostrare che ¢’é un’unica involuzione ¢ che

fissa P e Q.

Soluzione. Per semplicita possiamo prendere P = (1:0) e Q = (0: 1) (& possibile perché P # Q).
a

SiaMz(
c

d> una matrice che induce . Allora

M= (3 2) AueR\ {0}

2
Poiché M? = <>(\) £2> = Oz((l) (1)>, con € R\ {0}, se e solo se A = &, si ha che ¢ &

un’involuzione diversa dall’identita se e solo se

1 0
M—oz(0 _1>.

Dunque ¢ & unica.



