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Risolvere gli esercizi negli spazi predisposti. Accompagnare le risposte con spiegazioni chiare,
sintetiche e complete. Ogni esercizio vale 6 punti. Consegnare SOLO QUESTI FOGLI.

1. Sia γ = {eiθ, θ ∈ [0, 2π]}. Calcolare i seguenti integrali complessi:∫
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Sol.: ∫
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Sia f(z) = 3zn − 1. Allora f ∈ O(C), ha n zeri all’interno del disco unità e vale f ′(z) = 3nzn−1.
Applicando il principio dell’argomento troviamo∫
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2. Sia f : C → C una funzione olomorfa. Supponiamo che esistano un intero k ≥ 2 ed una
costante c ∈ IR per cui vale

|f(z)| ≤ c|z|k, per ogni z ∈ C. (∗)
(a) Mostrare che f è un polinomio di grado al più k.
(b) Quanto valgono f(0) ed f ′(0)?

Sol.: (a) Sia f(z) =
∑
n≥0 anz

n lo sviluppo in serie di f centrato in 0, convergente su tutto C, dove

an = 1
n!f

(n)(0).Combinando le stime di Cauchy con l’ipotesi (*), abbiamo
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sup
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crk ≤ n!c

rn−k
, ∀r > 0.

In particolare, per r → ∞, otteniamo f (n)(0) = 0 per n > k. Ne segue che f è un polinomio di
grado al più k.

(b) Per continuità |f(0)| = limz→0 |f(z)| ≤ limz→0 c|z|k = 0;

|f ′(0) = limz→0

∣∣∣ f(z)−f(0)z−0

∣∣∣ = limz→0

∣∣∣ f(z)z ∣∣∣ ≤ limz→0 c|z|k−1 = 0.

Conclusione: f(0) = f ′(0) = 0.

3. Sia data la funzione olomorfa f(z) = 3z100 − ez. Determinare quanti zeri ha all’interno del
disco unità ∆ = {z ∈ C : |z| < 1}.

Sol.: Applichiamo il teorema di Rouché ad f(z) = 3z100− ez e g(z) = 3z100. Per ogni z con |z| = 1
abbiamo

|f(z)− g(z)| = |ez| = ex ≤ e < 3 = |g(z)|.
Dunque #Z(f) = #Z(g) = 100 all’interno del disco unità.


