Analisil/3 2008 Foglio 1.

1. Disegnare l'insieme A = {x = (;1> € R?||x—P| =3}, con P= (3) e determinare la sua
2

intersezione con la retta x; = 3.

Tl o
2. Determinare I'insieme A = {x = | 2o | € R? | {||x||__11} Di che cosa si tratta? Determinare
I3 1=
Iy —9
I'insieme B={x= [ 22 | € R? | { !X” 71 }. Di che cosa si tratta? Determinare l'insieme C' = {x =
1 =

T3

1 ]| =2
zy | €R®| { 21 =1 }. Diche cosa si tratta?
T3 T = 0
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3. SlaHOV—<2>, W—(O)ER.

(a) Determinare e disegnare I'insieme A di tutti i vettori di R? che sono ortogonali a v e w.
(b) Verificare che A & un sottospazio vettoriale di R?.

(c) Di quale spazio sottospazio vettoriale si tratta?

(d) Esistono due elementi distinti di A ortogonali fra loro ?

1 1

4. Stanov=1[0 |, w= 0 € R3.

0 -1
Determinare e disegnare l'insieme A di tutti i vettori di R® che sono ortogonali a v e w.
Verificare che A & un sottospazio vettoriale di R3.
Esibire tre elementi distinti di A.
Esistono due elementi di A ortogonali fra loro?
Disegnare tutti gli elementi di A che hanno norma uguale ad 1.

(a)
(b)
()
(d)
()

1 1
5. Sia U =span{v,w}conv= [0 |, w=| 0 | e R
1 -1
T T
(a) Determinare la formula generale per la proiezione ortogonale 77 ([ 22 |) di un vettore | o | € R3
z3 3
su v e verificare che si tratta di un’applicazione lineare.
L1 L1 T
(b) Verificare che my oy (| z2 |) = mv(| x2 |) per ogni | 2
T3 T3 T3
(c¢) Determinare autovalori e autospazi di 7y (non servono calcoli).
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6. Sia V = R3 con il prodotto scalare canonico. Siano vy = | 0 |, vo=[ 2|, vs= 1
1 2 -1

(i) Far vedere che vi, vy, v3 formano una base per R3.

(ii) A partire dalla base v, vo, v tramite il procedimento di Gram-Schmidt costruire una base ortonor-
male di R3.

(iii) Costruire una base ortonormale di span{vy,va} e di span{va, vs}.



7. Siav = (g) € R?.

(a) Completare v ad una base ortogonale di R?.
(b) Determinare v, il complemento ortogonale di v.
(c) Determinare (v*)+, il complemento ortogonale di v*.

0 0
8 Sianov;=| -1], va=[ -1 ] e R3.
1 2
(a) Completare v; ad una base ortogonale di R3.
(b) Determinare vi, il complemento ortogonale di v;.
D

)
)
(c)
)
)

Siano u, w i vettori trovati al punto (a). Determinare il complemento ortogonale di span{u, w}.
(d) Completare vy, vy ad una base ortogonale di R?.
(e) Determinare span{vy, vo}+, il complemento ortogonale di span{vy,vs}.
T
9. Sia dato il sottospazio W = {| 22 | € R* | 21 + 23 = 0}.
T3
1
(a) Determinare la distanza di P = 8 da W.
0
2
. . . 1 . .
(b) Determinare la distanza di P = 0 dal complemento ortogonale W+ di W in R3.
0

(c) Scomporre P come somma di vettori P = Py + Py, con Py € W e Py € W

Z1
. . . o T2 4 1+ Tg = 0
10. Sia dato il sottospazio W = { o € R* | {1‘2 by — g = 0}.
T4
1
(a) Determinare la distanza di P = é da W eda W,
0

(b) Chi sono i punti che hanno distanza zero rispettivamente da W e da W+?

11. Sia A una matrice simmetrica. Sia (-,-): R" x R™ — R l’applicazione definita da (X,Y) := X AY, per

X,Y € R". Verificare che (-,-) ha le seguenti proprieta:

(a) E bilineare (ossia ¢ lineare in ognuna delle variabli X e Y);

(b) E simmetrica (ossia (X,Y) = (Y, X), per ogni X, Y);

(¢) E definita positiva (ossia (X, X) > 0, per ogni X # 0) se e solo se tutti gli autovalori di A sono
positivi.

(d) Verificare che se A ¢ la matrice identita di ordine n, applicazione (X,Y’) non ¢ altro che il prodotto
scalare canonico su R”.

12. Sia dato un piano V' = span{vy, va} in R? munito del prodotto scalare canonico. Siano v = a;vi+aava
e w = [81v] + (2vo generici vettori di V.
(a) Verificare che al variare di v € V, il quadrato della norma v - v definisce una forma quadratica nelle
Vi-Vy Vip- V2>

variabili (a1, @2) la cui matrice simmetrica associata ¢ data da
Vi-Va Vz:V3

. . Vi:V] V]-V . -
(b) Possiamo affermare che la matrice (vl vl vl v2) ha autovalori strettamente positivi?
1°V2 V2-V3



(c) Verificare che al variare di v,w € V, il prodotto scalare v - w coincide con l’espressione

(041 a2)<V1'V1 V1'V2) (ﬁl).
Vi-V2 V2V B2
1 0
13. Siano datiivettorivi=| 1| e vy = 1 in R3 e sia V = span{vy, vo}.
—2
Vi-Vy Vi1-Va

(a) Determinare la matrice .
ViV V9-Vo

(b) Sia v il vettore di coordinate <3> € V. Determinare le coordinate di v in R3.

(c) Verificare che la norma di v in R? coincide con l'espressione

ViV Vi Vo 3
(3 2)(V1'V2 VQ'VQ) <2)



