4. Varie.

1. Sia {z, = z, + iy, } una successione di numeri complessi e sia zyp = z¢ + iyo. Far vedere che
Tn > Lo
Zn, — 2 se e solo se {

Poiché |z, — 20|? = |zn — 20|? + |yn — yo|?, si ha che

|z, — zo| <€

Zn — 20| <€ VY n>Ny=DNyle) =
20 — 20l )= No(e) {|yn_y0|<e

, Vn> N().
Viceversa,

{Ii“jﬂ'ff/ﬁ, Vn>No=No(e) = |zn—2|<e Vn>N.
n — Y0

Da cui la tesi.

2. Determinare il comportamento delle successioni {z,, = (2 +i2)"} e {z, = %m}

12 +42|> = 22 > 1. Quindi |2,| — 400 e la successione {z, = (3 +2)"} diverge.
11 (2+;\/§> 2 = 5-1 < 1. Quindi |2,| — 0 e la successione {z, = %m} converge a 0.

3. Consideriamo la proiezione stereografica mg> ¢: S? — C.

(a) Far vedere che z,w sono immagini di punti diametralmente opposti di S? se e solo se
1

F=_1L
(b) Determinare I'immagine in C del meridiano dato dall’intersezione della sfera col piano
z+2y=0.
(c) Determinare I'immagine in C del parallelo dato dall’intersezione della sfera col piano
z=1/2.
La proiezione stereografica mg2 c: 5 — C & data da mg2 c(a,b,¢) = 12 +7J13c.
Siano z = 1% + ’L% = 52, c(a,b,c) e w = 7% — iﬁ = wg2,c(—a, —b, —c) immagini di punti
diametralmente opposti in S?. Allora
b — b 2 402
= (2 ity = by b))
l—-¢c 1—-¢'14c¢ 1+c¢c (1-¢?)
Viceversa, siano z = % + Z1L—c =mg2 cla,bc) e w= % titty = ns2.c(d, e, f) e supponiamo
che )
Ne segue innanzitutto che
l4e¢ 1 1-f
2 = = = = —
e =T T T T f=c
Dopodiché la (*) diventa
b —d - _
a _ ny e { d a
1-c l—c 1+4Ff 1+ f e =—b.



(b) Il piano m : x4+ 2y = 0 & un piano verticale contenente I’asse z (in particolare contenente
l'origine e il polo nord). L’immagine in C del meridiano S? N7 & la retta per lorigine di equazione
z+ 2y =0.

(c) L’intersezione della sfera col piano orizzontale z = 1/2 & un cerchio in S$? che non contiene il

polo nord:
{(a,b,1/2) | a®> +b* + 1/4 = 1}.

La sua immagine in C & il cerchio di centro 0 e raggio 3:

Ts2.cla,b,1/2) = (2a + i2b), 4a® +4b% = 4(1 — 1/4) = 3.

4. Consideriamo l'applicazione F: C* — C*, z +— %

(a) Far vedere che se |z| < 1 allora |F(z)| > 1 e che se |z| > 1 allora |F(2)| < 1.
Determinare i punti fissi {z € C* | F(z) = z}.
Determinare I'immagine tramite F' dell’insieme {z € C* | |z — 1| = 1}.
Determinare 'immagine tramite F' dell’insieme {z € C* | |z — 1| = 1/2}.
Determinare I'immagine tramite F' dell’insieme {z € C* | |z —i| = 1/2}.
Determinare 'immagine tramite F dell’insieme {z € C* | 1/2 < |z| < 2}.
Determinare 'immagine tramite F dell’insieme {z € C* | 2 < |z| < 3}.

Osserviamo che F'(z) = 1/z & un biolomorfismo di C* in sé, che F o F' = Id e che (vista sulla sfera
di Riemann) F' manda 0 in co e co in 0. Per dimostrare che per due insiemi A e B vale F(A) = B,
bastera far vedere che F(A) C B e F(B) C A.

(a) |F(2)|=1/|z| <1 < |z|>1 e |F(z)|=1/|z| >1 < |z| <1

b) F(z)=1/z2=2 & 22°2=1 & z==1.

(c) Stano A={z€C*||z—1]=1} e B={z€ C* | |w— 1] = |w|}. Poiché

1- 1
po1=1 = [e—1=ltzf_ L
2] 2]
si ha che F(A) C B. Viceversa,
w1 = = [w—1=L=2_1
| | = |w] | ;
|w]

e dunque F(B) C A e F(A) = B. I punti che soddisfano I’equazione |w — 1| = |w| sono i punti
equidistanti dall’origine e dal punto 1. Scriviamo w = u + . Allora

lw—1] = |w| & |w—12 = |w|* & u=1/2.

L’insieme B ¢ la retta verticale u = 1/2.
(d) Stano A={z€ C* | |z— 1| =1/2} e B={z€ C* | 2|lw — 1| = |w|}. Poiché

|1 — 2| 1
lz—1=1/2 = |1/z—-1|= =—
|| 2|z]
si ha che F(A) C B. Viceversa,
o~ 1 =lul = jw-1]= o1y
w—1]=|w w—1] = =
2|w] ’



e dunque F(B) C Ae F(A) = B. Scriviamo w = u + iv. In questo caso
2lw — 1| = |w| & 4jw — 1> = |w|* & 3(u® +v?) —8u+4 = 0.

L’insieme B ¢ la circonferenza (u — 4/3)? +v? = 4/9.
(e) Stano A ={z € C* | [z—i| =1/2} e B={z € C* | 2Jlw+1i| = |w|}. Osserviamo che F(i) = —ie

che |1/z 41| = % = |i|||z|_i| = ﬁ Ragionando come sopra troviamo che F(A) = B. Scrivendo

w = u + tv, troviamo

2w +i| = |w| & 4w +i]* = |w]* & 3(u? +0%) +8v+4=0.

L’insieme B ¢ la circonferenza u? + (v +4/3)% = 4/9.
(e) L'immagine dell’insieme {z € C* | 1/2 < |z| < 2} e dato da {z € C* | 1/2 < |2| < 2}:

1/2 < |z| - 1/]z] <2
TR

|z| < 2 /|2 >1/2"
(g) L’immagine dell’insieme {z € C* | 2 < |z| < 3} ¢ dato da {z € C* | 1/3 < |2| < 12}:

2 < |7| 1/|z| < 1/2
{|z|<3<:>{1/|z|>1/3'

5. Siano z,w € C, con Zw # 1. Allora

se e solo se |z| =1 oppure |w| = 1.

zZ —w

T ‘:1<:)|z—w|:|1—2w|<:>|z—w|2:|1—2w|2<:>(|z|2—1)(1—|w|2):0.
— Zw

Da cui la tesi.
6. Sia F': C — C un polinomio tale che %2; =0, per ogni z € C.
(a) Dimostrare che F(z,Z) = zP(Z) + Q(Z), dove P e @ sono polinomi in Z.

(b) Se vale anche %—1; = 0, cosa si puo dire su F'?

a) Integrando due volte rispetto a z, dall’equazione 21; = 0, troviamo:
Ing do due volt i dall’ 4

g_lj =P(z), F(z%) =2P(z) + Q(2).

(b) Se vale anche %—1; = 0, il polinomio F' & olomorfo. In particolare, P(z) = Q(z) = costante.

Infatti
oF 0P @ B

oF _ op 9Q 9P _9Q 9P
0z "oz "oz

L R I i

0.

7. Sia F: C — C olomorfa. Dimostrare che se anche F & olomorfa, F & costante.
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F = u+ iv é olomorfa se e solo se v e v soddisfano le condizioni di Cauchy-Riemann; F' = u —iv &
olomorfa se e solo se u e —v soddisfano le condizioni di Cauchy-Riemann. Mettendo tutto insieme
troviamo:

Ou _ Ov __ ov
{?_B_ya__a_ya( , e @:0:@ @:0:@_
== dy 0w Oz dy

Da cui u e v costanti ed F' costante.

8. Sia u: C — R di classe C? armonica. Allora h(z) = g—; + ig—; ¢ olomorfa.

Definiamo U = 2% e V = 2. Allora h(z) = U(z) +iV (2) & olomorfa se e solo se U e V soddisfano
le condizioni di é,auchy Rlemann La prima condizione di C.R. ¢ soddisfatta perché u ¢ di classe
C2.

U _ v Pu_

dr Oy  0xdy Oydx’

La seconda condizione di C.R. & soddisfatta perché u & armonica.

o _ oV Pu_ P
dy Oz oydy  Oxdx

<> ¢ armonica.

9. Sia F: C — C armonica. Allora anche F & armonica.

Per definizione, F' = u 4 tv: C — C & armonica se e solo se u e v sono armoniche. Cio equivale a
F = u — iv armonica.

10. Sia F': C — C olomorfa e non nulla. Allora log |F'| & armonica.

a-18.
—_— 0 1 OF _ 0 1 OF _ 1 OF OF
81F| = 28108 FG)F(2) = 2 (s 5 ) = 25 () 5 F s
1 OF OF 1 OF OF
= (——)F——F+ —— =0.
(F(z)F( )) 0z 0z * F(z)F(z) 9z 0z

11. Sia F: C — C olomorfa. Allora OF
A(|F|?) = 4|—|2
(1) =45 |

0 0F oF o _OF OF OF 0 OF
AFG)P = AFGTE = 4 (O p 4 290y = o 2 (090 =y OO0, p 0 08,
Poiché %If = % e %%—IZ =0, si ha la tesi.

12. SiaA={z€ C|n/4 <Imz < 7w}
(a) Dimostrare che la funzione esponenziale f(z) = e® ristretta ad A & iniettiva.
(b) Sia A" = f(A). Determinare gli altri sottoinsiemi B C C, tali che f(B) = A'.
1, V3

(c) Determinare se 1+ e 5 +i%> appartengono ad A'.
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(d) Fissare logw, w € A’, una determinazione del logaritmo su A’. Far vedere che wy =
2+ i2y/3 € A’ e calcolare log wy.

(a) Siano z =z +14y, w =u+iv € A. Si ha

r—u

(&
(&

cos(y —v) =1

C=e’ e =1 (COS(y—v)HSIH(y—”)):l@{ sin(y —v) =0

r—u

sin(y —v) =0
< { e’ "cos(y —v) = 1.
L’equazione sin(y — v) = 0, equivalente a y — v = 0 mod =, insieme a 7/4 < y,v < m, implica
y =wv. Da cui e* % cos(y —v) =" % =1 < z = u. In conclusione la funzione f(z) = e* ristretta
ad A é iniettiva.

(b) A' = f(A) = {w e C* | w=|w|e?, 7/4 <0< 7}
Per ogni k£ € Z, 'insieme

By ={z € C | n/4+2rk <Imz < 7+ 27k}

soddisfa f(By) = A'.

(c) Poiché 1+4i=+2(1/v2+i/V2) =/2¢"™/4 sihache 1+i g A’; invece %+z\/7§ =3 c Al
(d) Le restrizioni della funzione esponenziale exp: A — A’ e exp: B, — A’ sono iniettive. Dunque
esistono le inverse log: A” — A e log: A’ — Bj. Una determinazione del logaritmo su A’ non ¢

altro che la scelta di una di queste inverse. Fissiamo per esempio la seguente determinazione del
logaritmo

we C*, logw =log, |lw|+iargw, argw € [2m,4n].

Su A’, essa corrisponde a scegliere log: A’ — B;. Il punto wy = 2+ i2v/3 = 4(% + z@) = 4e'm/3 ¢
A’. Scegliendo questa determinazione del logaritmo logwy = log,, 4 + i(7/3 + 2m). Fra le infinite
soluzioni dell’equazione wy = e* (la funzione e® & periodica) abbiamo scelto quella della forma
z = log,, |w| + i6, con @ nell’intervallo [27, 4~/

13. Sia A= {2 € C| — /4 <argz < w/2}. Sia f(z) = 2'/*,
(a) Determinare i sottoinsiemi B C C, tali che f(B) = A.
(b) Fissata su A la determinazione di f che soddisfa f(1) = —i, dare un’espressione analitica
di f e verificare che soddisfa le condizioni di Cauchy-Riemann.

(c) Calcolare f(1+1) ed f(5 + z@)
(a) T sottoinsiemi B C C, tali che f(B) = A sono
By ={—7/16 < argz < 7/8} By ={-7/16 + 7/2 < argz < w/8 4+ m/2}
By ={—7/16 + m < argz < /8 4+ 7} Bs = {—7/16 + 37/2 < argz < w/8 4+ 37/2}.
(b) La determinazione di f che soddisfa f(1) = —i & data da
f:A— B, z= |z|ew > |z|1/4ei(9/4+3’r/2).
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Verifichiamo che questa funzione soddisfa le condizioni di Cauchy-Riemann in coordinate polari (cf.
Sarason):

12| = p, f(p,0) = p'/*el0/4437/2) — pL/4 cos5(0/4 + 31 /2) + ip'/* sin(0/4 + 37/2)
ou _ov_1
dr Oy 4
ou ov 1

% e Zp_3/4(cos(0/4+ 31/2)sinf — sin(0/4 + 37/2) cos 0).
Yy T

p~3*(cos(0/4 + 37/2) cos 0 + sin(0/4 + 3 /2) sin 0);

(c) Scriviamo 1+ = v2(1/V2 +i/v2) = V2™, Allora f(1 + i) = (V/2)1/4ei(7/16437/2) —
91/8,i257/16  Per %—H@ — ¢i™/3 abbiamo f(% +Z\/T§) — i(m/12437/2) _ ,il97m/12



