Topologia Algebrica 2012-13.  Esercizi 7. Omologia singolare. Successioni esatte.

1. Considerare la successione di gruppi abeliani
= Hy(A) = Hy(B) 25 H (C) =% Hy 1 (A) 25 Hy 1 (B) — . ..
di Hatcher, Thm 2.16, pag.117. Dimostrare che ker (i) = Im(0).
Sol.: Vedi libro.

2. Verificare che i gruppi di omologia ridotta (ottenuti dal complesso delle catene singolari esteso)
di un punto sono tutti nulli.

Sol.: Sia X = {p} lo spazio costituito dal solo punto p. Consideriamo il complesso esteso di catene

s O (X0 2 0 () P o (x) 2

LX) Oy (X) -5 Z -0

dove, per ogni i > 0, lo spazio C;(X) = Zo® & generato dalla i-catena costante o': A* — p con
immagine p, ed €: Cyp(X) — Z ¢ 'omomorfismo dato da

oc=mo’ — e(o) =m.
Vale € o 81 = 0: infatti data n= lo‘l = Cl (X)’ conl e Z7 abbiamo
edi(n) = e(lo vy — lot|v) =1 —1=0.

Per costruzione _
H,(X)=H,(X)=0, Vn>0.

Resta da verificare che Ho(X) = 0: poiché 8;C1(X) = 0, & evidente che

Ho(X) = kere/0,C1(X) = kere = {0}.

3. Sia X uno spazio non vuoto. Verificare che Ho(X) = Ho(X) & Z.
Sol.: Consideriamo 1’'omomorfismo

6:CO(X)—>Z, U:Zmiagl—)Zmi, m; € 7, U?:AO—>X.

La successione di gruppi abeliani (¢ ¢ I'inclusione)

0—skere —Co(X)——=Z — 0

¢ esatta. Come abbiamo gia osservato e ¢ suriettiva: un intero m € Z & immagine di mo?,

con 0%: AV — X.



Poiché Im(9:) C ker(e) C Cp(X), la successione
0 —skere/Im(8y) —= Co(X)/Im(0y) —>Z — 0
¢ ben definita ed esatta. In altre parole
0— Ho(X) -5 Ho(X) -5 Z — 0
¢ esatta. Ogni successione esatta che termina in Z si spezza (vedi Nota in basso), da cui segue che

4. Svolgere in dettaglio gli esempi 2.17 e 2.18 a pag. 118 di Hatcher.

Sol.: Hatcher, esempio 2.17
La successione esatta lunga di omologia estesa della coppia (D™, dD™) ¢ data da

oo Hi (D™ 225 Hyoy (D", 0D™) 258 H,(OD™) 25 Hy(D™) — ... i > 0.

Il disco D™ e contrattile, quindi ha la stessa omologia estesa del punto ﬁi(D”) = 0, per ogni ;
il bordo del disco ¢ diffeomorfo alla sfera D™ = S"~1 per cui H,,_1(0D") = Z, mentre H;(0D") =
0, per ogni 7 # n — 1. Ne segue che

Hipr (D™, 0D™) 248 {,(9D™)

¢ un isomorfismo per ogni 7. Poiché I’omologia estesa della coppia coincide con ’'omologia standard,
vale

H,(D",0D") =17,  H;(D",0D") =0, Vi # n.

Hatcher, esempio 2.18 (vedi esercizi8, n. 1).

5. Nel sequente diagramma commutativo le due righe sono esatte

0 — A % B Y% ¢ — 0

A (N
/ ¢/ / w/ /
0 — A — B — ¢ — 0.
(a) Dimostrare che se f & suriettiva e g ¢é iniettiva, allora h é iniettiva.
(b) Dimostrare che se g ¢é suriettiva e h ¢é iniettiva, allora f ¢é suriettiva.

Sol.: (a) Sia c € ker h:

- 1) suriettiva implica ¢ = 1(b), per un b € B;

- abbiamo h(¢(b)) = h(c) = 0;

- per la commutativita del quadrato di destra, vale ¥’(g(b)) = 0;

- l'esattezza della successione in basso implica g(b) € kervy’ = Im¢’, da cui g(b) = ¢'(a’) per un
a e A



- f suriettiva implica o’ = f(a), per un a € A4;

- per la commutativita del quadrato di sinistra, abbiamo ¢(b) = ¢'(f(a)) = g(¢(a);
- ¢ iniettiva implica b = ¢(a);

- Pesattezza della successione in alto implica ¢ = ¥(b) = ¥ (¢(a)) = 0.

- Dunque ker h = {0}, come richiesto.

(b) Sia @’ un elemento arbitrario di A’;

-¢'(d) € B';

- g suriettiva implica ¢'(a’) = g(b), per un b € B;

- I'esattezza della successione in basso implica ¢’ (¢ (a’)) = 0 = ¢/
- la commutativita del quadrato di destra implica 0 = ¢'(g(b)) =
- h iniettiva implica ¢(b) = 0;

- Pesattezza della successione in basso implica b € ker ¢ = ¢, ossia b = ¢(a), per un a € A;
Verifichiamo che a’ = f(a):

-d = g((b) = g(¢p(a)) = ¢'(f(a)) e ¢ iniettiva implica a’ = ¢(a). - Dunque f ¢é suriettiva, come
richiesto.

(9(b));
h(¥(b));

6. Siano A, B, C, D, A’, B, C' e D' gruppi abeliani. Nel sequente diagramma commutativo le

due righe sono esatte s "
A % B 5% ¢ 5 D

bl b
o o Yoo X

Dimostrare che se f & suriettiva e g e k sono iniettive, allora h é iniettiva.

Sol.: Sia c € ker h:

- ¢ € ker h implica x’(h(c)) = 0, cioe h(c) € ker X’ = Im(¢)’), per 'esattezza della riga in basso;
dunque h(c =¢'(b'), per un V' € B’;

- ¢ € ker h implica anche x’(h(c)) = 0 = k(x(c)), per la commutativita del quadrato a destra;

- k iniettiva implica x(c) = 0, cioe ¢ € ker x = Im(v), per V'esattezza della riga in alto:
dunque ¢ = ¢ (b), per un b € B.

-da h(p(b)) = 0= ¢'(g(b)), segue che g(b) € ker X’ = I(¢’), per I'esattezza della riga in basso:
dunque g(b) = ¢'(a’);

- f suriettiva e la commutativita del quadrato a sinistra implicano ¢'(a’) = ¢'(f(a)) = g(¢(a)), per
un a € A;

- ¢ iniettiva implica b = ¢(a);

- infine ¢ = ¢ (b) = ¥ (¢(a)) = 0, per l'esattezza della riga in alto.

- Dungque ker h = {0}, come richiesto.

7. Sia
0— A — A — -+ — A4, —0

una successione esatta di gruppi abeliani finiti. Dimostrare che []}_, #Agfl)l =1.

Sol.: Vediamo qualche esempio:
n =2

0—>A1 —)AQ -0 :?> |A1|_1’A2’ =1.

Poiché in questo caso l'esattezza della successione implica A; = A,, vale anche |A4;| = |As|.



n=3
0= A; — Ay — A3 5 0 = [A1] 1 As||A5] ! = 1.

Poiché in questo caso 'esattezza della successione implica Ag = Ay /A;, vale anche |As| = |As|/]|Aq].
Adesso procediamo per induzione e supponiamo di aver dimostrato la tesi per successioni esatte

con n — 1 termini.
Dall’esattezza della successione

00— A; 25 A4, 9200 A

il gruppo A; si immerge iniettivamente in Ay. Identifichiamo A; con la sua immagine ¢1(A;) in
As e poniamo B := A /A;. Abbiamo che le due successioni

0— A 24,2850 (+)
0 B4, 2. . A, —0 (%)

sono esatte. Osserviamo che la seconda successione ha n — 1 termini. Dalle relazioni
- - — _1\n—1
|A1| 1|A2HB‘ 11 |B‘ 1|A3|...|An|( 1) -1

la tesi per successioni esatte con n termini.

Nota. Sia
0—ALsB 20—

una successione esatta corta di gruppi abeliani. Allora i seguenti fatti sono equivalenti:
(1) Esiste ¢ che ,
0 — A 5% AxC B ¢ — 0

lIdA lqs lldc
0 — A L B L oo — o

(2) esiste un omomorfismo k: C' — B tale che go k = Idc;
(3) esiste un omomorfismo h: B — A tale che ho f = Idy;

Dim.: Innanzitutto, dall’esattezza della successione originaria segue che

C=B/f(A).

Verifichiamo solo che (2) implica (1). Se esiste k: C' — B tale che gok = Id¢, allora un isomorfismo
¢: A x C — B e dato da ¢(a,c) = f(a) + k(c).

Si verifica immediatamente che ¢ € un omomorfismo;

¢ & suriettivo: dato b € B, costruiamo un elemento (a,c) che abbia immagine b. Poiché g &
suriettiva, per ogni ¢ € C' esiste b € B tale che g(b) = c¢. Allora ¢(0,g(b)) =0+ k(g(b)) = b;

¢ ¢ iniettivo: Sia (a,c) un elemento di ker ¢, cioe tale che f(a)+ k(c) = 0. Applicando g troviamo
g(f(a) +k(c) =g(f(a))+ g(k(c)) = g(k(c)) =c=0. Allora c =0 e f(a) = 0. Poiché f & iniettiva
anche a = 0. Dunque ker ¢ = 0, come richiesto.



Esempio. Sia data
0—ALsB %7 0

Scegliamo un elemento b € B tale che g(b) = 1 e definiamo k: Z — B mediante k(1) = b.

Esempio. Sia data
0—A-LpLzr 0

Scegliamo elementi by,...,b. € B tali g(b;) = (0,...,1;,...,0) e definiamo k:Z — B mediante
E0,...,1;,...,0) =1b;.

Esempio. Una successione esatta di spazi vettoriali
0o—v-Lw-Lwv-—o
si spezza sempre.
Esempio. La successione esatta di gruppi abeliani
0—Zy 5242575 — 0

non si spezza: infatti Z4 non ¢ isomorfo a Zo ® Zs.



